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ZADACI

a)  Diskutirajte LC'R krug koji se koristi u ovoj vjezbi i izvedite uvjet rezonan-

cije.

b)  Izmjerite ekvivalentnu debljinu skina kod bakra i mjedi za frekvencije u
podrugju 1.5kHz do 15 kHz.

c)  Diskutirajte ovisnost debljine skina o frekvenciji.

d)  Diskutirajte izraz (10) i €lanove koji su zanemareni dobivanjem te formule
iz (9).

Napomena: vodite rauna da pri mjerenju frekvencija uvijek bude konstanta.



SKIN EFEKT

1.1 Uvod

Kod razmatranja bilo kojeg problema u vezi s transportom naboja ili strujom kroz
neki homogeni vodi¢, nikad se posebno ne naglasava naizgled trivijalna injenica
da je gustoca struje na svakom mjestu presjeka tog vodica jednaka. Medutim, to
je strogo ispunjeno samo onda kad kroz vodi¢ tee istosmjerna struja. Doduse,
teCe li njime izmjeni¢na, ali niskofrekventna struja, ne opaZa se kod tanjih vodi¢a
ni tad neko narusavanje ove zakonitosti. Tek kad frekvencija dostigne relativno
visoke vrijednosti, ili vodi¢ ima relativno veliku debljinu, pocinju se opazati pojave
koje korigiraju nasu predstavu o jednolikosti gustole struje po presjeku vodica.
Opazilo se, naime, da elektri¢ni otpor vodiéa ovisi o frekvenciji struje koja

njime prolazi. Kao $to znamo, otpor vodi¢a duljine [ i presjeka S dan je formulom:

l

R=p5 (1)
u kojoj je p specifi¢na otpornost materijala od kojeg je vodi¢ nacinjen. Bududi
da specifiéna otpornost, kao jedna od osnovnih konstanti materijala, ne moZze
ovisiti o frekvenciji, za promjenu otpora mora biti odgovorna neka promjena u
geometriji vodi¢a. Dakako, ne u pravoj, ve¢ u njegovoj efektivnoj geometriji.
Tesko bi bilo zamisliti da se pritom mijenja duljina vodi¢a. Za to ne bi nasli
valjani razlog. Presjek se, medutim, moZe promijeniti. Mjerenja pokazuju da se
otpor vodi¢a povecava s frekvencijom, Sto daje do znanja da se njegov efektivni
presjek smanjuje. Smanjivanje presjeka je, olito, samo jednostavnije izraZena
¢injenica da gustoda struje u vodica nije vise jednolika. Pokazalo se da ona s
porastom frekvencije pada oko centra vodia i da se istovremeno povelava uz
njegovu povrsinu. Pri vrlo visokim frekvencijama nejednolikost gustoe struje je
tako velika da ona gotovo is¢ezava u unutradnjosti vodi¢a i koncentrira se samo
u povrsinskim slojevima. Ovaj efekt zato je i nazvan skin efektom (skin - koZa,

kora, ljuska).
Sasvim formalno, efekt se moZe protumacditi na slijedeéi na¢in. Zamislimo da
je cilindri¢ni vodi¢ nizom koncentri¢nih krugova i snopom radijusa podijeljen na
velik broj elementarnih vodi¢a jednakog presjeka () (sl.1). Tada svaki elementarni

vodi€ ima kod istosmjerne struje otpor dan formulom (1), tj. pl/Q. Pri prolazu
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Slika 1. Podjela cilindra na elementarne vodice.

izmjenine struje stvara se oko svakog vodi¢a i unutar njega magnetsko polje,
odnosno magnetska indukcija B, &ije silnice moZemo prikazati kao koncentri¢ne
krugove. Ocigledno ¢e povrSina F' elementarnog vodi¢a na koju upadaju silnice
magnetske indukcije biti ve¢a ako se on nalazi blize centru vodi¢a. To slijedi iz
zahtjeva jednakosti presjeka (). Ako je, dakle, povrsina F| veca od F;, vedi je
i tok magnetske indukcije BF; od toka BF;. Kroz elementarne vodi¢e u blizini
centra i uz povrsinu prolazit e razli¢it broj silnica magnetske indukcije.

Bududi da vodi¢em tele izmjeni¢na struja, magnetska indukcija se mijenja u
vremenu, $to Ce u elementarnim voditima (u opsegu plohe F') izazvati stvaranje
elektromotorne sile £ = F'dB/dt. Ponovno imamo & > &,. Polaritet stvorene
elektromotorne sile je po Le Chatelierovom principu takav da se ona protivi uz-
rocima koji su je izazvali. Drugim rije¢ima, u elementarnim vodi¢ima inducira se
struja suprotnog smjera od one koja prolazi vodi¢em i koja je izazvala stvaranje
magnetske indukcije. Postaje tako razumljivim da je zbog vele protuelektro-
motorne sile u blizini centra vodi¢a i efektivna struja na tom mjestu manja od
one u povrsinskim slojevima. Iduéi od povrsine vodi¢a prema njegovom centru,
gustoca struje se smanjuje. Slikovito efekt moZemo zamisliti tako da svi elemen-
tarni vodici na koje je cilindar bio podijeljen nemaju vide jednak otpor pl/@Q kao
kod istosmjerne struje, veC im otpor raste $to se vise priblizavamo centru cilindra.
Jasno je zato da je i ukupni otpor cilindra — njegov efektivni otpor — veéi nego u

slu¢aju kad njime prolazi istosmjerna struja.
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1.2 Tumacdenje skin efekta na osnovu Maxwellovih jed-
nadzbi
lako je kvalitativnim objasnjenjem iz prethodnog poglavlja skin efekt postao ra-
zumljiv, time se ipak ne moZemo zadovoljiti jer su nam mnoge stvari ostale
skrivene. U prvom redu ne znamo jo$ kakva je raspodjela gustoée struje duz
radijusa vodi&a, tj. kakav je strujni profil. Znamo medutim, da postojanje skin
efekta i njegove zakonitosti moraju proizi¢i i kao posljedica osnovnih jednadzbi
za Sirenje elektromagnetskih valova u prostoru, tj. iz Maxwellovih jednadZbi.
Zamislimo da se masivni metalni vodi¢ radijusa a nalazi unutar zavojnice
kroz koju prolazi izmjeni¢na struja frekvencije f. Ona Ce stvarati izmjeni¢no
magnetsko polje H paralelno osi z (sl.2), $to zna&i da ¢emo unutar vodita imati

magnetsku indukciju B istog smjera. Vremenske promjene magnetskog polja iza-

z

I Le

Slika 2. Metalni cilindar unutar zavojnice.

zivaju vrtloge elektri¢nog polja FE, &ije silnice su koncentri¢ne kruznice s centrom
ur = 0. Znajuéi prethodna objasnjena skin efekta, ve¢ sada mozemo reci da
jakost elektri¢nog polja unutar vodi¢a nece biti posvuda ista, ve¢ ée biti neka
funkcija od r, tj. E = E(r). Uzmimo dogovorno da je za r = a elektrino polje
E(r =a) = K.

Poku$ajmo sada rijesiti poblem uz pomo¢ Maxwellovih jednadzbi. One za
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slu¢aj kad nema prostornog naboja glase

VE = 0 (2)
0B
VB = 0 (4)
., OE
VxH = Jtems (5)

S ¢ je oznalena apsolutna dielektri¢éna konstanta vodi¢a. Buduéi da gustocu

struje i elektri¢no polje povezuje Ohmov zakon
j=oE (6)

u kojem je o specifi¢na elektri¢na vodljivost vodi¢a, moZzemo &etvrtu Maxwellovu

jednadZbu odmah preobraziti:

E
VXH:UE—I—eaa—t (7)

Primijenivsi nadalje operator rotacije na drugu jednadZbu dobijamo relaciju
VXx(VxE)=V(VE)-AE=-Vx —=—-u—VxH (8)

u kojoj p oznaava apsolutnu permeabilnost vodi¢a. Kombiniranjem prethodnih

dviju relacija nastaje diferencijalna jednadzba
AE — pe—— —po— =0 (9)

za vremensku i prostornu ovisnost elektri¢nog polja unutar vodi¢a (sli¢an izraz
mogao bi se izvesti i za magnetsko polje). JednadZba koju smo dobili naziva se
telegrafskom jednadZbom. Ona za ¢ = 0 tj. za izolatorska sredstva, prelazi u
dobro poznatu valnu jednadzbu.

Za harmonijsku pobudu, tj. kada imamo elektromagnetsku pojavu neke frek-
vencije w, sve veli¢ine — pa i elektri¢no polje E u jednadzbi (9) — su proporcionalne
izrazu exp(—iwt). Uvrstavanjem E(x,t) = E(x) exp(—iwt) i zanemarivanjem

'malih’ &lanova, dobivamo:

AE + iuowE = 0. (10)



ISTRAZIVACKI SMJER NFP2 5

Na$ problem ima cilindarsku simetriju, s obzirom da se radi o dugackoj ravnoj
Zici. Stoga moZemo u operatoru A izostaviti derivacije po z i ¢, te dobivamo
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu za elektri¢no polje:

d°E  1dE
g E=0. 11
02 + T +ipow 0 (11)

Rjesenja ove jednadZbe se mogu prikazati pomocu specijalnih funkcija, ali za nase

potrebe ¢emo preuzeti priblizni izraz (za dovoljno visoke frekvencije):

Ehﬁ)zﬁbwp(—agr>em)P(ggz—Zmﬁ>} (12)

U njemu je koristena kratica
1
0= . 13
Vo7 (13)

Tumatenje pojedinih &lanova u relaciji (12) nije komplicirano. Drugi ekspo-

nencijalni ¢lan oznacava vremensku promjenu elektri¢nog polja i njegove fazne
odnose, §to u nasem razmatranju skin efekta nije interesantno. Preostala dva
¢lana predstavljaju, ustvari, amplitudu tog polja i govore nam kako se ona mi-
jenja s koordinatom 7, tj. s udaljeno$¢u od povrSine vodi¢a. Kao $to je bilo i
dogovoreno, na samoj povrsini, tj. za r = a, elektri¢no polje ima vrijednost Fj.
Veli¢ina ¢ dana formulom (13), naziva se dubinom prodiranja elektri¢nog polja
u vodi¢. Cesto se ona naziva i debljinom skina. Stavimo li a — = §, dobivamo
E = Ey/e, $to znadi da je ¢ ona udaljenost od povrsine vodita na kojoj elektri¢no
polje padne na dio 1/e svoje poletne vrijednosti.

Uz pomo¢ Ohmovog zakona (6) i relacije (12), dobivamo amplitudu gustoce

j = joexp (—C‘gr) (14)

Vidimo da ona pada eksponencijalno s udaljenos¢u od povrsine vodica i da je

struje:

brzina tog pada ovisna o debljini vodiéa, o veli¢ini §, tj. o vrsti materijala od
kojeg je nacinjen vodi¢ i o frekvenciji struje koja te¢e zavojnicom. Uvedemo li

umjesto vodljivosti o specifi¢nu otpornost p, dobivamo

5= L.
o (15)
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Vidimo da je dubina prodiranja to manja Sto je frekvencija visa i $to je otpor
vodi¢a manji. Vidimo takoder da e skin efekt biti jale izraZen kod feromagnet-
skih tvari koje imaju veliku magnetsku permeabilnost .

Vrlo &esto se veli¢ina i jakost skin efekta procjenjuje prema omjeru
_ By

-7 (16)

§

gdje je Ry otpor vodi¢a kad njime protie izmjeni¢na struja frekvencije f, a
Ry kod istosmjerne struje. Taj omjer je olito neka funkcije debljine vodica i
dubine prodiranja (13) ili (15), pa se uobi¢ajilo promatrati funkcijsku vezu £ =

€(a/d), tj. vezu & = &(ar/muf/p). Grafiki je ta funkcija prikazana na sl.3.
Pomodu nje moZemo se npr. uvjeriti daje za bakreni vodi¢ specifi¢nog otpora

4.0_""l""|'"'|""|""|""|""
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Slika 3. Omjer R¢/ Ry kao funkcija a/9d.

1.72 x 107% Qcm i promjera 2 cm, omjer kod 400 Hz jednak priblizno 1.7. Odatle
se vidi da skin efekt kod debljih vodi¢a moZe biti znatan i pri relativno vrlo
niskim frekvencijama. Kod 50 Hz moZe se utjecaj skin efekta opaziti u bakrenim
ili aluminijskim vodi¢ima tek ako su oni deblji od 1 — 2cm. Ako je vodi¢ od
Zeljeza, s efektom se mora racunati i kod daleko manjih promjera. U radiotehnici
ili kod televizijskih uredaja (npr. antene) koriste se redovito vodi¢i na&injeni od
cijevi, jer je zbog skin efekta upotreba punih vodi¢a nepotrebna. Kod smanjivanja

ovi vodiéi su najcesce pozlaéeni.
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1.3 Mjerenje dubine prodiranja

Skin efekt moZe se demonstrirati ili izmjeriti na razli¢ite nadine. MoZe se npr.
propustati kroz vodi¢ visokofrekventna izmjeni¢na struja, te mjeriti njegov efek-
tivni otpor u ovisnosti o frekvenciji. Dubina prodiranja dobiva se tada uz pomo¢
relacije (16) i funkcijske veze £ = £(a/0) prikazane na sl.3.

Druga mogucnost je da se vodi¢ stavlja u magnetsko polje zavojnice kroz
koju proti¢e izmjeni¢a struja (kao na sl.2). Kod toga se opaZa da skin efekt u
vodi¢u uzrokuje promjenu u koeficijentu samoindukcije zavojnice. Ta promjena
moZe se mjeriti i povezati na neki nadin s dubinom prodiranja elektri¢nog polja u
vodi¢. Ovu metodu koristit ¢emo i u na3oj vjezbi, pa smo zato i naveli u proslom
poglavlju njenu teorijsku osnovu.

Prije samog opisa metode, potrebno je definirati jednu veli¢inu koja ¢e nam
znatno olak3ati daljnja razmatranja. To je tzv. ekvivalentna debljina skina. Ona
Ce postati shvatljivom ako se detaljnije promotri kako se zapravo mijenja ekspo-
nencijalni porast (14) gustole struje s frekvencijom. Kao 3to smo ve¢ konstati-
rali, povisuje li se frekvencija, gustoca struje oko centra vodi¢a pada. Kod visokih
frekvencija ukupna struja I kroz vodi¢ prolazi gotovo potpuno u tankom sloju
tik uz povrdinu. U ostalim dijelovima presjeka struje gotovo da i nema. Ovakav
profil struje sugerira nam da masivni cilindri¢ni vodi¢ shvatimo kao Suplji cilindar
sa zidom debljine d kroz koji proti¢e ukupna struja I i to homogeno, s gustocom
Jo- Velicina d naziva se tada ekvivalentnom debljinom skina. Ideja je ilustrirana
na sl.4. Na slici lijevo prikazana je prava, a desno zamisljena situacija. Dok iz

lijevog dijela slike slijedi da je ukupna struja I, prema desnoj slici:
I= 27r/ rj(r)dr = (2ad — d*)mjo. (17)
0

Ova formula bi ve¢ mogla posluZiti za definiciju ekvivalentne debljine skina d. No
kod visih frekvencija i debljih vodi¢a vrijedi sigurno d < a, pa se ekvivalentna

debljina skina reducira na jednostavniju definiciju:
I = 2majod. (18)

Buduéi da se rjeSavanjem integrala u izrazu (17) uz pomo¢ (14) za ukupnu struju

dobiva relacija

o 0 )
I =2majod [1 — —+ —exp (——)} . (19)
a a a
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Slika 4. Definicija ekvivalentne debljine skina pomoc¢u jednostavnije relacije.

Vidimo da je ekvivalentna debljina skina d povezana s dubinom prodiranja o

sl e (0] (20)

Ona se uz uvjet 0 < a pojednostavljuje i daje d ~ §. MoZemo, dakle,

pomocu formule

zakljuditi da se ekvivalentna debljina skina ponasa jednako kao i dubina prodiranja
i da se promatranjem te veli¢ine mogu shvatiti sve osnovne zakonitosti skin efekta.

Pogledajmo sada kakav utjecaj vrsi skin efekt u vodi¢u na koeficijent samo-
indukcije L zavojnice. Ako se radi o cilindri¢noj jednoslojnoj zavojnici duljine
x, polumjera r,, presjeka ¢, od N navoja, njen koeficijent samoindukcije je dan

izrazom: )
7(’/.LQN

L = (21)

x
u kojoj je o magnetska permeabilnost vakuuma (zraka). U naSem eksperimentu

neCe se mijenjati broj navoja i duljina zavojnice, pa moZemo pisati
L1 = CT? (22)

gdje je C konstanta. Protjece li zavojnicom izmjeniéna struja, a u nju se stavi u
cilindri¢ni vodi¢ polumjera a, primijetit ¢e se smanjivanje koeficijenta samoinduk-
cije zavojnice. Pojava je shvatljiva. Bududi da je zbog skin efekta unutrasnjost
vodiéa postala nedostupna za magnetsko polje zavojnice, smanjio se njen efek-

tivni presjek, $to zbog (21) uzrokuje i smanjivanje koeficijenta L;. Iz sl.5 moZe
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Slika 5. Efektivni presjek zavojnice.

se lako zakljuciti da je novi koeficijent samoindukcije L, dan formulom
Ly = Clr? = (a —d)’] (23)
Promjena koeficijenta samoindukcije dobiva se odbijanjem (23) od (22), $to daje
AL = C(a — d)* (24)

odnosno

VAL = C(a - d) (25)

(ovdje smo redefinirali konstanu C'). Mijeri li se sada na neki na¢in AL, a u
zavojnicu se stavljaju vodidi iz istog materijala, ali razli¢itog promjera a, dobiva se
ovisnost AL(a). Ekstrapolacijom u AL = 0 se onda moZe odrediti ekvivalentna

debljina skina.

1.4 Sklop za mjerenje - rezonantna frekvencija LC' R—kruga

Kao $to smo vidjeli u prethodnom poglavlju, debljinu skina na nekoj frekvenciji
mozZemo odrediti pomoéu promjene induktiviteta. Jedan od nacina da izmje-
rimo induktivitet jest da mijenjanjem kapaciteta C' u LC'R krugu postignemo
rezonanciju, tj. da postignemo da se imaginarne komponente poniste. Tada su
napon pobude i struja koja tete krugom u fazi, a pojava se lako moZe opaziti na

osciloskopu.
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U svrhu opaZanja traZene pojave, spojite u seriju zavojnicu, kondenzator, i
otpornik (99.5€2), te na zavojnicu prikljuéite jedan izvod, a na otpornik drugi
izvod izvora sinusoidalnog napona. S obzirom na Sirok raspon kapaciteta C' koji
nam trebaju, po potrebi paralelno kondenzatorskoj dekadi moZete spajati dodatne
kondenzatore.

Izvor sinusoidalnog signala postavite na oko 10V, ili viSe, te ga spojite na
X otklonski sklop osciloskopa. Pad napona sa otpornika dovedite na Y otklonski
sklop osciloskopa. Kada je uvjet rezonancije w?>LC = 1 zadovoljen, pad napona
na otporniku je u fazi s izvorom napona, i iste je amplitude, te se stoga na
osciloskopu dobiva pravac. Povetavajuéi osjetljivost na osciloskopu (minimalna
osjetljivost na osciloskopu neka bude 100 mV; u protivnom dolazi do izobli¢enja
signala), uvjet rezonancije se moZe vrlo to&no zadovoljiti. 1z poznate vrijednost

za C, dobiva se induktivitet: )

Ako sa Ly i Cy oznaimo vrijednost dobivene sa zavojnicom bez bakrene ili

(26)

mjedene Sipke, tada je
1 1 1
AL=Ly—L=—|——-——=]. 27
o-1=%(5-2) (27)

Na taj nadin moZemo izmjeriti traZzenu ovisnost AL o polumjeru Sipke a.
Pri mjerenju, obratite paznju na frekvenciju koja mora biti konstantna do na

sve Cetiri znamenke, te je po potrebi namjestajte.



