Poglavlje 5

Rang matrice

DEFINICIJA 5.1. Neka je A € M,,,,(F) i neka su Sy,...,S, € M,,1(F) stupci od A. Rang matrice
A definira se kao dim [{S1,...,S,}]. Oznaka r(A).

CINJENICE 5.2. 1. 7(A) < m,n. Ocito je r(A) < n, a r(A) < m jer je dim M, (F) = m.
2. Rije¢ima: Rang je broj linearno nezavisnih stupaca od A.

3. 7(A) =0 ako i samo ako je A =0. r(I,) =

1 -2 1
ZADATAK 5.1. Odredite rang matrice A= | 2 —4 0
—2 4 1
-2 1
RJESENJE Stupci matrice A su S; = 2 , Sy = |—4|, 53 = |0|. Odmah se vidi da je Sy = —25]
—2 4 1
i 57, S su linearno nezavisni. Dakle, r(A) = 2. O

Teorem 5.3. Broj linearno nezavisnih redaka od A € M,,,(F) jednak je broju linearno nezavisnih
stupaca, tj. “rang po retcima jednak je rangu po stupcima’.

ZADATAK 5.2. Utvrdite rang po retcima matrice A iz prethodnog zadatka.

RJESENJE Retci matrice A su Ry = [1 —2 1}, Ry = [2 —4 O], Ry = [—2 4 1}. Ocito su Ry i
R5 linearno nezavisni. Pretpostavimo da je R3 = aR; + fRy. Tada je

—2=a+28
4=—-2a—40
l=a«a
Rjesenje je =1, f = —2 pa je Ry = Ry — 3R,. Dakle, r(A) = 2. O
CINJENICE 5.4. 1. Primjenom elementarnih transformacija rang matrice se ne mijenja.

2. Kazemo da je matrica A € M,,,(F) ekvivalentna matrici B € M,,,(F) ako se A moze dobiti iz
B primjenom kona¢no mnogo elementarnih transformacija redaka i stupaca. Pisemo A ~ B.

3. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu M,,, (IF).

4. Za A, B € M,,,,(F), A ~ B povlaci da je r(A) = r(B).
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1 00 ... 0
01 0 0 0
5. Neka je r =0,1,...,min{m,n}. Matrica D, = |0 0 ... 1 0 ... 0] (r jedinica) zove se
00 ... 00 0
0 0 0 0 0

kanonska matrica tipa m x n ranga r. Na primjer, sve matrice D, € My3(FF) su

000 100 100
DO:(OOO)’ Dl:(000)7 D2:<010)'
6. Ako je A € M,,,(F), r(A) =r, onda je A ~ D, € M,,,(F).

7. Za A, B € M,,(F) je A ~ B ako i samo ako je r(A) = r(B).
ZADATAK 5.3. Odredite r(A) iz Zadatka 5.1 primjenom elementarnih transformacija.
RJESENJE

1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1 1 00 100
A=12 -4 0| ~1]0 0 =2~ 1|0 0 1|~ |0 0 1|~ |0 1 0| =D,
-2 4 1 0 0 3 0O 0 O 000 000
Dakle, r(A) = 2.
1 3 5 -1
ZADATAK 5.4. Odredite r(A) za A = g _11 :ili Z; .
7T 7 9 1
RJESENJE
"@ 3 5 _—1 1 3 5 -1 @ 3 5 —1 1 0 0 0
A_]2 -1 =3 4| _Jo () 13 6| |0 -7 138 6| |0 (1) -13 6
5) 1 -1 7 0 —14 —-26 12 0 0 0 0 0 O 0 0
77 9 1 0 —14 —26 8 0 0 0 —4 00 0 -4
[1 0 0 0
0100
~lo oo of ~P
000 1
Dakle, r(A) = 3.
DZ 5.1. Odredite r(A) za
[25 31 17 43
75 94 53 132
LA=175 94 54 134 T =3)
25 32 20 48

[47 —67 35 201 155
2. A= (26 98 23 —294 86| (r(A)=2)
16 —428 1 1284 52




2 2 -1 6 4
3.A=[4 4 1 10 13| (r(A) =3)
6 6 0 20 19
[ 1 1 2
-2 1 5
4. A=|3 4 9| (r(A)=3)
1 -1 -2
| 2 3 8
31 1 4
. . . A4 10 1
ZADATAK 5.5. U ovisnosti o A € R odredite r(A) za A = L7 17 3
2 2 4 3
RJESENJE
(3 (1) 1 4 3 1 1 4 3 1 1 4 5 (1) 0 B
g |A 4 1001 A—12 0 6 —15 A—-12. 0 6 —15 A0 0 0
“ 17 o173 —20 0 10 —25 40 (2 5 40 -2 5
2 2 4 3 -4 0 2 =5 -4 0 2 =5 0 0 0 O
(01 0 0 0100
A0 0 O A0 0O
Tla0 (25T oo1o0
00 0 0 0000
Dakle,
2, A=0
r(A) = )
3, AN#O
DZ 5.2. U ovisnosti o A € R odredite rang matrice
[1 A -1 2
1. A=12 -1 X 5| (r(A) =2za X\ =3, inace je r(A4) = 3),
1 10 =6 1
5 -3 2 4 3
4 -2 3 7 1 U _
2. B= S 6 —1 -5 9 (r(A) =2 za A =0, inace je r(A) = 3),
7 =3 7 17 A
(2 5 1 3 2
4 6 3 5 4
3. C = 41417 4 (r(A) = 3 za sve \).
2 -3 3 A7
ZADATAK 5.6. Neka su dani vektori ay, ..., ax, b € F". Dokazite da je b jednak linearnoj kombinaciji
vektora aq, ..., a; ako i samo ako je

T([al as ... Qg b}):r([al as ... ak]).
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RJESENJE
Neka je b jednak linearnoj kombinaciji vektora ai,...,ar. Tada je b € [{ay,...,ar}] pa je

sigurno [{a,...,ax}] = [{a1, ..., a, b}]. Zaista, uvijek je [{a1,...,ar}] < [{ai,...,ax, b}], dok
obratna inkluzija slijedi iz

k k
x € [{a,...,a, b} = 2= Zaiai—kﬁb, za b= Z)‘iai
i=1 i=1

k k k
— Z Q;a; + BZ Aia; = Z (i + BNi) a;
i=1 i=1 i=1
=T c [{al,...,ak}].
Vektore aq,...,a;r € F" mozemo shvatiti kao stupce pa dobivamo matrice [al as ... ak],
[al as ... Q b]. Njihovi rangovi su po definiciji
r([ar az ... ap]) =dim[{ay,..., @} =dim[{ar,..., a5, b} =7 ([a1 a2 ... a b]).

Neka je r ([al as ... @k}) =r ([al as ... ag bD Tada je i dim [{aq,...,ax}] =

dim [{aq,...,ax,b}]. Iz toga i ¢injenice da je [{ai,...,ax}] < [{a1,...,ar, b}], slijedi da je

Hai,...,ax}] = [{a1, ..., ax, b}]. Specijalno je b € [{as,...,a;}]|, odnosno b je linearna kombi-

nacija vektora aq, ..., ag.

ZADATAK 5.7. Provjerite jesu li vektori a; = (5,4,3), as = (3,3,2), az = (8, 1, 3) linearno nezavisni.

RJESENJE Vektori ay, as, ag su linearno nezavisni ako i samo ako je dim [{a1, as, a3 }] = 3. Pogledajmo

matricu A = [a? al aﬂ 1 odredimo njen rang.

5 3 8 —27 =21 0 0 0 0 0O 0 0 000
A=143 M|~ 4+ 3 I~|LF 0 1|~|L2 0 @W|~1001
3 2 3 -9 0 -9 =70 -9 0 010
Dakle, r(A) = 2 pa su ay, as, ag linearno zavisni.
ZADATAK 5.8. U R® zadani su potprostori M i N razapeti vektorima M = [{ai,as,a3}], ay =

(1,0,2,4,7), a9 — (—4,2,8,1,1), as = (1,1,0,0,9), N = [{bl,bz,bg}], b1 = (2,2,—1,4,9), bg =
(4,—-4,12,1,6), bg = (1,4,1,5, —5). Odredite dim M, dim N, dim(M + N), dim(M N N).

RJESENJE Primijetimo da je dim M jednaka broju linearno nezavisnih vektora medu vektorima
ai,as,as, a dim N je jednaka broju linearno nezavisnih vektora medu vektorima by, by, bs. Te vektore
mozemo shvatiti kao stupce nekih matrica pa su rangovi tih matrica jednaki dimenzijama odgovara-
jucih prostora.

(1) -4 1 1 —4 1 1 -6 0 1 —6 0 100
0 2 1 0 2 (1) 0 2 1 0 2 1 00 1
M:=|2 8 0{~|0 16 2|~ |0 20 0/~ [0 (1) 0|~ |0 10
4 1 0 0 17 —4 0 25 0 0 25 0 00 0
719 0 29 2 0 25 0 0 25 0 00 0



pa je r(M') = 3, tj. dim M = 3.

2 4 (1)
2 —4 4
N=|-1 12 1
4 1 5
9 6 -5

pa je r(N') =3, tj. dim N = 3.

M + N = [{ay, as, az, b1, ba, b3 }] pa gledamo matricu

(1) 41 2 4 1

0 2 1 2 —4 4
X=|2 8 0 -1 12 1
4 1 0 4 1 5

7 1 9 9 6 -5
(1) -6 0 0 8
0 42 (1) 0 -12
~lo 20 o () 4
0 105 0 0 —47

0 —155 0 0 22
100 0 0 0]
010 0 0 0
_loo1 0o 0 o0
000 —47 45
000 0 —25 4]

2 4 1 s
—60 3 10 0
~|_3 § o|~|-F 00
6 —19 0 * 00
(19 26 0 * 00
1 -4 1 2 4 1
0 2 (1) 2 -4 4
0 16 —2 -5 4 —1|~
0 17 —4 —4 —15 1
0 29 2 -5 —22 —12
-3 1 0 00 O 0
18 O 0 10 0 0
- l~l0 0 01 0 o0
15 0 105 0 0 —47 45
83 0 —155 0 0 22 —83
1000 0 0 100
0100 0 0 010
0010 0 0l~]001
0001 0 0 000
0000 —9 4 000

Dakle, 7(X) =5 pa je dim M + N = 5. Kona¢no je
dim(M A N) = dim M + dim N — dim(M + N) =3 +3 -5 = 1.

Y

SO = O OO

SO = OO

o O O O

_— o O O O

o O o= O

S OO OO

oo o = O

o O O = O

1
0
0
0
0
0 8 -3
2 -4 4
@ 4
1 -31 17
—9 —14 —20
0 0 0 07
0O 0 0 0
1 0 0 0
0—47 45
0 —155 22 —83]
O

ZADATAK 5.9. Za koje je skalare A € R vektor b = (7, —2,\) linearna kombinacija vektora a; =

(2,3, 5), a9 = (3, 7, 8), as =

(1,—6,1)7?

RJESENJE Zadatak 5.6 kaze da je b linearna kombinacija vektora ai,as,as ako i samo ako je
r [al as as b] =r [al ao ag]. Odredimo najprije r [al as ag].

2 3 (1)
37 —6
5 8

A

paje r(A) = 2.

SN

O = O 00w

2 31
~ 13 5 0f ~
35 0

2 3
~ |3 @
3 5

S W N
S Ot W
o O =

1
0
0

o O O

O Wul=

—_

ot

O O =

—
—

00w

A—15
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Ocito je r(A) = 2 ako i samo ako je A = 15.

ZADATAK 5.10. Neka je A € M,,,(F), A # 0, proizvoljna fiksna matrica. Definiramo preslikavanje
¢:R =R, p(t) =r(tA). Dokazite da ¢ nije neprekidno preslikavanje.

RJIESENJE Zat =0 je ¢(tA) = ¢(0) = 0.

Neka je t # 0. Tada je tA # 0 pa je r(tA) > 1 (zapravo je r(tA) = r(A)). Stoga ¢ ima prekid u
t=0.

DZ 5.3. Ispitajte linearnu nezavisnost vektora b; = (1,0,0,2,5), by = (0,1,0,3,4), bg = (0,0,1,4,7),
by = (2,—3,4,11,1).

DZ 5.4. Za koje je skalare A € R vektor b = (5,9, \) linearna kombinacija vektora a; = (4,4, 3),
as = (7,2,1), a3 = (4,1,6)? (rj: A € R)

DZ 5.5. Za koje je skalare A\ € R vektor b = (), 2,5) linearna kombinacija vektora a; = (3,2,6),
as = (7,3,9), az = (5,1,3)? (rj: takav A\ ne postoji)
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