MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 1. (12 bodova) Neka je dan niz

Sa, — 6
aq :4, nt+1 = " s n € N.
an

Ispitajte konvergira li niz (a,) i ako da, odredite mu limes.

Rjesenje. Pretpostavimo da niz konvergira i oznac¢imo limes sa L. Vrijedi

_5L—6
L

L* ~5L+6=0
(L—2)(L—-3)=0

L

Dakle L = 2 1ili 3.
Pokazimo indukcijom da je niz omeden odozdo s 3. Za n = 1 imamo a; = 4 > 3. Neka jen € N
proizvoljan. Pretpostavimo a, > 3. Imamo
da, —6 6
2523

n a?’L

Apy1 =

Pokazimo indukcijom da je niz padajudi.
5a, — 6
an
a2 —5a,+6>0>0
<~ (a, — 2)(a, — 3) > 0.

ant1 < a, < > Gy,

Dakle niz je konvergentan i limes mu je 3.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 2.

(a) (8 bodova) Odredite limes:
2n
.1 4
Jom 5 2k

(b) (4 boda) Neka je (an), niz takav da za sve n > 2 vrijedi da postoji k € [§,n) takav da je a, = .
Dokazite da je lim,,_o a, = 0.

Rjesenge.
a) Oznacimo li a, = S b, = n®, vrijedi da je b,, rastu¢ i b, — oo za n — oo pa su uvjeti Cesaro
k=n J J J
-Stolzovog teorema zadovoljeni i limes je jednak sljede¢em limesu, ako on postoji:

po G @ (e D @n 2t - (b D) B3It ep(n) 31 EBE 31

n—00 bn—i—l — bn n—00 (n —+ 1)5 —nd o n—oo Hnd + q3(n) N n—oo § &f) ?

gdje smo sa ps i ¢3 oznacili neke polinome, ¢iji koeficijenti nisu bitni buduéi da izrazi % ik ;(4" )
svakako konvergiraju u 0. Dakle, trazeni limes jednak je %

b) 1. nacin Dokazimo indukcijom po n da za sve m € Ny i n € [2™,2mF1) vrijedi |a,| < lal -~ Tyrdnja
(b) jom p , j j

\
. .. . 2m
ocito vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve strogo manje od n za neki i dokazimo da onda vrijedi
izan.

Zapisimo n = 2!+ s zanekil € Ny i s < 2! (postojanje takvog rastava slijedi iz binarnog zapisa broja).
Tada je [2,n) C 2771, n) paza k € [2,n), vrijedi k € [271,2)) ili k € [2/,2' + s).

U prvom slucaju je po pretpostavci indukcije

1 1 |CL1| |CL1‘
‘an| = iyak’ < 521_1 = ol
dok u drugom slucaju po pretpostavci indukcije vrijedi
1 1 ’CL1| |CL1‘
= <2020
anl = Slad < 550 <

pa je korak indukcije proveden u oba slucaja.

2. nacin Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi, tj. da postoji neki podniz a,, takav da je |a,,| > €.
Neka je N proizvoljan i velik. Kako ny — oo, to je ny > 2V za neki k. Kako je |a,,| > ¢, slijedi da
postoji broj my € [% > ny — 1] C 2V ny — 1] takav da je |ay,| > 2e. Na isti nacin zaklju¢ujemo
da postoji broj my € [2V72 n; — 2] takav da je |a,,|. Nakon nekih ¢ koraka, gdje je t € [N, ny],
dolazimo do zakljucka da je |a;| > 2% > 2V¢ pa uzimajuéi N dovoljno velik dobivamo kontradikciju
sa ¢injenicom da je a; neki fiksan realan broj.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(8 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

(4 bodova) Neka je f : (a — e, b+ ) — R neprekidna funkcija u svim tockama (gdje je € > 0
unaprijed zadan) te neka vrijedi f(a) < f(b). Dokazite da postoje ¢, d € [a,b] takvi da f(c) = f(a),
f(d) = f(b) te da

c<zr<d = f(c) < f(z) < f(d).

Rjesenge.

(a)

Prvo, razmotrimo infimum skupa A. Za svaki k € N vrijedi

i n+ k?

im ——— =

n—oo 2" 4+ k2 4+ 1

Buduéi da su n i k prirodni brojevi, izraz nikada neée biti negativan. Stoga, mozemo zakljuciti da

je inf A = 0. Sada ¢emo razmotriti supremum skupa A. Kada je k vrlo velik, a n fiksan, izraz tezi
prema 1. To znaci da ¢e za dovoljno velike vrijednosti £, izraz

n+ k?
2"+ k2 +1
biti blizu 1. Da bismo pokazali da je 1 stvarno gornja granica, uo¢imo da za sve n € N, vrijedi da je

2" 4+ 1 > n. To znaci da je
2"+ K+ 1>n+ k%
Stoga, imamo
n 4+ k2 n + k2
2+ k241 = n + k?
Ovo pokazuje da je 1 gornja granica za izraze u skupu A. Zaklju¢ujemo da je sup A = 1.

=1.

Promotrimo skup
A= {z € lab]: f(z) < f(a)}.

Uoc¢imo da je A # ) jer je a € A te da je b gornja ograda za taj skup. Oznacimo ¢ := sup A. Zbog
neprekidnosti funkcije f u tocki ¢, mozemo zakljuciti da je f(c) = f(a). Naime, kada bismo imali
f(c) > f(a), postojao bi § > 0 takav da

r€(c—0,c+9d) = f(x) > f(a).

S druge strane, iz definicije supremuma, imamo da postoji y € A takav da

5<
c— = .
9 Y



Medutim, to je sada kontradikcija jer za takav y imamo da f(y) < f(a) (jer je y € A), a s druge
strane prema prethodnoj implikaciji imamo da f(y) > f(a). Sli¢no, kada bismo imali f(c) < f(a),
iz neprekidnosti bismo imali da postoji 4 > 0 takav da

r€(c—0,c+9) = f(x) < f(a).

Sada, ako uzmemo y = ¢+ 6/2, tada je f(y) < f(a), Sto implicira da je y € A. To je kontradikcija s
¢injenicom da je ¢ = sup A. Dakle, mora vrijediti f(c) = f(a). Analognom analizom skupa

B:={xela,b]: f(z) = fa)}

mozemo zakljuciti da za d := inf(B) vrijedi f(d) = f(b). Sada, ako uzmemo ¢ < x < d, imamo da
x ¢ Atex ¢ B, pazakljutujemo f(c) < f(x) < f(d).



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sije¢nja 2024.

Zadatak 4.
(a) (8 bodova) Odredite

sin(z)

lim z(e =

T—00

_]_)

(b) (4 boda) Neka je « > 01 f : R — R funkcija takva da za sve x € R vrijedi |f(x) — z| < |z|Te.
Dokazite da postoji sljedeéi limes i odredite ga
of(@) _ 1
lim
x—0 x
(c¢) (2 boda) Nadite primjer neprekidne funkcije f : R — R koja zadovoljava |f(z) — x| < |z| za sve
x € R, ali za koju limes iz prethodnog podzadatka ne postoji.

Rjesenge.

(a) Vrijedi 0 < |Sinm(x)\ < ﬁ pa po teoremu o sendvicu #2% — (. Prema tome, izraz je jednak

sin

sin(x)e = —1

etT_l = 1 i teorem o limesu produkta

Po teoremu o sendvicu vrijedi S22 — 0, pa koristedi limes

zakljuéujemo da je trazeni limes jednak 0 -1 = 0.
(b) Po uvjetu zadatka iz nejednakosti trokuta zaklju¢ujemo:
0 < [f(2)] < [f(2) = | + |of < |27 + 2]
pa iz teorema o sendvicu slijedi lim,_,o f(x) = 0. Koristeci lim;_,o etT’l =1 slijedi

of(x) _q f@)n2 _ 4
im 2~ —lmm2S " =2

z=0  f(x) 20 f(z)In2

Prema tome, da pokazemo da limes postoji, po propoziciji o limesu produkta, dovoljno je dokazati da
postoji limes

lim _f(x) ,

z—0 2
ali po uvjetu vrijedi

/()

og‘——l‘sma
xr

pa koristeci teorem o sendvicu zaklju¢ujemo da je trazeni limes jednak jedan. Konacno, zakljuc¢ujemo
da je trazeni limes jednak

of(x) _ 1 of(@) _ 1
lim ——— = lim . f(z)

=1In2
z—0 xT z—0 f(.%‘) xz .




(c¢) Uvjet zadatka ekvivalentan je s:
x

pa je dovoljno odabrati da izraz unutar apsolutne vrijednosti bude omedena funkcija koja je neprekidna
na R\ {0} i koja nema limes u 0. U toc¢ki 0 stavit ¢emo bilo 8to. Definiramo na primjer

lz) = {Qm, x>0

0, =z<0

Funkcija je neprekidna na R\ {0} jer su konstantna i linearna funkcija neprekidne, dok iz
0 <[f(z)] <2z

i teorema o sendvicu slijedi neprekidnost u 0. Trazena nejednakost u zadatku takoder ocito slijedi iz
definicije funkcije:
20 —z| <|z|] 1 [0—2z|<]|z|

S druge strane, izraz

0, <0

f(@) {2, z>0

oc¢ito nema limes u 0 jer su limesi s lijeva i s desna razli¢iti. Prema tome, kao u prethodnom dijelu
vrijedi
of(x) _ 1 of@) 1
lim —— =2In2#0= lim ——

z—0+ x r—0~ x
Napomena. Ukoliko zelimo pokazati da ne postoje ¢ak ni jednostrani limesi, definiramo

L .CE—{—QSSHI(%), x#0
o= {7

Tada je f neprekidna na R\ {0} zbog toga Sto je kompozicija neprekidnih funkcija. Za neprekidnost
tocki 0 za x # 0 rac¢unamo:

£@) ~ F0)] = |o -+ wsin(2)] < 2la]

pa po teoremu o sendvicu vrijedi da je funkcija neprekidna u 0. S druge strane, izraz

@:Hsm(i)

nema limes bududéi da za nizove x,, = ﬁ iy, = ﬁ koji konvergiraju u 0 s pozitivne strane
2 3 nm
vrijedi
tim 2% 1 4 (T 4 20m) = Tim 2= 2
n—oo T 2 n—o00
n .3 _
lim Jlwn) = 1+sm(—7r—|—2n77) =lim 0=0
n—oo €T 2 n—oo



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 1. (12 bodova) Neka je dan niz

6b, — 8

b n € N.

b1 - 5, bn+1 -

Ispitajte konvergira li niz (b,) i ako da, odredite mu limes.

Rjesenje. Pretpostavimo da niz konvergira i ozna¢imo limes sa L. Vrijedi
6L —8
L=
L
L* —6L+8=0
(L—=2)(L—4)=0

Dakle L = 2 ili 4.
Pokazimo indukcijom da je niz omeden odozdo s 4. Za n = 1 imamo by = 5 > 4. Neka jen € N

proizvoljan. Pretpostavimo b,, > 4. Imamo

6b, — 8 6
bpi1 = =5—-——>4.
+1 b b >

Pokazimo indukcijom da je niz padajudi.

60, — 8
>b,
b,
> b, —6b, +8>0
< (b, — 2)(b, — 4) > 0.

bpy1 < b, =

Dakle niz je konvergentan i limes mu je 4.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 2.

(a) (8 bodova) Odredite limes:
2n
1 5
Ji 5 2k

(b) (4 bodova) Neka je (b,), niz takav da za sve n > 2 vrijedi da postoji k € [§,n) takav da je b, = B
Dokazite da je lim,, . b, O

Rjesenge.
(a) Ozna¢imo li a, = Zzn k® i b, = nS, vrijedi da je b, rastué¢ i b, — oo za n — oo pa su uvjeti Cesaro

-Stolzovog teorema zadovoljeni i limes je jednak sljede¢em limesu, ako on postoji:

R . 2n+1)P+(2n+2)° - (n+1)° . 63n° + pyu(n) 634 g
lim ——— = lim 6 6 = lim R N = lim —?n) = —
n—o0 bn-l—l — bn n—o0 (n —+ ]_) —-n n—oo 6M° + q4(n) n—oo G 4 ‘147 2

gdje smo sa ps i ¢4 oznadili neke polinome, ¢iji koeficijenti nisu bitni buduéi da izrazi Z ‘;L(? )

svakako konvergiraju u 0. Dakle, trazeni limes jednak je % 21

(b) 1. naéin Dokazimo indukcijom po n da za sve m € Ny i n € [3™,3™!) vrijedi |a,| < ““‘

ocito vrijedi za n = 1.

. Tvrdnja

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve strogo manje od n za neki i dokazimo da onda vrijedi
1zan.

Zapisimo n = 3! + s za neki | € Ny i s < 2-3! (postojanje takvog rastava slijedi iz zapisa broja u bazi
3). Tada je [2,n) C [3',n) paza k € [%,n), vrijedi k € [371,3) ili k € [3',3' +s).

U prvom slucaju je po pretpostavci indukcije

dok u drugom slucaju po pretpostavci indukcije vrijedi

<1 |a1| lai]

pa je korak indukcije proveden u oba slucaja.

2. nacin analogan je kao i u prvoj grupi uz modifikacije kao u 1. na¢inu za ovu grupu.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 3.

(a)

(b)

(8 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

n? + k*
=< —:n,k )
{3”+k4+2 n, EN}
(4 boda) Neka je f: (a —e, b+¢) — R neprekidna funkcija u svim tockama (gdje je € > 0 unaprijed
zadan) te neka vrijedi f(a) > f(b). Dokazite da postoje ¢,d € [a, b] takvida f(c) = f(a), f(d) = f(b)
te da
c<z<d = f(c)> f(x)> f(d).

Rjesenge.

(a)

Prvo, razmotrimo infimum skupa A. Za svaki k € N vrijedi

y n*+ k*

im ——— =

n—oo 3" + k4 + 2

Buduéi da su n i k prirodni brojevi, izraz nikada neée biti negativan. Stoga, mozemo zakljuciti da

je inf A = 0. Sada ¢emo razmotriti supremum skupa A. Kada je k vrlo velik, a n fiksan, izraz tezi
prema 1. To znaci da ¢e za dovoljno velike vrijednosti £, izraz

n? + k*
3n 4kt +2
biti blizu 1. Da bismo pokazali da je 1 stvarno gornja granica, uo¢imo da za sve n € N, vrijedi da je
3" +2 > n% To znadi da je
3"+ K +2>n? + kY
Stoga, imamo
n? 4+ k4 - n? 4+ k4
3+ kr+2  n?24+ Kt
Ovo pokazuje da je 1 gornja granica za izraze u skupu A. Zaklju¢ujemo da je sup A = 1.

=1.

Promotrimo skup
A= {w € lab]: f(z) = f(a)}.

Uoc¢imo da je A # ) jer je a € A te da je b gornja ograda za taj skup. Oznacimo ¢ := sup A. Zbog
neprekidnosti funkcije f u tocki ¢, mozemo zakljuciti da je f(c) = f(a). Naime, kada bismo imali
f(c) < f(a), postojao bi § > 0 takav da

r€(c—0,c+9d) = f(x) < f(a).

S druge strane, iz definicije supremuma, imamo da postoji y € A takav da

5<
c— = .
9 Y



Medutim, to je sada kontradikcija jer za takav y imamo da f(y) > f(a) (jer je y € A), a s druge
strane prema prethodnoj implikaciji imamo da f(y) < f(a). Sli¢no, kada bismo imali f(c) > f(a),
iz neprekidnosti bismo imali da postoji 4 > 0 takav da

r€(c—0,c+9d) = f(x) > f(a).

Sada, ako uzmemo y = ¢+ 6/2, tada je f(y) > f(a), Sto implicira da je y € A. To je kontradikcija s
¢injenicom da je ¢ = sup A. Dakle, mora vrijediti f(c) = f(a). Analognom analizom skupa

B:={zela,b]: f(z) < fa)}

mozemo zakljuciti da za d := inf(B) vrijedi f(d) = f(b). Sada, ako uzmemo ¢ < x < d, imamo da
x ¢ Atex ¢ B, pazakljutujemo f(c) > f(x) > f(d).



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 29. sijecnja 2024.

Zadatak 4.
(a) (8 bodova) Odredite

sin(z)

lim (e =

T—00

—1)

(b) (4 boda) Neka je « > 0i f : R — R funkcija takva da za sve x € R vrijedi |f(x) — z| < |zt
Dokazite da postoji sljedeci limes i odredite ga
3@ _ 1

lim
x—0 X

(¢) (2 boda) Nadite primjer neprekidne funkcije f : R — R koja zadovoljava |f(z) — x| < |z| za sve
x € R, ali za koju limes iz prethodnog podzadatka ne postoji.

Rjesenge.
(a) Kao u prvoj grupi.
(b) Kao u prvoj grupi, samo se koristi da je lim;_,o 3t7’1 =1In3

(c¢) Kao u prvoj grupi.



	GRUPA A
	Zadatak 1
	Zadatak 2
	Zadatak 3
	Zadatak 4

	GRUPA B
	Zadatak 1
	Zadatak 2
	Zadatak 3
	Zadatak 4


