MATEMATICKA ANALIZA 2
Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 1. (10 bodova) Neka je dana funkcija f : (—3,+00) = R sa

In(2 1

Odredite f(Y(0).

Rjesenje. Za n > 10 imamo
(1 + 1) f() = 2z +1) /)

(Z) (210 ®) =) () 4 ) () = 2((22 + 1)"H) Y = (=1)" L (n — 1)!(22 + 1) 2" Jz =0
k=0

(176) 101 £=100) + F™(0) = (—=1)"H(n — 1)12"

F(0) = (—1)" Y(n — 1)12" — ({6) 101 f"19(0) /=11

FOD(0) = 1012" — 111£7(0) = 102" — 111 -2
fAV(0) = 101(2M — 22).



MATEMATICKA ANALIZA 2
Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 2.
a) (10 bodova) Za a € R, dana je funkcija g : (—%,75) — R sa

log3(1+sinx) = <_£ E>\{0}
9() :{ i o

Postoji li o € R takav da je g derivabilna u 07

b) (5 bodova) Neka je b € R i h: (b,+00) — R dva puta derivabilna, A”(z) > 0 za svaki x € (b, +-00),
te je lim, . h(x) = 0. Dokazite da h nema nultocku.

Rjesenge.

a) Neprekidnost je nuzna:

a = lim = = lim . COST = ——.
2—0 x 2=0 (1 +sinz)In3 In3

0

log4(1 + sinx) {O} , 1

Provjerimo dervabilnost:

logs(1+sin z) 1 . /
. gy(tding _ L _ [9} i <log3(1 —|—Slnl‘))
z—0 xT z—0 xT
i (—(1+sinlx) 5 cos x)x — logz(1 + sin ) o
—:c—>0 LU2 o 0
~lim ((1+sciisf) m3)' T+ ((1+sci(r)18;) m3) — ((1+sciisf) w3)
o z—0 2x
Y 1 —sinz(l +sinx) — coszcosx
= lim
20 21n 3 (14 sinx)?
-1
“2In3’

b) Funkcija A’ je strogo rastuca i neprekidna.

i) Ako 0 ¢ h/((b,+0o0)), onda je K’ > 0 ili K’ < 0, pa je h strogo monotona.
Pretpostavimo da A ima nulto¢ku xg. Neka je z > x1 > xo. Sada je |h(x)| > |h(x1)| > 0. Dakle
ne vrijedi lim,_, - h(x) = 0. Kontradikcija.

ii) Neka je h'(x¢) = 0. Tada je h strogo rastuca na (xg,+o00). Za n € N definiramo z,, = x¢ + n.
Iz stroge konveksnosti imamo h(z,) < (h(z,—1) + h(zn41))/2. Slijedi

WMzpi1) — h(zn) > h(xy) — h(xp—1) > ... > h(xs) — h(x1) > 0,

n

W) = h(ar) = ) [A(@inn) = hiz)] > n(h(ez) = h(z1)).

=1

Slijedi lim,, h(z,41) = 400, pa ne vrijedi lim,_,, ., h(z) = 0. Kontradikcija.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 3. (10+5 bodova)

(a) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti
i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

te skicirajte njen graf.

(b) U kojim tockama njene prirodne domene ne postoje prva i druga derivacija? Geometrijski interpre-
tirajte tu ¢injenicu.

Rjesenge.
(a) Domena funkcije je R\{—1}, a nultocka tocka xy = 0.
Kandidat za vertikalnu asimptotu je x = —1. Provjerimo:
W

im =
zo—1+x + 1
3

1 - (+00) = 400,

xr2

im =1:(—00) = —o0,
z——1-x+1
pa je pravac x = —1 zaista vertikalna asimptota (obostrana).
Provjerimo ima li funkcija kosu asimptotu:
o fle) Va? @
lim —= = lim ——— = lim =
r—+oco I z—+o0 ;L’(Qj —+ 1) z—too T + 1
32
T 1 1
lim = lim =0.

z—doo x + 1 x—)j:oox%+x%2 400

Dakle, pravac y = 0 je horizontalna asimptota, nema kosih asimptota.

Izracunajmo derivaciju:
2—w
! = 5 e~ a9 Oa _1a
pa funkcija raste na intervalu [0,2], a pada na (—oo, —1), (—1,0] i [2,400). Funkcija ima lokalni
minimum u toc¢ki = 0 i iznosi f(0) = 0, a lokalni maksimum u to¢ki = = 2 i iznosi f(2) = 3\/71.

Uoc¢imo da ne postoji prva derivacija u tocki x = 0, no to nece smetati za odredivanje intervala rasta
i pada.

Druga derivacija:
2 22 —-8zr—1

fl/ r)=- —-—

(@) 9 Vat(r+1)>

Oznac¢imo njene nultocke s 1 = 2 — %ﬁ ixy =2+ %ﬁ Tada je funkcija konveksna na intervalu
(—1,241] i na [zq,4+00), a konkavna na (—oo, —1), [x1,0] i na [0, 23] te ima dvije tocke infleksije x; i

Za.

(b) U tocki z = 0, jer u toj tocki funkcija nema jedinstvenu tangentu.



MATEMATICKA ANALIZA 2
Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 4. (3+3 boda) Na krivulju
22° + 3y =8

je povucena tangenta u tocki koja se nalazi u prvom kvadrantu (njene z i y koordinate su pozitivne).
Odredite duljinu najkrace duzine koja se dobije uzimajuéi sjecista te tangente s koordinatnim osima.

Rjesenje. Oznaimo tocku na elipsi u kojoj je povucena tangenta s T'(xg,yo). Implicitnim deriviranjem
dobijemo
dr+6yy =0 =y (z)=—-.

pa je jednadzba tangente kroz T jednaka

Neka su A(z4,0) i B(0,yp) tocke na = i y—osi u kojima tangenta sijece te osi, redom. Tada tocke A i B
zadovoljavaju jednadzbu tangente pa je

o 2oy’ (T0) — Yo -
Tp=—— " = —
y'(wo) Zo
y 7oy (30) + o = —
B = —ZoY (Zo 0= 5
3Yo
TraZzena duljina |AB| = d(A, B) = /2% + y% = 16 <I—12 + ﬁ). Koristedi yg = 8_§$g, napisat ¢emo
0 0
funkciju d kao funkciju po varijabli zq pa je to funkcija d : (0,2) — R™, a buduéi da se minimum funkcije
d(x) postize u istoj tocki kao i funkcije d(x) = d(f’gQ, dovoljno je pronaci tocku u kojoj funkcija d postize
minimalnu vrijednost na intervali (0,2). Imamo da je
: 1 4 12 — 2

d(zg) = — 4 —2 = —— 10
() =2 T 5 = 32 —u))

Uoc¢imo da to znaci da je ovaj problem ekvivalentan trazenju minimuma funkcije

dg(t) = m, =T .

Funkcija dy je derivabilna na (0,4) pa je kandidat za tocku u kojoj postize minimum stacionarna tocka.

Rac¢unamo:
—(t? — 24t + 48)

(1) = 3t2(4 — 1)2

¢ija stacionarne tocke su t;o = 12 + 44/6, a stacionarna tocka koja upada u interval (0,4) je 12 — 41/6.
Kako je tocka zy > 0, slijedi da je tocka u kojoj zadana funkcija postize minimum jednaka \/12 — 41/6 =

23 — /6.



MATEMATICKA ANALIZA 2
Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 1. (10 bodova) Neka je dana funkcija u : (—3,4+00) = R sa

In(5z + 1)
ule) = =

Odredite u1?(0).

Rjesenje. Za n > 11 imamo

(2™ + Du(z) =In(x+1) / (n)

k

Y (n) ('Y By =P (2) 4 ™ (2) = 5((5z + 1)"H "D = (=1)" Y (n — 1)!(5z + 1)7"5" Jr =0

(ﬁ) 111 (0) + u™(0) = (=1)" ' (n — 1)!5"

u™(0) = (—=1)" " Y(n — 1)!I5" — <1”1) 11w 10) /o =12

u?(0) = —1115% — 124/ (0) = —1115"2 — 12! -5
u1?(0) = —111(5" 4 60).



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 2.
a) (10 bodova) Za 3 € R, dana je funkcija v : (=5,5) — R sa

{w re (=%,5)\ {0},

v(z) =

B, x = 0.
Postoji li f € R takav da je v derivabilna u 07

b) (5 bodova) Neka je ¢ € Rir: (¢,+00) — R dva puta derivabilna, r”(z) < 0 za svaki z € (¢, +00),
te je lim,_, o r(x) = 0. Dokazite da r nema nultocku.

Rjesengje.

a) Neprekidnost je nuzna:

pu— l.
£ = lim 0

z—0 €T

log,(1+tgx) [0] . 1 1
- x1—>n%(1—|—tgx)ln70082x_ln7’

Provjerimo dervabilnost:

hm%%@—ﬁzpyﬂm@mummy
z—0 T 0 z—0 T
lim (e sz )@ — logz (1 + tg ) _ [9]
z—0 172 0
—1 ( (1+tg1x) In7 cos? :z:) T+ (1+tg z)In7 cos12 Tz (1+tg1m) In7 00312 x
z—0 2x
i —1 —H=cos’x + (1 + tgx)2cos x(—sinx)
~2502In7 (14 tgx)?costx
-1
- 2InT7’

b) Funkcija r’ je strogo padajuca i neprekidna.

i) Ako 0 ¢ r'((c,+00)), onda je ' > 0 ili " < 0, pa je r strogo monotona.
Pretpostavimo da r ima nultocku zy. Neka je x > z1 > x(. Sada je |r(z)| > |r(x1)| > 0. Dakle,
ne vrijedi lim,_, - r(x) = 0. Kontradikcija.

ii) Neka je r'(z9) = 0. Tada je r strogo padajuca na (xg,+00). Za n € N definiramo z,, = xy + n.
Iz stroge konkavnosti imamo r(x,) > (r(x,—1) + r(2,41))/2. Slijedi

r(Tpa1) —7(x,) < r(mn) —1(zp_1) < ... <r(w2) —1r(21) <0,

7(Tny1) — (1) Z 7(Tiv1) (z:)] < n(r(xz) —r(z1)).

=1

Slijedi lim,, 7(z,11) = —o0, pa ne vrijedi lim,_, ., 7(z) = 0. Kontradikcija.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 3. (10+5 bodova)

(a) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme, intervale konveksnosti
i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

flz) = Vi = 2F S;__f)z

te skicirajte njen graf.

(b) U kojim to¢kama njene prirodne domene ne postoje prva i druga derivacija? Geometrijski interpre-
tirajte tu ¢injenicu.

Rjesengje.
(a) Domena funkcije je R\{1}, a nultoc¢ka tocka xy = 2.

Kandidat za vertikalnu asimptotu je x = 1. Provjerimo:

3 _22
lim &:1-(4—00):%—00,
z—1+ r—1

3 _22
lim (z )—1(00): 00,
r—1— J,‘—l

pa je pravac x = 1 zaista vertikalna asimptota (obostrana).

Provjerimo ima li funkcija kosu asimptotu:

S (x— 2)2 1-2)5 1
lim L: li (1 x>2:= =0.
T—F00 x—1 r—300 r3 — 13 400

Dakle, pravac y = 0 je horizontalna asimptota, nema kosih asimptota.

[zracunajmo derivaciju:
4—x

S = = e

pa funkcija raste na intervalu [2,4], a pada na (—oo,1), (1,2] i [4,400). Funkcija ima lokalni

r#1,2,

minimum u to¢ki z = 2 i iznosi f(2) = 0, a lokalni maksimum u tocki z = 4 i iznosi f(4) = 3‘/71.

Uoc¢imo da ne postoji prva derivacija u toc¢ki x = 2, no to nece smetati za odredivanje intervala rasta
i pada.

Druga derivacija:

f,,(x):g_ t2x2—16:ﬁ—|—23 |
9 Y2z — 1)

Oznac¢imo njene nultocke s 1 = 4 — %ﬁ iz, =4+ 37\@ Tada je funkcija konveksna na intervalu

(1,2;1] i na [z2, +00), a konkavna na (—oo, 1), [z1,2] i na [2, z5] te ima dvije tocke infleksije x; i x.

(b) U tocki z = 2, jer u toj tocki funkcija nema jedinstvenu tangentu.



MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 02. svibnja 2024.

Zadatak 4. (10 bodova) Na krivulju
20° +y* =6

je povucena tangenta u tocki koja se nalazi u drugom kvadrantu (njena z koordinata je negativna, a y
koordinata je pozitivna). Odredite duljinu najkrace duzine koja se dobije uzimajuéi sjecista te tangente s
koordinatnim osima.

Rjesenje. Oznacimo toc¢ku na elipsi u kojoj je povucena tangenta s T'(xg,yo). Implicitnim deriviranjem
dobijemo

dr+2yy' =0 =y (z) = —22

pa je jednadzba tangente kroz T jednaka

T
Y—% = —2—0(95 - 370)-
Yo

Neka su A(x4,0) i B(0,yp) tocke na x i y—osi u kojima tangenta sijece te osi, redom. Uoc¢imo da je, zbog
simetric¢nosti elipse, ekvivalentno promatrati tocku A u prvom kvadrantu. Tada tocke A i B zadovoljavaju
jednadzbu tangente pa je

_xy(vo) —yo 3
gy =2 2

y’(l’o) Zo

) 6

yp = —woy (T0) + Yo = —
Yo

Trazena duljina |AB| = d(A, B) = /24 +y% =9 (x—lz + ;%) Koristedi yo = /6 — 223, napisat ¢emo
0 0

funkciju d kao funkciju po varijabli 2y pa je to funkcija d : (0,4/3) — R, a buduéi da se minimum

d(z)*
9

postize minimalnu vrijednost na intervali (0,+/3). Imamo da je

funkcije d(z) postize u istoj tocki kao i funkcije d(z) = , dovoljno je pronaci totku u kojoj funkeija d

5 1 4 3+ x}
d = — _—_ = =
R R E

Uoc¢imo da to znaci da je ovaj problem ekvivalentan trazenju minimuma funkcije

3+t
do(t) = G0 t=a°

Funkcija dy je derivabilna na (0,3) pa je kandidat za tocku u kojoj postize minimum stacionarna tocka.
Rac¢unamo:

t*+6t—9
dy(t) =
2( ) t2(3 . t)2
Cija stacionarne tocke su t; o = —3 = 3v/2, a stacionarna tocka koja upada u interval (0,3) je =3+ 3v/2.
Kako je tocka z > 0, slijedi da je tocka u kojoj zadana funkcija postize minimum jednaka v/ —3 + 3v/2.
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