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Cetiri zaona mehanike crnih rupa (G = h=c =k = 1):

(0) Nulti zakon: Povr3inska gravitacija x je konstantna na horizontu. Za
Maxwell-Einsteinvou teoriju: elektri¢ni potencijal, ®y, takoder
konstantan na horizontu [18].

(I) Prvi zakon: Za dva bliska rjeSenja za stacionarne crne rupe koja se
razlikuju tek za male varijacije u parametrima M, J i Q, vrijedi:

M = 8i<5A T Quod + dpsQ
™

(I1) Drugi zakon: Povrgina horizonta crne rupe nikad se ne smanjuje:
6A>0

(I11) Tredi zakon: Ne postoji proces kojim bi se povrsinska gravitacija
svela na nulu u kona&nom broju koraka.
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Formalizam

Postojanje lagranzijana ili hamiltonijana nije tek stvar tehnicke prirode u
klasi¢noj teoriji polja, ve¢ pruza i vaznu pomo¢nu strukturu te uvid u
znacdajna svojstva. Zapolet ¢emo s lagranZijanom invarijantnim na
difeomorfizam, L, oblika

L= L(gab; Rabcd7 va abcds - - <Z> va¢’ o )

To znadi da je lagranZijan u cijelosti izgraden od dinamiékih polja, ¢, te da
nema pozadinske strukture osim prostorvremena. Lagranzijan L je
n—forma na n—dimenzionalnoj mnogostrukosti. Varijaciju lagranZijana
moZemo zapisati kao

oL = E(¢)d¢ + dO(¢,60)

pri ¢emu je O(¢,d¢) (n — 1)—forma lokalno konstruirana od ¢, d¢ i
njihovih derivacija, a jednadZbe gibanja su E = 0.
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(n — 1)—forma simplektitke struje, w, definirana je u odnosu na dvije
varijacije

w(o, 619, 020) = 610(9, 62¢) — 620(¢, 619)
U teorijama koje se izvode od lagranZzijana invarijantnog na difeomorfizam,
svako glatko vektorsko polje £2 na mnogostrukosti generira lokalnu
simetriju. To nam omogucuje da svakom vektorskom polju &7 i
konfiguraciji ¢ pridruzimo (n — 1)—formu, Noetherinu struju, J

T =0(, L) —¢- L

te slijedi
dJ = —E(¢)Leo

Sto pokazuje da je J zatvorena forma (za svaki &2 kada su zadovoljene
jednadzbe gibanja.
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Noetherinu struju opéenito je moguce zapisati kao
T = dQ[¢] +£7°C,

pri &emu je C, (n — 1)—forma lokalno konstruirana od dinamiZkih polja
tako da je C; = 0 kada su zadovoljene jednadzbe gibanja. Q[¢] je

(n — 2)—forma lokalno izgradena od dinamitkih polja ¢, vektorskog polja
&7 i kona&no mnogo njihovih derivacija. Q[¢] se naziva Noetherin naboj.
S obzirom na proizvoljnu varijaciju dinamitkog polja d¢ i fiksirano
vektorsko polje £2 imamo

0T = 50(¢, L) — € - 6L
koristenjem
§-0L=¢-[Edp + dO]
=LO—-d(¢-0O)
imamo
0T = 00(9, Le) — Le[O(0,0¢)] + d(£ - O)

pri ¢emu nikakva ogranienja nisu nametnuta na §¢ i £°.
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Octekujemo da ¢e V, biti invarijantan s obzirom na difeomorfizam
generiran £2. U tom slu&aju [23], prva dva &lana na desnoj strani
jednadzbe zajedno daju

60(¢, Le) — L¢[O(9,00)] = w (0,09, L)

te jednadZba postaje

Sada promatramo asimptotski ravno prostorvrijeme u kojem za svaku
asimptotsku simetriju prostorvremena &2 postoji pravi hamiltonijan,
ofuvana velitina H¢. Ako ¢ zadovoljava linearizirane jednadzbe gibanja,
0E(¢p) = 0, u blizini beskona&nosti, ali ne nuznu u &itavom
prostorvremenu, varijacija o€uvane veli¢ine H; povezane s 7 dana je sa

ot = [ (eld-¢-©)

"9" oznalava varijaciju koja ne utjece na &°.

David Leko , mentor: dr. sc. Tajron Jurié 6 /21



Promotramo slu&aj za koji je w = 0, tada uz Stokesov teorem i nekoliko
prethodno spomenutih izraza moZemo izvesti

5He /z (5dQlE] — 671 + /8 _(elg-¢-e)

__ /X £5C, + /a (30l ¢ ©)

Jednadzba iznad opceniti je oblik varijacije o€uvane veli€ine, pri tome je ¥
hiperploha koja se prostire u beskonaénost s unutarnjim rubom 0X.
Integracija se vr&i po (n — 2)—plohi u X kada ta (n — 2)—ploha ide u
beskonadnost uz . Primjetimo, kada su zadovoljene jednadzbe givanja
(kada se nalazimo na ljusci), C; = 0, te je varijacija od H &isto povrSinski
¢lan.
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Ako teorija dopusta prikladnu definiciju kanonske energije, £, i asimptotske
vremenske translacije, £? = t?, tada imamo

55:/ (6Q[t] — t - ©)

Analogno za kanonski angularni moment, 7, te asimptotsku rotaciju,
&2 = ?, pisemo

55:—/(SQ[<P]—<P'@)

= —/OOSQ[@]

pri ¢emu je u zadnjem redu asimptotska rotacija, (?, tangentna na
(n — 2)—plohu integracije.
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Einstein-Maxwellova teorija

Einstein-Maxwellov lagranzijan glasi
1
L — e (ER gacgbdFachd)

gdje je € volumni element povezan s metrikom. lzralunom varijacije
Einstein-Maxwellovog lagranzijana dobivamo

1 a ab a
L= 1—e(=G bierTb)og., + — 4 €(VaF PY6A, + d©

pri ¢emu je TEM tenzor energije-impulsa elektromagnetskog polja zadan sa

1
47

a forma simplekti¢kog potencijala ©

1
7gadeeFde)

(FQCFCb - 4

(Tem)ab =

l
abc(¢7 6¢) 6dabc d
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pri ¢emu je
Vg = V°08ap — 8V g08ce — 4F, 0 A,
MoZemo proitati jednadzbe gibanja (u sluéaju bez izvora):
G* —8rTZy =0
V.F* =0
Na temelju forme simplekti¢kog potencijala, ®, moguce je odrediti

Noetherinu struju te, kona¢no, Noetherin naboj. U daljnjem racunu éemo
koristiti formu © i Noetherin naboj

1 d 1 d
ab = — T _€abc N _7aCFCA €
Qab 167r6bdv§ g Cabed £
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Prvi zakon termodinamike crnih rupa - ravnotezno stanje

Postoje dvije verzije prvog zakona termodinamike crnih rupa, verzija
ravnoteznog stanja i verzija fizikalnog procesa. Verzija ravnoteZnog stanja
usporeduje dva proizvoljno bliska stacionarna rjeSenja za crne rupe.
Izabiremo &7 tako da

ga — ta + QHSDa

pri Cemu je £ vektorsko polje Killingovog tipa. Nadalje, neka je &
asimptotska hiperploha koja i¢ezava na dijelu horizonta H koji se nalazi u
buduénosti u odnosu na bifurkacijsku plohu. Presjek horizonta oznadavat
¢emo s Sy;. Pogodnim odabirom se pokazalo promatrati jednake
hiperplohe, horizonte, kao i Killingove vektore t? i (@ za dva rjeSenja.
Tada slijedi

ot? =0 = d¢?
0% = 6Qpp?

David Leko , mentor: dr. sc. Tajron Jurié¢



Kako je pokazano u formalizmu, moZemo pisati
M = QudJ + / (6Q[¢] — ¢ ©)
SH

Promatrat ¢emo odvojeno doprinose elektromagnetskim i gravitacijskih
polja. Noetherin naboj i formu simplekti¢kog potencijala moZemo zapisati
kao
GR EM
Qab = Qab + Qab
Na sli¢an nacin

Oabe = eabc eabc

Integral je sada moguce zapisati kao zbroj dva ¢lana

/5 (5QSR[E] - ¢ - ©%F)
EM
" /S (FOEM[E] — ¢ - 0FM)

Potrebno je izvrijedniti Cetiri integrala.
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Gravitacijski doprinos

Na horizontu imamo relaciju
V&g = Kécd
pri emu je €.y binormala na Sy. Promotrimo
1
GR d
b [€] :/ ———€abed VE
Sy 167T

K
— T _ €abcd€cd
167 SH

SH

K
8
pri ¢emu je A povrsina crne rupe. Pomocu identiteta za varijaciju imamo

5QH c d
5/ Q [f] 5 ) 167T s, €abed V' P
1

—5(/-@A) + 6QyJy
s
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£ 05 =
SH
1

_ = a b _ ce
= I6m SHf €dabc(V°08dp — 8V g08ce)

1
= —Adk + 6QuIy
8T

Konaéno, kombiniranjem izraza dobivamo

/5 (FOSF(e] — ¢ - 0F) =
>

K
= —0A
8

5(/4;/4) + 0QnJy — 8iA(5f£ —0QuJy
T
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Elektromagnetski doprinos

U ovom izvodu koristimo prvi zakon termodinamike u prisustvu
elektromagnetskih polja: ®EM je konstanta na horizontu.

/S QEM[¢] = bEMQ

Kao i u gravitacijskom slu¢aju, koristimo identitet za varijaciju i jednadzbi
gibanja

; / QEM[E] = H(SEVQ) + = / b FOALGES
Sy 81 Js,

]9
:5(¢EMQ)+ 87TH/5 eabchCdAe(Pe
H

Preostaje izraunati posljednji integral

1
§- ®EM = _/ 6cdachegd(SAe
Sy 47 SH
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Volumni element €.q,p izrazit ¢emo kao formu

€cdab = Ec N Ng N €ap

pri éemu je €, volumni element na presjeku Sy, a N; budude orijentirana
nul-normala na Sy normalizirana tako da N?¢, = —1. Cijeli postupak je
predug da bismo ga iznosili ovdje. Konaéni rezultat iznosi

Q
/ £-OFM — _ Qoo 1. 2 / €abed F I Aci®
Sy 81 Js,
sada imamo
|| Gotig - ¢ 08 = o850
H
te konaéno

M = SiaA +QueT + PEM5Q
v
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Prvi zakon termodinamike crnih rupa - fizikalni proces

Verzija fizikalnog procesa provog zakona termodinamike crnih rupa
promatra neki infinitezimalni fizikalni proces koji mijenja crnu rupu.
Pretpostavlja se da se crna rupa svodi na neko novo, konaéno, stacionarno
rjeSenje. Prvi zakon dobivamo usporedbom pocetnog i konaénog stanja.
Potrebno je prosiriti ranije razvijen formalizam za Einstein-Maxwellovu
teoriju. Tamo smo se zadrzali na izracunu Noetherinog naboja iz struje, ali
moZemo protitati i C,

1

Cdea - gedabC(Ga )ge 6dabc efevf":df

te jednadzbe gibanja u sluéaju s izvorima

8n T = G — g T2,
4mj® = VpFP
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Koristimo

0 Cheda = 6dabc((sTi + 5(je)Aa)
Izabiremo &2 tako da

£ =17+ Quy?

pri Cemu je &2 vektorsko polje Killingovog tipa. Nadalje, neka je &
asimptotska hiperploha koja i$¢ezava na horizontu dogadaja crne rupe.
Buduéi da perturbacije i5¢ezavaju na unutarnjem rubu hiperplohe 0%, za
promatrani slu¢aj vrijedi

SM = Q) — / canbe(E75TS + E2A,5/°)
>

ududi da pretpostavljamo da u konalnici sva masa i naboj zavrse u crnoj
rupi, integral po ¥ moZemo izvrijedniti po horizontu. lIzraz pod integralom
moZe se zapisati kao struja, « te uz N,, definirano kao u prethodnome
poglavlju

oM = QH5J —/ Oédkdgabc
H
pri emu je k? tangenta na afino-parametrizirane generatore nul-geodezika

horizonta dogadaja, a €5 = N9 gape.
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Dio struje proporcionalan s d/9; koristimo nulti zakon u prisustvu
elektromagnetskih polja @M = —¢24_|4,.

| = —/ SEM € kyE e
H

= _q)EM/ 5jekd€abc
H

pri ¢emu integral prepoznajemo kao promjenu toka naboja u crnu rupu,
5Q, te konaéno | = dEM5Q.
Za izraun promjene povrsine koristimo Raychaudhurijevu jednadZbu

do 1
W = —592 — UabUab — Rabkakb
Izbor: pozadinsko prostorvrijeme slagat ¢e se s prostorvremenom
perturbirane crne rupe te se stoga generatori nul-geodezika ne mijenjaju
[7]. Posljedica takvog izbora je da perturbacija na horizontu nestaje, a
0k? o k2.
d(d6
C(/\/) = _876([Ttotal]abkakb)|7-{,
= —8m0([Temlab)k*k® |2y — 8 (8 Tap) k*K°|3¢



Prvi ¢lan propada te ostaje
d(46)
dv
Tu ¢emo relaciju integrirati po horizontu. Koristeéi parcijalnu integraciju
dobivamo

= —8m(6 Top) k7|5

KOA = 87 / (6T5)ek,,
H

M = SiaA + QueT + dEM5Q
v

$to je rezultat koji smo Zeljeli pokazati.
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Zaklju¢ak

(i) analogija izmedu zakona termodinamike i zakona mehanike crnih
rupa; proporcionalnost izmedu entropije i povrSine crne rupe te
temperature i povrsinske gravitacije

(ii) Formaliam kovarijantnog faznog prostora koji vrijedi za sve teorije
izvodive od lagranZijana invarijantnog na izomorfizam

(iii) Dvije verzije prvog zakona mehanike crnih rupa: verzija ravnoteznog
stanja i verzija fizikalnog procesa

(iv) generalizacija na Einstein-Young-Mills teoriju; generalizacija na
nelinearnu elektrodinamiku
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