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U ovom radu izuCavamo suptilnosti predstavljanja opservabli u QM sa SA operatorima, gdje
se kljuénim pokazuje ideja da operator mora biti zadan na svojoj domeni te da u beskonacno-
dimenzionalnom Hilbertovom prostoru postoje bitne razlike izmedu simetri¢nih i SA operatora.
Iz toga onda slijedi niz bitnih rezultata koje sve detaljno objasnjavamo na primjeru paradoksa i

operatora slobodne QM d&estice.

I. UVOD I MOTIVACIJA

Osnovni cilj znanosti, uz opéenito razumijevanje svi-
jeta oko nas, jest stvaranje pouzdanih predikcija i inter-
pretiranje istih. Da bi se do toga doslo nuzno je posta-
viti model kojim ¢emo opisati sustav od interesa, kojemu
kontekst i konzistentnost daje Sira teorija na kojoj ga
zasnivamo.

Prva takva sustavna teoriju koju susre¢emo u fizici
je klasi¢na mehanika, gdje smo (neovisno o odabra-
noj formulaciji) u stanju pocevsi od aksioma reproduci-
rati Newtonovu jednadzbu, ¢iju valjanost mozemo prak-
ticki "zakljuciti" iz svakodnevnog iskustva. Zahvaljujuéi
tome, a i ¢injenici da je koriStena matematika poprili¢no
jednostavna, njome se relativno lako i intuitivno barata.

Posve je drugacija situacija kada dodemo do kvantne
mehanike (skraceno nadalje na QM), gdje je podetniku
sve mahom neintuitivno, pocevsi veé od rezultata ekspe-
rimenta koje moramo biti u stanju predvidjeti i objas-
niti. Situaciju dodatno pogorSava puno teza matema-
ticka "masinerija" koja cjelokupnu pri¢u pogoni. Medu
osnovnim problemima stoji potreba za zamjenom real-
nih funkcija koje opisuju dinamiku ili stanje sistema di-
ferencijalnim operatorima te prelazak na beskona¢no-
dimenzionalan Hilbertov prostor dio kojega ée ta stanja
biti. Tako da kada se studenti po prvi puta upoznavaju s
QM najcesce se samo pozove na rezultate linearne alge-
bre zajedno s tvrdnjom kako se oni jednostavno prenose
te se tako preko bitnih matematickih detalja prijede ne
pridajuéi im veliki znacaj. Treba ipak napomenuti kako
postoje i kursevi QM sa pedantnijim pristupom [1-3].

Ovdje ¢emo zapoceti i motivirati daljnju razradu preko
paradoksa koje takav naivan pristup izaziva, zatim izlo-
Ziti rezultate funkcionalne analize (konkretno teorije ope-
ratora) koji ¢e nam biti nuzni za kvalitetno i potpuno ra-
zumijevanje QM, koje ¢emo i iskoristiti kako bi pokazali
da zapravo paradoksa uopcée ni nema. Na kraju é¢emo i
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demistificirati Diracovu bra-ket notaciju te ju rigorozno
opravdati, smjeStajuci ju u kontekst opremljenog Hilber-
tovog prostora.

A. Paradoksi

Pod terminom paradoks mislimo na naizgled konzis-
tentan niz zakljutivanja koji vodi ka kontradikciji. Oni
imaju veliku vaznost u istrazivanju jer upucuju ili na ne-
dostatnost teorije koju razvijamo ili na nedostatnost zna-
nja korisnika iste. Stoga ih u nastavku iznosimo kao svo-
jevrsni protuprimjer i provokaciju, §to je zapravo stan-
dardan pristup u mnogim radovima na ovu temu[4-7].

Primjer 1. (Kanonska komutacijska relacija)
Prilikom prve kvantizacije zamjena Poissonovih zagrada
komutatorima vodi na:

[X,P] =il (1)

Sada pretpostavimo da je 1, svojstveno stanje operatora
P, realne (jer je impuls opservabla) svojstvene vrijednosti
p € R. Tada mozemo djelovati s (1) na 9, i potom sve
skalarno mnoziti opet sa 1, §to daje:

<¢pv [X, P} 7/’p> = <7/)pvi]l7/)p> =1 <7/1p71/’p> =1 (2)

Ali istovremeno, iskoristimo li hermiti¢nost operatora P
i ve¢ navedene pretpostavke o 1, do¢i ¢emo do kontra-
diktornog zakljucka:

<7/’pa[XaP]"/)p>:<1/’p7(XP*PX)¢p> (3)
= <7/JP7XP¢17> - <1/)paPX¢p>

= <¢vaP1/}p> - <P1/Jp7X1/}p>

= <wp7Xp1/}P> - <pwp7pr>

=p (¥p, Xtbp) — p (tbp, Xtp) =0
gtoviée, ovaj smo rac¢un mogli i eksplicitno odraditi ko-
riste¢i, primjerice, koordinatnu reprezentaciju gdje je
p(@)=e", (X) () =21(x), (PY) (x)=—it) (x). U sva-
kom slu¢aju preostaje pitanje: kako smo uspjeli dobiti
ovakav, oCito krivi, rezultat?



Primjer 2. (Oc¢ekivana vrijednost H? na kompaktu)
Neka se kvantna slobodna estica mase 1/2 nalazi unutar
beskonaé¢ne pravokutne jame sa zidovima na a < b. Tada
je formalno djelovanje hamiltonijana u koordinatnoj re-
prezentaciji Hy = —1)". Pogledajmo sada funkciju:

¢=(x—a)b-1x)/2 (4)

Kako je ona kvadratno integrabilna na [a, b] te i§¢ezava u
a1 b, zaklju¢ujemo da bi ona mogla predstavljati nekakvo
fizikalno stanje ovog sustava. Sada izra¢unajmo oceki-
vanu vrijednost kvadrata hamiltonijana, koriste¢i njegovo
svojstvo da je hermitski operator:

(6, H?¢) = (Hp, Ho) = (1,1) =b—a ()

No direktnim ra¢unom trivijalno se dobija: H¢ = 1 te
tako dolazimo do drugacijeg zakljucka:

(¢, H?¢) = (¢, H1) = ($,0) =0 (6)

Jasno je da u dobro zasnovanoj teoriji nemoguce da su
oba rezultata to¢na istovremeno pa nam preostaje pita-
nje: koji je od njih ispravan i zasto?

Primjer 3. (Trag kanonske komutacijske relacije)
Vratimo 1i se na (1) i uzmemo li trag dobivamo:

Tr ([X,P]) = Tr(XP - PX)
=Tr(XP)—Tr(PX)=0 (7)
Tr ([X, P]) = iTr(1) #0 (8)

Gdje smo u drugom redu iskoristili cikli¢nost traga.
Opet se ¢ini da kr8imo kanonske komutacijske relacije,
no kako je to moguce kada su nam one osnovni postulat
iz procesa kanonske kvantizacije?

Primjer 4. (Operator impulsa na R)

Kako su opservable hermitski operatori slozit ¢emo se da
one moraju zadovoljiti simetri¢nost, odnosno da za svaku
opservablu O mora vrijediti:

(9,00) = (06, ¢) 9)

Sada promotrimo najosnovniji primjer: slobodnu
kvantnu Cesticu na R te provjerimo gornje svojstvo na
primjeru operatora impulsa u koordinatnoj reprezenta-
ciji:
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Vidimo da nam tu prilikom parcijalne integracije pojavio
dodatni (tzv. povrsinski) ¢lan, za kojega u pravilu uzi-
mamo da iS¢ezava bez velikog razmisljanja, pozivajuéi se,
na primjer, da ¢e kvadratno integrabilne funkcije isCez-
nuti u beskona¢nosti. No, tu postoji viSe protuprimjera,
od kojih je najjednostavniji funkcija "smanjujuceg ¢es-
lja":

—+ 00

f(x):Z<9<x—n—|—nlz)9(—x—|—n)(1—|—n2(aj—n))

n=2
1
+0(x—n)b (—x+n+2) (1 —nQ(x—n)))
n
(11)
¢iji je formalni zapis zaista nezgrapan, ali ¢e njeno pona-

Sanje odmah biti jasno pogledamo li njen graf na slicil:
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0.0

Slika 1: Graf funkcije smanjujuceg Ceslja.

Dakle, rije¢ je o nizu "§iljaka" centriranih oko prirodnih
brojeva vec¢ih od jedan, visine 1 i smanjujuée Sirine od
2/n?, pa je sasvim jasno da limes ove funkcije u beskonac-
nosti ne postoji, dok je istovremeno ona ipak kvadratno
integrabilna':

2

/Ifg(w)dm/f(x)dx:flzﬂ_l
R R 5 n? 6

Postavlja se pitanje: $to ¢éemo sada uraditi s ovakvim ope-
ratorom impulsa ako nam on nije ni simetri¢an, a kamoli
hermitski te stoga ne moze predstavljati opservablu?

(12)

Primjer 5. (Operator impulsa na kompaktu)

Promotrimo opet kvantnu ¢esticu iz primera 2, to jest
ogranifenu na interval [a,b], s rubnim uvjetima na valne
funkcije 9 (a) = ¢(b) = 0. Odradimo i isti ra¢un kao i u

proslom primjeru vidimo:
b

b
(6. PY) = —i (6"0)| + / (—i¢!)" ¥da = (P4, 9) (13)

a

LOvdje je koridtena estimacijska formula: za funkcije h,g > 0 t.d.
h > g na Q slijedi: [, hdz > [,gdz te Cinjenica da f postize
vrijednosti izmedu 0 i 1, §to povladi f > f2.



Sada nam je pak povr8inski ¢lan i8¢eznuo zbog rubnog

uvjeta, pa je P simetri¢an te se sve ¢ini u redu. No,
svojstvena jednadzba
P¢p = p?/Jp, peR (14)

ima dobro poznato rjeSenje: v, = ce'?® | gdje (komplek-
snu) konstantu ¢ fiksiramo iz rubnih uvjeta, ali pokusamo
li to udiniti nalazimo da je problem "prezadan" — dva
nezavisna rubna uvjeta na diferencijalnu jednadzbu pr-
vog reda ostavljaju nam samo trivijalno rjesenje, tj. nul-
funkciju (koju moramo odbaciti jer nul-vektor ne spada
u rjeSenja svojstvenog problema). Dakle, dobili smo za-
nimljivu (ali i zabrinjavajuéu) situaciju, gdje imamo si-
metri¢ni operator, koji nema svojstvenih vrijednosti, dok
¢emo kasnije vidjeti da je spektar ovog operatora ¢ine svi
realni brojevi R - postavlja se opet pitanje: $to uraditi s
operatorom impulsa?

II. RIGOROZNI PRISTUP TEORIJI
OPERATORA

U ovom trenutku nam je jasno da smo u prethodno
iznesenim paradoksima nuzno u nekom koraku racuna
pogrijesili, no da bi pravilno obrazlozili gdje smo (i zasto)
bili u krivu moramo sve pojmove temeljito razraditi pa
nam je, nazalost, neizbjezno navodenje niza definicija, jer
bez njih jednostavno neéemo modéi sustavno dalje:

A. TUvodne definicije

Definicija. Za metri¢ki prostor (X, d) kaZemo da je pot-
pun ako svaki Cauchyjev niz u X konvergira ka nekom
elementu iz X.

Ako baratamo s normiranim prostorom (X, || - ||) pri-
rodno se udaljenost d : X x X —+IR" moze definirati da je
jednaka normi za a,beX: d(a,b)=||a — b|| te tako dobi-
jamo metricki prostor, pa u tom smislu vrijedi sljedece:

Definicija. Potpun normirani prostor nazivamo Banac-
hov prostor.

Definicija. Neka je V' vektorski prostor nad poljem C te

x,y € V, tada funkciju (-,-) : VxV—=C, (z,y) — {(x,y)

nazivamo skalarni produkt ako vrijedi:

(S1) (-,-) je linearno u drugom argumentu i antilinearno
u prvom argumentu

(S2) {-,-) je hermitski simetri¢no, tj. (z,y) = (y,z)"

(S3) (,-) je strogo pozitivno, odnosno: (z,x) > 0 te
(x,x) =0z =0.

Vektorski prostor V' zajedno sa skalarnim produktom
(+,+) zovemo unitarni prostor, te pisemo (V, (-, -)).

Definicija. Za unitarni prostor (H ,(,-)) kazemo da je
Hilbertov prostor ako je i Banachov prostor s obzirom na

normu induciranu skalarnim produktom? :

llz|l = v/ {z,z), konatno, za Hilbertov prostor kaZemo
da je separabilan ako ako sadrZi gust® i prebrojiv pod-
skup.

Propozicija 1. (CSB nejednakost)
Neka je (H,(-,-)) unitaran prostor, tada za sve x,y €
H vrijedi tzv. Cauchy-Schwartz-Bunyakowsky (skrac¢eno
CSB) nejednakost:
(2. 9)* < {2.2) (y,y) (15)
Dokaze ove tri tvrdnje (CSB, norma se generira ska-
larnim produktom te obrat) preskacemo zbog prostora,
ali se oni (zajedno s bilo kojim kasnijim dokazima koje
budemo presko¢ili) mogu lako naci u bilo kojem boljem
udzbeniku koji se bavi ovim temama[8-14]. Vrijedi na-
pomenuti da, kao $to je veé¢ spomenuto, u Hilbertovom
prostoru normu mozemo iskoristiti da bi inducirali uda-
ljenost, pomoé¢u koje generiramo standardnu topologiju
otvorenih kugli (koju nadalje podrazumijevamo).

Definicija. Neka je (H,(:,-)) Hilbertov prostor te I
(ne nuzno prebrojiv) skup indeksa. Za familiju vektora
ei,#€Z kazemo da je ortonormirana baza (ONB) Hilber-
tovog prostora ako vrijedi:

(ortonormiranost) Vi,j € Z: (e;,e;) = 0i;

(Fourierov red) VzeH: ), s (e, z)e; =1

Propozicija 2. Uvjet o Fourierovom redu iz prethodne
definicije te sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:
(B1) linearna ljuska Span(e;);cz je gust skup u H

(B2) ako za z€H je (x,e;) = 0 za sve i€Z, onda je z =0

Teorem 1. Svaki Hilbertov prostor posjeduje barem
jednu ONB te bilo koje dvije ONB istog Hilbertovog pros-
tora imaju isti kardinalni broj.

Definicija. Kardinalni broj ONB Hilbertovog prostora
nazivamo dimenzija Hilbertovog prostora i oznafavamo
ju s dim(#). Ako skup indeksa ¢ € Z nije neprebrojivo
beskonacan tada takvu ONB nazivamo Hilbertova baza.

2Zanimljivo je da vrijedi i svojevrsni obrat, odnosno da je moguce
(gdje moramo i provjeriti svojstva S1-3) inducirati skalarni produkt
preko norme koristeci tzv. polarizacijsku formulu:

1 . . . .
(@) =7 (le+yll* = llz = ylI* +ille —iyl* — ille + iyl|*)

3Govoreéi u terminima topologije podskup A topoloskog prostora
(X, T) je gust u tocki a € A ako za svaku okolinu O tocke a vrijedi
O N A # &, odnosno, presjeci svih okolina od a s gustim skupom
A su neprazni.
Nama je prakti¢nije uzeti sljede¢u ekvivalentnu definiciju: podskup
A Hilbertovog prostora H je gust ako za njegovo topolosko zatvo-
renje vrijedi A = H, dok A dobivamo tako da na A "dodamo" sve
limese svih Cauchyjevih nizova u A (ti limesi onda ne leZe nuzno u
A, ali su sigurno u H).



Primijetimo kako nam je prethodni teorem osigurao da
mozemo odrediti dimenziju svakog Hilbertovog prostora
te da te dimenzija nece ovisiti o izboru baze. Na kraju, u
stanju smo povezati pojmove separabilnosti i baze preko
sljedeceg teorema:

Teorem 2. Hilbertov prostor je separabilan akko posje-
duje Hilbertovu bazu.

B. Prostor L%, operatori i njihove domene

Sada kada imamo ovako detaljne definicije mozemo se
vratiti na samu problematiku u QM. Bilo da kre¢emo
direktno iz aksioma ili pratimo povijesni razvoj, nemi-
novno nam slijedi zakljuéak da QM moramo zasnivati
na Hilbertovom prostoru te ispada da* moramo raditi na
beskona¢no-dimenzionalnom prostoru.

Jedan od kandidata za co-dim Hilbertov prostor jest
vektorski prostor kompleksnih funkcija® f: Q C R — C.
No, da bi od njega nacinili Hilbertov prostor treba nam
skalarni produkt, ali Zelimo li da nam je on oblika:

[ #@gl)da (16)
Q

ulazimo u probleme sa svojstvom (S3) skalarnoga pro-
dukta, jer nam je, primjerice, rezultat integracije prave
nul-funkcije i funkcije koja je razli¢ita od nje u svega ne-
koliko izoliranih toc¢aka isti i jednak nuli, pa onda imamo
dva naizgled "razli¢ita" nul-vetora.

Rjesenje dolazi konstrukcijom prostora kvadratno-
integrabilnih funkcija L2, detalje koje zajedno s preciz-
nim definicijama dajemo u dodatku B, dok u nastavku
pretpostavljamo da je sve to Citatelju poznato, a sada
¢emo izred¢i samo najbitnije rezultate:

Propozicija 3. Za 1, ¢ € L?>(Q C R, dx) preslikavanje
<'7 '>L2: LQ(Q) X LQ(Q) — ®7 Wﬂb) = fQ ¢*¢d$
je skalarni produkt® na L?((Q).

Teorem 3. (Riesz—Fischer)
Unitaran prostor (L?(€2), (-,-);2) je potpun.

Teorem 4. (Izomorfizam Hilbertovih prostora)

Svi kona¢no-dimenzionalni kompleksni Hilbertovi pros-
tori dim(H)=n < oo su izomorfni s C" (opremljenim s
kanonskim skalarnim produktom).

Svi separabilni beskona¢no-dimenzionalni kompleksni
Hilbertovi prostori su izomorfni s (L?(R), (-,-);2)".

4Za detaljno obrazlozenje ove tvrdnje vidi raspravu vezanu uz pre-
poziciju 5. i 6.

5Tu smo naravno definirali zbrajanje vektora tj. funkcija po to¢kama,
(f + 9)(@) = f(2) + g(a).
Primijetimo da zbog CSB nejednakosti i definicije L2 prostora su
svi skalarni produkti na L2 ograni¢eni:

(%, o) < I#1* 1911 < o0

Direktna posljedica Riesz—Fischer teorema je zakljucak
da je (L*(R),(-,-);-) Hilbertov prostor (3tovige, on ¢e
i biti separabilan), dok je drugi teorem o izomorfizmu
Hilbertovih prostora dovrsio raspravu o tome na kakvim
prostorima bismo uopée mogli zasnivati QM. Tako da
nadalje kada kazemo Hilbertov prostor nije uopée krivo
misliti ba$ u terminima kvadratno-integrabilnih funkcija,
jer sve Sto na njima uspijemo nauditi i pokazati dati ¢e
nam opéenitu informaciju.

Definicija. Linearno preslikavanje A: D(A) C H — H
zovemo operator, a skup D(A) domena operatora. Ako je
domena gust skup u H (tj. D(A) = H) tada kaZemo da
je operator gusto zadan.

Iako se prethodna definicija ¢ini trivijalnom u njoj se
ve¢ skriva jedna vrlo bitna ¢injenica — domena je oda-
brana upravo tako da djelovanje operatora na bilo koji
njen element nas "ne izbaci" iz H (to, naravno, ne mora
biti jedini uvjet kojega postavljamo), a to je to¢no kako se
definiraju tzv. maksimalne domene operatora Dpqa.(A),
koje ¢e biti jasne na primjeru:

Primjer 6. (Maksimalne domene)
Na Hilbertovom prostoru L?(R) maksimalne domene
operatora X, P i H su:

Donas(X) = {1 € AR | X0 € 220
~{verm| [wv@i<w} an

Doaa(P) = {0 € 2R | Pv € 12(®) |
~{verm| [war<<| oy

Donas (1) = {0 € L) | 10 € L2(R) |
~{verm| [P <s} a9

Ove domene pokazat ¢e se vrlo korisne u kasnijoj ras-
pravi, a sada je vrijeme da se vratimo na neke od para-
doksa: U primjeru 1. odmah primje¢ujemo greske: prvo,
nije jasno na koje sve funkcije komutator [X, P] "smije"

7U literaturi je esta varijanta ovog teorema gdje se navodi: svi
separabilni beskona¢no-dimenzionalni kompleksni Hilbertovi pros-
tori su izomorfni s 12(C). Gdje je 1?(C) prostor kvadratno suma-
bilnih nizova {an},cn u C, a "kvadratno sumabilan niz" znagi
> lan|? < co. No, kao direktnu posljedicu teorema o egzistenciji
Hilbertove baze u separabilnom Hilbertovom prostoru (kao $to je
upravo L?) i svojstva baze imamo da je preslikavanje elemenata L2
u niz njihovih Fourierovih koeficjenata (koji leze u 12) izomorfizam
Hilbertovih prostora L2 i 2. Zato se autor odmah odlu&io na oblik
iskaza teorema kakav je dan u glavnom tekstu.



djelovati®, a ¢ak i odaberemo li nekakvu domenu na ko-
joj je sve kompatibilno pitanje je hoce li 1, uopce biti
u njoj. Sjetimo li se ra¢una u koordinatnoj reprezenta-
ciji situacija postaje jo§ gora jer v,(z) = e® ¢ L?*(R).
Na ovaj ¢emo se detalj jos vratiti u sklopu generalizira-
nih svojstvenih funkcija, ali u ovom trenutku ne samo
da smo sigurni kako nismo smjeli odraditi ra¢un koris-
teél 1, (x), veé je 1 sama pretpostavka njenog postojanja
problemati¢na.

Kod primjera 2. nismo deklarirali nikakve domene, ali
bez ulazenja u tu raspravu kako H¢@=1 ne zadovoljava
rubne uvjete ono nikako ne moze biti dio domene hamil-
tonijana, stoga se nije smjelo djelovati s H na H¢.

Primjer 4. se upravo svodi na jo§ jedan pokuSaj ra-
¢una izvan (bilo kakve smislene) domene, Sto je razlog
neiscezavanja povrsinskog ¢lana. Ipak, veé¢ s odabirom
D(P)=Djaz(P) simetrinost (9) je zadovoljena zahvalju-
juéi trnjenju povrsinskog ¢lana u beskonaénosti (za dokaz
vidjeti dodatak C).

C. Adjungat operatora i vrste operatora

Do sada smo rekli sve §to smo mogli razmisljajuéi samo
o domenama, no teorija operatora je daleko bogatija te
da bi se u nju zaputili moramo navesti sljedec¢e definicije:

Definicija. Neka je A operator na Hilbertovom prostoru
H tada operator AT zadajemo na iduéi nain:

DA = {¢ e H|Ip € HVa € D(A) : (¢, Aa) = (¢, ) }
Al = ¢ (20)

Propozicija 4. Ako je operator A iz prethodne definicije
gusto zadan onda je Af jedinstven te ga nazivamo adjun-
gat operatora A (eng. adjoint), te je dodatno njegova
domena D(AT) isto gusta u H.

Definicija. Neka su A i B operatori, ako je D(A)C D(B)
te ViyD(A): By=A1 tada kazemo da je B prosirenje od
A na D(B) te pisemo A C B.

Definicija. Neka je A operator, kaZemo da je on:
e ogranicen ako Vip€D(A),IceRT t.d. || Ay < c|yl,

o zatvoren ako je njegov graf zatvoren skup?,

8Formalno govoreéi tzv. standardna domena produkta X P dvaju
operatora X i P bi bila:
D(XP) ={z € D(P)| Pz € D(X))} # D(PX), a standardna do-
mena ukupnog komutatora D(X P) ND(PX) (za koju a priori nez-
namo sadrzi li iSta osim nul-funkcije, ali se na njoj algebarski moze
potvrditi rezultat (1) za komutator te ¢e on biti posve tocan).

9Graf operatora se definira analogno grafu funkcije: G4 =
{(¥, Ay) | ¢ € D(A)} C H x H, a zatvorenost zahtijevamo na kar-
tezijevom produktu H x H, sa standardnom topologijom otvorenih
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kugli, generiranu udaljenosc¢u dyy x4 (¢, ) = (HdJHH + H¢”H)

e zatvoriv ako postoji zatvoreno progirenje A D A
kojega nazivamo zatvorenje operatora A,
e simetridan ako je gusto zadan te Vi, p€D(A)
vrijedi: (), Ag) = (A, ),
e samoadjungirant0(skraceno nadalje na SA) ako je
simetri¢an i AT=A,
e esencijalno samoadjungiran (skra¢eno eSA) ako je
simetri¢an te A je SA,
e unitaran ako je gusto zadan te AAT=ATA=1.

D. Svojstva ograni¢enih operatora

Definicija. Neka je ‘H Hilbertov prostor tada skup svih
ograni¢enih operatora na H oznacavamo s B(H).
Operatorskom normom(dalje éemo samo govoriti norma)
nazivamo funkciju:

||‘Hop : B(H) — R’ HAHop = sSup ||A¢||'H (21)
PeEH

115, =1

Teorem 5. (BLT od eng.bounded linear transformation)
Za svaki gusto zadani ograniceni operator A postoji je-
dinstveno proSirenje A na cijeli Hilbertov prostor H koje
ima istu normu ||A]|op = HA||OP.

Propozicija 5. (neka svojstva ograni¢enih operatora)

(Ogr 1) Operator A je ogranicen akko je neprekidan.

(Ogr 2) Za ogranicene operatore A i B vrijedi:
IAB|l,p, < [[Allop 1 Bllop

(Ogr 3) Ogranicen operator A je zatvoren akko je njegova
domena D(A) zatovrena.

(Ogr 4) Svi operatori na kona¢no-dimenzionalnim
Hilbertovim prostorima su ograniceni.

(Ogr 5) Svi unitarni operatori su ogranifeni te im je
norma jednaka 1.

(Ogr 6) Ako je operator A ogranicen i gusto zadan tada
lAll,, = |47,

op — H

Iz prethodnog vidimo da su ograniceni operatori vrlo
"pitomi" objekti, kod kojih se zahvaljuju¢i BLT teoremu
ne moramo bojati domenskih problema, $to sve skupa
zvuéi predobro da bi bilo istinito i to je nazalost to¢no,
jer je direktna posljedica propozicije 6 koja slijedi da ne-
¢emo modi formulirati QM drzeéi se iskljucivo ogranice-
nih operatora'!. Sto onda, kao §to smo najavili, zahvalju-
judi svojstvu (Ogr 4) u propoziciji 5. znadi da moramo

10Tako je za samoadjungirane operatore u domacoj literaturi uvri-
jezen naziv hermitski u engleskoj je literaturi mogucée pronaci
hermitske[14] operatore odvojeno definirane kao one koji nisu nuzno
gusto zadani, ali zadovoljavaju isti uvjet na skalarne produkte kao
i simetri¢ni operatori. Kako bi izbjegli tu konfuziju te uskladili
nazivlje s internacionalnim standardom (a i smanjili asocijaciju s
hermiti¢nosti na kona¢no-dimenzionalnim prostorima) autor se od-
lucio na koriStenje pojma samoadjungiran (kojega se moZze naci
spomenutog i u domacoj literaturi[12]).



zasnivati QM na beskona¢no-dimenzionalnom Hilberto-
vom prostoru.

Propozicija 6. (Winter-Wielandt)

Neka je H Hilbertov prostor, tada ne postoji par ograni-
¢enih i svugdje definiranih!? operatora X i P koji bi zado-
voljavali komutacijsku relaciju: [X, P] = XP—PX =il.

Dokaz. Primijetimo da zahvaljujué¢i D(X)=H=D(P) je
bilo kakav produkt operatora X i P zasigurno dobro defi-
niran, te da ¢e njegova domena opet biti cijeli Hilbertov
prostor H (ovo, naravno, vrijedi i za komutator u pret-
postavci propozicije, koji je onda identicki jednak jedinic-
nom operatoru i po djelovanju i po domeni). Kada smo
to rascistili racunamo: [P"+!, X] = P"HlX — X pntl =
P"PX—-XP|+[P"X - XP"]|=—iP+[P", X]|=(..)=
—i(n + 1)P™ iz Cega slijedi:

(n+ D) 1P|, = [IIP"*, X, (22)

<[P, + X P,
<2[|Pll,, [X P,
< 2[1Pllgp XLy 1P" 1

Sada, kako je norma 1 jednaka 1 iz prethodnog raspisa
(odabir n = 1) zakljuéujemo da [|P"[|,, # 0 pa smijemo
s njime dijeliti, §to i uradimo nakon ¢ega nam ostaje:
n+1 < 2[X],,[IPl,, za proizvoljni n € N sto je u
kontradikciji s pretpostavkom o ogranic¢enosti X i P. [

Vratimo se sada na primjer 3. Jedan nacin kako mo-
zemo definirati trag operatora A u Hilbertovom prostoru
‘H s bazom e;, i€Z je kao "sumu matri¢nih elemenata"
Tr(A)=>,c7 (ei; Ae;). U slucaju da je A neogranicen
odmah nasluéujemo da é¢emo imati velikih problema s ko-
nvergencijom te sume, a kako smo upravo vidjeli smo ba-
rem je jedan od operatora X i P neogranicen pa preostaje
zaklju¢ak da nismo ni mogli definirati trag za komutator
tih operatora, a kamoli raditi algebarske manipulacije na
njemu.

Hstina je malo suptilnija jer [X, P] = X P — PX = il nije jedini na-
¢in kako se kanonska komutacijska relacija moze zadati, primjerice
Weylov nacin je preko unitarnih operatora (koji su znamo ograni-
Zeni pa neé¢emo imati domenskih problema) dobivenih eksponenci-
ranjem: eitXeisP — e*istheispeitX.

123vugdje definiranih u smislu D(X) =
i malo viSe:

Propozicija (Popa) Neka je ¢>0, H Hilbertov prostor te X i P
svugdje definirani i ograni¢eni operatori na H. Ako zahtjevamo da
ta dva operatora X i P zadovoljavaju:

I[X, Pl —ill,, < e

H = D(P), a zapravo znamo

Tada slijedi:

11
1Xllop I1Pllop > 5log—

E. Svojstva Simetri¢nih, eSA i SA operatora te
njihova prosirenja

U QM nam kljuénu ulogu igraju opservable koje su
dane SA operatorima, stoga ¢e nas zanimati ako imamo
neki operator-kandidat od kojega zelimo "napraviti" op-
servablu hoce li to biti moguce, a odgovor na to pitanje
dat ¢emo u ovom odjeljku, zajedno s najbitnijim svoj-
stvima pojedinih vrsta operatora.

Propozicija 7. Neka je A gusto zadan operator na Hil-

bertovom prostoru H, tada:

(Adj 1) adjungat AT je zatvoren operator,

(Adj 2) ako je A zatvoren, njegova je domena D(AT)
gusta u H te (AT) T=A

Propozicija 8. (Svojstva simetri¢nih operatora)

Neka je A simetri¢an operator na Hilbertovom prostoru
H tada:

(Sim 1) A je zatvoriv, A C Al te je AT zatvoren

(Sim 2) ()" C af

(Sim 3) AC AC AT

(Sim 4) A je isto simetri¢an

(Sim 5) VyeR: (¢, AY) € R

(Sim 6) ako je dim(H)<oo A je SA operator.

Teorem 6. (Hellinger-Toeplitz, skraceno HT)

Neka je A simetrican i svugdje definiran (D(A4) = H)
operator na Hilbertovom prostoru H, tada je A ograni-
cen.

Uz propoziciju 8. vrijedi napomenuti kako adjungat
simetri¢nog operatora ne mora nuzno biti njegovo zatvo-
renje niti ne mora biti simetrican. HT teorem nam opet
potvrduje da (jer znamo da je barem jedan od X i P
neogranifen po propoziciji 6.) ¢emo se u QM morati bri-
nuti oko domenskih problema jer nam ve¢ simetri¢ni (u
koje opservable kao SA operatori upravo i spadaju) neo-
graniceni operatori ne mogu imati cijeli H za domenu.
Mozemo dodati da je svojstvo (Sim 6) je diretkna poslje-
dica HT teorema te svojstva (Ogr 5), Sto opet pokazuje
kako se suptilnosti teorije gube prelaskom na konacno-
dimenzioanaln prostor.

Propozicija 9. (Progirenje eSA operatora) B
Neka je A eSA operator, tada A = AT = (AT) T = (A4)1

Prethodna propozicija zajedno s propozicijom 4. kaze
kako eSA operatori imaju jedinstveno SA progirenje te je
ono toéno jednako adjungatu Af. Ipak, provjeravanje je li
operator eSA preko ra¢unanja adjungata i onda dodatne
proviere je li AT SA je vrlo zamorno, a dodatno ulazimo
u probleme ako simetri¢an operator nije eSA, jer tada
on moZe i ne mora imati SA progirenje (a ako ga ima
neée nuzno biti jednistveno). Srecom, teorem 7. o von
Neumannovim kriterijima SA proSirenja nam daje vrlo
elegantan odgovor:



Definicija. Neka je A gusto zadan operator veli¢ine

ny=dim (ker (AJr — z]l)) te n_=dim (ker (AJr + z]l))
(23)
nazivamo'? indeksi defekta operatora A.

Teorem 7. (von Neumannovi kriteriji)

Neka je A simetri¢an operator, ako je:

(W 1)ny=n_=0AjeeSA

(VN 2) ny =n_ # 0 A nije eSA ali postoji SA prosirenje
(VN 3) ny # n_ A nije eSA niti postoji SA progirenje.

Dakle, da bi vidjeli kakav je (po pitanju simetri¢nosti,
eSA, SA) neki operator metoda je sljedeéa: Prvo, provje-
rimo je li njegova domena gusta, ako ne onda veé ni ne
mozemo zadati adjungat. Drugo, ispitamo simetri¢nost
provjeravajuéi Vip, ¢ € D(A): (¢, Ap) = (Ay,¢). Ko-
nac¢no, ako je operator simetri¢an odredimo adjungat te
(ako nismo veé potvrdili da imamo SA operator) njegove
indekse defekta i pozovemo se na prethodni teorem. Ovaj
postupak ¢emo detaljno provesti u primjeru 7.

Definicija. Schwartzov prostor funkcija definiramo kao

S(R,C) = {weC“(JR, C) | ¥, meN", [¢]l,, <<>O}
(24)

M na S dana sa:

gdje je [|l[,,.n, * § = R seminorma

R 4" ()
. dxm™

19l m = sup (25)
zeR

Gornja definicija znaci da bilo koja Schwartzova funk-
cija i sve njene derivacije trnu brze od bilo kojeg po-
linoma, pa se Schwartzov prostor Cesto naziva i prostor
rapidno trnucih funkcija, naravno, jasno je da S(R, C) C
L?(R), ali vrijedi jos i vige:

Propozicija 10. S(R,C) je gust u L?(R) te su nje-

71/‘2

gova baza 1, = e
Hy(x) = (~1)"e” 15

dxm

n gdje su H,, Hermiteovi polinomi,
2
()

Iz prethodne propozicije po teoremu 2. imamo da je
Hilbertov prostor L? separabilan, §to je veoma bitno jer
to i jedan od zahtjeva na prostor stanja kojega namecu
aksiomi QM.

Dodatno, odmah je vidljivo da je S(R, C) maksimalni
invarijantni prostor'® operatora X i P, stoga, ako mo-
ramo raditi s produktima tih operatora uvijek imamo
opciju da koristimo u prostor Schwartzovih funkcija gdje
smijemo mnoZiti (formalno, zapravo radimo kompozicije)

13 Jezgra operatora A je definirana isto kao i u linearnoj algebri,
ker(A) = {¢ € D(A) | A = 0}.

147a definicju seminorme vidjeti dodatak D Fréchetov prostor i Gel-
fandov triplet.

operatore bez razmisljanja o domenama'®. To nam do-

datno omogucéava da ponovno damo znacenje kanonskom
komutatoru (1), koji onda vrijedi restringiramo li domene
na S.

Primjer 7. (Operatori X,P,H slobodne Cestice na R)
Uzmimo operatore X, P i H s odabirom domene S, tvr-
dimo da su svi u tom slu¢aju eSA, a radi jednostavnosti
neka je masa Cestice 1/2. Po propoziciji 10. imamo da je
uvjet gustoée domene je odmah zadovoljen.
Simetri¢nost operatora X je trivijalna:

(W, X) = /w*wd:c: /xw*«ﬁdx: (Xv.4)  (26)

Za simetri¢nost operatora P iskoristimo formulu (4) iz
rac¢una u primjeru 4:

—+oo

(Y, P) = —i(¥"d)|  + (P, ¢) = (Py,¢)  (27)

— 00

vidimo da povrsinski ¢lan iS¢ezava jer su ¢, ¢ € S. Da bi
pokazali simetri¢nost H odradimo analogni rac¢un, gdje iz
istog razloga povrsinski ¢lan utrne:

—+oo
W HY) = (°d —*8)| + /R V" éda = (H, 6)

(28)

Sada moramo naé¢i adjungat ovih operatora, odnosno,
njegovu domenu. To postizemo po definiciji trazeéi sve
veEH t.d. (¢, Ad) = (A, ¢), za ¢ € S, gdje koristimo
gotov raspis skalarnog produkta od maloprije.

Za A=X imamo da je domena D(XT) = D,,4.(X) jed-
naka maskimalnoj domeni iz primjera 6. Kako D(XT) #
D(X) = S po definiciji vidimo da X nije SA, ali jo$ uvijek
ima nade da je eSA ili da mu moZemo nac¢i SA prosirenje.
Isto se desava za A=P (u sluc¢aju sumnje v. lemu 1.), tj.
D(P') = Dypaz(P). Konacéno, imamo da ni H nije SA jer

je!

15Maksimalni invarijantni prostor X skupa operatora {A4;};encn,
jest onaj koji ostaje nepromijenjen pod djelovanjem bilo kojeg
produkta tih operatora, a to je sigurno zadovoljeno ako vrijedi
D(A;) = X teran(4;) = X (5to je slucaj kod nas).

16Dodatno, zahvaljujuéi gustoéi S mozemo i izracunati djelovanje
takvih produkata operatora na bilo koje stanje 1 razvijanjem njega
po ONB - primjerice, Hermiteovim polinomima (ovakav racun je
jasno, vrlo zamoran, ali barem u principu izvediv):

()= (1) ()

S (e ()



={y e L*(R) |¢/,¢" € L*(R)} € Dyaa(H)
Iduce izra¢unajmo indekse defekta trazeé¢i nul-potprostor
operatora rjesavajuc¢i ODJ:

Alypy = Lihe, ¢ € D(AT)

Za A=X jedino je rjeSenje ¢ = 0, $to znaci da je np =
n_ =0 pa je X eSA na S(R )

Za A=P rjeenje je 1)+ = ce*?, ali to nije niti kvadratno-
integrabilno (sa izuzetkom tr1V1Jaln0g rjeSenja c¢=0), sli-
jeding =n_ =0tj. P je eSA na S(R).

Za A=H rjefenje je 1y = cetVi® = ceX(1H0z/V2 g0
opet nije kvadratno-integrabilno (opet, s izuzetkom tri-
vijalnog rjeSenja ¢=0), slijedi n,. = n_ = 0, odnosno, H
je eSA na S(R).

No, to nije sve jer nam propozicija 9. kaze kako je adjun-
gat eSA operatora njegovo jedinstveno SA prosirenje pa
smo i njih "po putu" pronasli tako da kona¢no znamo
kako pravilno definirati opservable koje odgovaraju polo-
7aju, impulsu i energiji (slobodne Cestice) na R.

Na kraju jo$ moZzemo navesti koja dodatna svojstva SA
operatori posjeduju:

Propozicija 11. (Svojstva SA operatotra)

Neka je A SA operator u Hilbertovom prostoru H, tada:

(SA 1) A je zatvoren

(SA 2) A nema (netrivijalnih) eSA prosirenja niti
simetri¢nih prosirenja.

F. Rezolventa i spektar operatora

Medu bitnijim pojmovima vezanim uz operatore na-
lazi se, kao jedna od invarijanti operatora, i spektar te,

17 Dokaz. Obzirom da je djelovanje HT restringirano na domenu S
jednako drugoj derivaciji, jasno je da vrijedi D(HT) C Dmaz(H),
odnosno sigurno ¢emo imati uvjet kvadratne-integrabilnosti same
funkcije te njene druge derivacije. Imajuéi na umu, poéinjemo od
zahtjeva:

+oo
/w*¢//dl—/¢”*¢dx=(¢*¢/—’l[),*¢) =0
— 00

Obzirom da je ¢ € S on i njegova derivacija trnu u oba limesa i

to "brze" od bilo kojeg polinoma. Dakle, najmanji uvjet kojega

moramo nametnuti jest da limesi limg— 400 () 1 limg— 400 ¥/ ()
postoje i da su konac¢ni (u slu¢aju polinomijalne divergencije po-
gazili bi uvjet ¢ € L?). Sada pogledajmo mozemo li taj uvjet
ekvivalentno i "ljepSe" izreéi:

/1[) " dx

Parcijalnom integracijom dobiva se:
[/ = [ o' a

Gdje nam je prvi ¢lan konacan po pretpostavci o limesima, a drugi

jer su 4,4’ € L2, pa imamo ||¢/|| < oo tj. ¢’ € L?. Drugi smjer

implikacije slijedi direktno primjenom leme 1. na 1 i 9.

u pravilu, kada ga fizi¢ari spominju misle na skup svoj-
stvenih vrijednost, $to je toéno samo ako smo u konacéno-
dimenzionalnom prostoru, dok prelaskom na beskonaé¢no-
dimenzionalni se stvari (kao §to smo veé¢ puno puta vi-
djeli) kompliciraju. Da bismo mogli uvesti spomenuto
poopéenje moramo prvo objasniti pojam rezolvente:

Definicija. Neka je A operator na Hilbertovom prostoru
‘H, tada podskup kompleksnih brojeva:

p(4) = {)\ eC ‘ postoji ogr. inverz'® operatora A — )\]l}
(29)
nazvamo rezolventni skup op. A, a za A€p(A) inverz:
Ry(A) = (A-21)"" H - D(A) (30)
zovemo rezolventom operatora A, a komplement rezol-
ventnog skupa o(A) = C\ p(A) spektrom operatora A.

Primijetimo sada nekoliko nekoliko stvari: prvo, zahva-
ljujuéi ogranic¢enosti operatora identitete i rezolvente te
BLT teoremu nismo se morali brinuti o njihovim dome-
nama koje se mogu prosiriti na cijeli H.

Nadalje, pretpostavimo li da za a€C A —al nije injek-
tivno, onda je sigurno a€c(A), ali istovremeno to pov-
laci da je jezgra Ker(A — al) neprazna, tj. da postoji
1, €D(A) takav da je (A — al)y, = 0 — vratili smo se
upravo na rjeSenje problema svojstvenih vrijednosti koje
nam leZe u (ovako redefiniranom) spektru! Iako smo si-
gurno zadovoljni time da smo dobili svojevrsnu kompa-
tibilnost sa starim pojmom spektra, mozda ¢emo doéi u
napast pitati se koja je onda poanta ovog pristupa, ali,
ako smo pazljivi, primijetit éemo da u spektru mozemo
imati i druge vrijednosti za koje inverz ne postoji iz dru-
gih razloga (te njima tada nece biti pridruZena rjeSenja
svojstvenog problema), a klasifikacija kojih je predmet
sljedece definicije:

Definicija. Neka je A gusto zadan operator, tada spek-
tar mozemo razloziti na tri, po parovima disjunktna,
skupa:

op(A) = {\ € C| A — Al nije injekcija}  (31)
nazivamo tockasti spektar i on se podudara s skupom
svojstvenih vrijednosti;

o.(A)={ e C ’A — Al ima gustu sliku, je injekcija,

ali ne i surjekcija} (32)

18Situacija je analogna kao i kod inverza funkcije: ako je opera-
tor A bijekcija onda postoji jedinstven operator tzv inverz A~1 :
Ran(A)—D(A) t.d. (AA™Y)(¢)=v=(A"1A)(3)), za sve YED(A)
te kazemo da je A invertibilan. Zgodno je da se uvjet injektiv-
nosti moze karakterizirati preko jezgre operatora kao: operator A
je injektivan akko Ker(A) = 0.



nazivamo kontinuirani spektar;

or(A)={ e C !A — A1 nema gustu sliku, je injekcija,
ali ne i surjekcija} (33)

nazivamo rezidualni spektar.

Propozicija 12. (Spektar i SA operatori)

Neka je A SA opertor na Hilbertovom prostoru H, tada:

(SAs 1) Spektar o(A) je neprazan, zatvoren i realan;

(SAs 2) Rezidualni spektar je prazan tj, o,.(A) = @.

Dodatno, simetri¢an operator A je SA akko mu je spektar

realan. Ukoliko je spektar sastavljen od samo tockastog

dijela tada:

(SAs 3) postoji ONB za H sastavljena od svojstvenih
vektora od A.

Do sada smo prosirili shvac¢anje spektra i vidjeli kako se
ono uklapa u problem svojstvenih vrijednosti, ali preos-
taje nam pitanje kako tu odraditi ikakav prakti¢ni racun?
Cini se da ¢emo se neminovno morati baviti trazenjem
jezgre 1 slike A — AL, §to je zamoran posao, a trazenje
inverza moze biti i jo§ zahtjevnije. Na srecu, oba se
dijela posla drasti¢no pojednostavljuju kada se bavimo
multiplikativnim operatorima'®, gdje ¢emo sada promo-
triti operator polozaja kao osnovni primjer. Pri ¢emu
treba imati na umu da, kao §to éemo u iduéem poglavlju
vidjeti, se svi operatori pomocéu prikladnih integralnih
transformacija svode na multiplikativne, tako da ¢emo
jako rijetko (ako uopcée) morati probleme ovakvog tipa
rjeSavati direktno.

Primjer 8. (Spektar i rezolventa multiplikativnog op.)
Neka nam je zadan operator polozaja na svojoj maksi-
malnoj domeni, a u slu¢aju da imamo bilo kakav sloze-
niji multiplikativni operator moZe se sprovesti analogna
analiza.

Kako je djelovanje (X — A1)y = (z — M)y (), odmah mo-
zemo "pogoditi" da mu je inverz jednostavno mnozenje
funkcijom: (X — A1)7'y =+ (z)/(z — A). Vidimo da je
ovo ogranifeno za sve A € C \ R, pa zaklju¢ujemo da
je upravo to rezolventni skup operatora polozaja, iz Cega
odmah slijedi da spektar uklju¢uje sve realne brojeve:
o(X)=R.

Preostaje pitanje $to spada u koju od tri particije spek-
tra. U ovom trenu se ni ¢ak ne moramo posluziti re-
zultatima prethodnih primjera, veé iz simetri¢nosti X i
realnosti njegovog spektra po propoziciji 12. smo mo-
gli odmah zakljuciti da je on SA, Sto po istoj propoziciji
kaze da je rezidualni spektar prazan. No, to mozemo i
diretno pokazati tako da se uvjerimo da je slika (X + A1)

I9Multiplikativni operatori su oni &je se djelovanje sastoji samo od
mnoZenja (kompleksnom) funkcijom.

gusta, §to pocinjemo konstruirajuéi za proizvoljni YeH
niz funkcija u domeni Dy, (X):

¥(x)
$n(®) = XR\A-2 A+2] 5y (34)
Gdje je xq karakteristi¢na funkcija:
1, zeQ
Xa(z) = {0, inace (35)

Djelujemo 1i na (34) s operatorom kojega proucavamo
lako vidimo da imamo konvergenciju:

(X = AL)¢n(x) = () (36)

Sada svaki element Hilbertovog prostora mozemo dobiti
kao limes niza ((X — Al)¢,(x)),,, to po definiciji znaci
da je slika gusta.

Dakle na dva nac¢ina smo "eliminirali" razidualni spek-
tar. Sada, sjetimo li se da operator X nema rjeSenja svoj-
stvenog problema to nam povlaci da je Ker(X — A1) = 0,
Sto daje da je (X — AL) uvijek injektivno te smo tako
rijesili i tockasti spektar. Konacno, slijedi zakljucak
op(X)=0=0,(X) te 0(X) = 0.(X) =R.

III. DISTRIBUCIJE I OPREMLJENI
HILBERTOV PROSTOR

A. DMotivacija i pojam distribucije

U prethodnom odjeljku smo se susreli s podjelom spek-
tra operatora, a kako se gotovo uvijek bavimo s SA ope-
ratorima ta se podjela svodi na tockasti i kontinuirani
spektar. Prvog smo odmah uspjeli povezati s rjeSenjima
svojstvenog problema, dok za drugi za sada nismo uvo-
dili takvu interpretaciju, ali ve¢ iz paradoksa s pocetka
mozemo naslutiti da bi ona trebala biti vezana uz tra-
Zenje rjeSenja svojstvenog problema izvan Hilbertovog
prostora, $to ¢emo (izmedu ostaloga) u ovom poglavlju
istraziti. Dakle, Zelimo li se na kontroliran nac¢in udaljiti
od Hilbertovog prostora to ¢e nas neminovno voditi na
pojam distribucije, ali prvo se trebamo podsjetiti duala
vektorskog prostora:

Definicija. Neka je V' vektorski prostor nad poljem C,
tada skup svih linearnih preslikavanja g : V—C nazi-
vamo Dual vektorskog prostora V i oznacavamo ga s V*,
a njegove elemente nazivamo linearnim funkcionalima.

MoZe se pokazati [15] da je V* vektroski prostor te,
Stovise, da ako "pocetni" prostor V ima odredenu boga-
tiju strukturu (primjerice da je unitaran), da je mogude
tu strukturu uvesti i u V*. Dok je za nas, konkretno,
bitan sljedeéi teorem:

Teorem 8. (Riesz)
Neka je H Hilbertov prostor, tada za svaki element iz



njegovog duala geH™ postoji ¢,€H takav da je za sve
P€eH djelovanje tog funkcionala upravo jednako skalar-
nom produktu na H:

g() = <¢g’ Y)

Mozda znacaj ovog teorema nije o¢it na prvi pogled,
stoga se moZzemo podsjetiti iduéeg poznatog rezultata:

(37)

Propozicija 13. (Dirac ¢)
Neka je H Hilbertov prostor, tada ne postoji ¢s(q)EH sa
svojstvom da je za sve Y€H zadovoljeno:

(¢s(a), V) = ¥(a)

Kada smo spomenuli trazenje rjeSenja svojstvenog pro-
blema izvan H mogli smo se ponadati da ¢emo ih moéi
ugraditi u dualni prostor (za kojega apriori ne znamo je
li veéi). Sada nam je jasno da, zahvaljujuéi Rieszovom
teoremu, su Hilbertov prostor i njegov dual izomorfni te
koristeéi prethodnu propoziciju ve¢ na primjeru opera-
tora polozaja X vidimo da "delta funkciju" neé¢emo ni
u principu modéi smjestiti u H*. No, onda se postavlja
pitanje kako je moguce da je baratanje s takvim objek-
tima funkcioniralo u Diracovoj notaciji te je li moguce
nju ikako matematicki konzistentno definirati? Odgovor
je potvrdan i da bismo do njega dosli potrebno je proSiriti
dualni prostor svojevesnim poopc¢avanjem pojma funkcije
na distribucije, a mi éemo konkretno koristiti kaljene dis-
tribucije:

(38)

Definicija. Kaljenom distribucijom (eng. tempered dis-
tribution, nadalje skra¢eno na TD) nazivamo neprekidni
linearni funkcional?® g : S(R)—C. Prostor svih TD oz-
nac¢avamo s S’. Niz (g, )nen€S’ konvergira ka geS’ ako
za sve PeS vrijedi:

lim g, (1) = g(¥)

n—oo

(39)

Tu mozemo napomenuti kako nemamo problema s tes-
tiranjem konvergencija jer se limesi izvrijednjuju na C,
gdje imamo veé dobro poznatu topologiju otvorenih ku-
gli, $to znaci da u prostoru TD radimo s topologijom (i
konvergencijom) u slabom smislu. Takoder, vrlo je Cesta
sljede¢a notacija koja upucuje na skalarni produkt:

g($) = (g,9) "=" /R g da, (40)

$to je fizi¢arima dobro poznato pod maksimom da "dis-
tribucija dobiva smisao samo pod integralom”. Ovdje
moramo biti oprezni, jer iako sve algebarske manipula-
cije koje mozemo uraditi koriste¢i integral jesu tocne, to

20Primjetimo da je domena ovih funkcionala Schwartzov prostor
funkcija, za razliku od "obi¢nih" distribucija kod kojih je to prostor
test-funkcija.
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je posljedica toga Sto je matematicka teorija distribucija
zasnovana upravo s ciljem da bude u sladu s Diracovom
idejom o generaliziranim funkcijama koja se zaista ko-
risti relacijom s integralom u (40) i koja je ve¢ duZe bila
u uporabi kod fizicara.

Zaista, kod jednakosti u navodnnicima u (40) ako je ¢
integrabilna funkcija najvise polinomijalnog rasta u be-
skonacnosti, smjer s desna na lijevo vrijedi tj. na taj se
nacin moze zadati TD. Ipak, ovo nije jedan-na-jedan ko-
respondencija, tj. drugi smjer ne mora uvijek vrijediti
jer postoje TD za koje ne postoji odgovarajuc¢a funkcija
(npr. ako zelimo TD s djelovanjem delte ,(1) = ¥(a)).

B. Opremljeni Hilbertov prostor, generalizacija
svojstvenog problema i Diracova notacija

Sada ¢emo na primjeru izvesti opremljeni Hilbertov
prosotor?! (nadalje skra¢eno na RHS), dok se poopéenje
ovog postupka moze pronac¢i u dodatku D Fréchetov pros-
tor i Gelfandov triplet, a svi rezultati koje tu iznesemo
biti valjani ako zamjenimo koriStene prostore proizvolj-
nima (dokle god oni zadovoljavaju uvjete iz dodatka).
Mozemo dodati kako je zanimljivo da su eksplicitne kons-
trukcije RHS za razli¢ite slucajave potencijala jo§ uvijek
tema koja se aktivno istrazuje[16-18].

Primjer 9. Neka su dani Schwartzov prostor S(R),
TD prostor S’(R) te Hilbertov prostor L?(IR). Defini-
rajmo preslikavanja: i: S—L? koje jednostavno pridruzi
Schwartovu funkciju pripadajuéoj klasi u L? te i*: L2—S’
koje djeluje na sljedeé¢i nacin:

Vel (W) = i) = [ vrax. vres
(41)
Takoder bi trebalo biti jasno iz rasprave u prethodnom
odjeljku da vrijedi sljedeca inkluzija:
S(R) € L*(R) € S'(R) (42)
Takva trojka prostora, zajedno s navedenim preslikava-
njima 4, ¢* ¢ini jedan Gelfandov triplet. Mozemo istim
postupkom zadati jo§ jednu trojku:
S(R) € L*(R) C S*(R), (43)
gdje se $* definira analogno TD prostoru, s jedinom raz-

likom da je on sastavljen od neprekidnih antilinearnih
funkcionala.

21Engleski je naziv Rigged Hilbert space (zato i kratica RHS), gdje
ono "rigged" dolazi od prijevoda originalnog naziva s ruskog i refe-
rira se na sloZeni sustav konopa i kolotura koji omogucéava posadi
jedrenjaka da upravlja s jedrima (dakle, ne odnosi se na namjesta-
nje $to bi bio naivniji prijevod) pa se misli na posve opremljen brod
te je zato odabran termin "opremljen".



Te trojke, (a katkada, ali rijetko, i one obje zajedno) se
nazivaju RHS, pri ¢emu je bitno za uociti da ne¢emo u
QM imati samo jedan RHS, ve¢ ée se za svaki skup ope-
ratora morati konstruirati njihov maksimalni invarijantni
prostor i njegov (anti)dual koji ¢e sluziti namjesto S i 8’.
Dakle, u ovom primjeru imamo RHS za operatore polo-
zaja i impulsa te hamiltonijan slobodne QM cestice.

Prvi dio ingenioznosti RHS leZi u odabiru S kao maksi-
malnog invarijantnog prostora koji nam omoguéava bilo
koji potrebni ra¢un s X, P, H bez brige o domenama,
gdje zahvaljujuéi njegovoj gustoéi mozemo bilo koje sta-
nje iz L? razviti po njemu. Da bi mogli cijeniti drugi dio
trebamo pak najprije uvesti djelovanje operatora na du-
alni prostor i pojam generaliziranih svojstvenih vektora
koje ¢emo odmah pojasniti na primjeru.

Definicija. Neka je A SA operator na H t.d. S C D(A)
te ASCS. Tada definiramo?? A’, dualno prosirenje ope-
raotra A na " A’ : 8'—S8' preko:

gesS': (Ag)(¥) = g(Ay), WeS

Svojstvene vektore od A’ nazivamo generaliziranim svoj-
stvenim vektorima operatora A (nadalje skra¢eno na GV)
te oni zadovoljavaju: (A'g)(va) = ag(ve).

(44)

Primjer 10. (generalizirani svojstveni vektori)

Neka je A operator kao u gornjoj definiciji i neka je
Y, €D(A) rjeSenje njegovog "obifnog" svojstvenog pro-
blema A1), = aty,. Pokazimo da je tada v, ujedno i GV
od A: za ¢€S8 proizvoljan;

(A'i"1ha) (¢) = ("a) (A®)
= Wa,A(b) = <Awa’¢>
= a (tha, §) = (ai*1hs) (¢)

Sto potvrduje da smo bili u pravu kada smo govorili o A’
kao progirenju A. Sada neka su ge8’, €8S i potrazimo
GV za operatore X i P definirane na svojim maksimalnim
domenama:

(X'9) (6) = g(X¢) = g (2¢) = (29)(¢) = (ag)(¢

(45)

)
6
(P'9) (§) = g (P§) = g (—i0,¢) = (i0:9)(d) = <ag><¢>7

Rjesenja prethodnih jednadzbi u smislu distribucija su
g = cd, za X te g = ce™" za P, gdje je c€C proizvoljna
konstanta. Sada smo konac¢no razrjesili nedoumicu koja
je vuce jo§ od petog primjera: Diracova delta i ravni
valovi su GV ovih operatora te spadaju u prostor TD, a
njihove svojstvene vrijednosti odgovaraju kontinuiranom
spektru, §to je u ovom slucaju cijeli R.

22Postoji, naravno, i antidualno prosirenje A* koje se zadaje ana-
logno.
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Uz to mozemo do kraja opravdati i Diracovu notaciju,
gdje su braovi i ketovi distribucije pri ¢emu braovi spa-
daju u dual &', a ketovi u antidual §*, a kao takve u
njih moZemo "staviti" ne samo obi¢ne vektore (zahvalju-
juéi korespondenciji preko i*), ve¢ i objekte koji se ne
moraju ponasati lijepo, poput GV od maloprije. Vri-
jedi dodati da je Diracova notacija u neku ruku dvosjekli
mac, jer se kod nje stapa notacija gdje ne razlikujemo
(anti)dualna prosirenja A’ 1 A* od samog operatora A,
kao ni elemente S, §’, $* i H, Sto istovremeno ubrzava
i olak8ava racune, ali je i uzrok velikog broja paradoksa
i nesporazuma.

C. Jezgreni spektralni teorem

Nastavimo sada jo$ kratko u smjeru poopéavanja poj-
mova vezanih uz funkcije, gdje nam je prvi korak u pros-
tor TD uvesti Fourierov transformat? (skra¢eno nadalje
na FT):

Definicija. Neka je geS’ TD, tada za proizvoljnu Sc-
hwartzovu funkciju ¥ €S definiramo Fourierov transfor-
mat TD kao:

(48)

Propozicija 14. (svojstva FT i inverz na §’)
FT kao preslikavanje S’—S&’ je neprekidna bijekcija te je,
za ¢ 1 1 kao u prethodnoj definiciji, njegov inverz dan sa:

FH 9@) = 9(F ' (¥))

pri ¢emu je naravno kompozicija F'F=FF '=ids
identiteta na prostoru TD.

(49)

Definicija. Neka je A SA operator na H t.d. S C D(A)
te AS=S. Definiramo generalizirani F'T:

t S-S

b= ga(¢)

Gdje je nova varijabla generalizirana svojstvena vrijed-
nost a koja kao parametar ulazi u GV g,. Za operator A
kazemo da ima potpun skup GV ako mu je generalizirani
FT injektivan.

(50)

Teorem 9. (Jezgreni spektralni teorem)
Neka je A SA operator kao i prije. Tada za
neki skup K taj operator ima potpun skup GV:

23Fourierov transformat je pocetno definiran na apsolutno-
integrabilnim funkcijama (L' (RR)) te za njega postoji[10] restrikcija
na S(R), koja je kao preslikavanje S—S neprekidna bijekcija te dje-
luje kao je integralna transformacija upravo onako na kakvu smo
i "naviknuti". Bitno imati na umu da zahvaljujué¢i tome definicija
koja slijedi ima smisla.



{ga,k cs ‘ aEIR,kEK} te postoje konacne Borelove
mjere iy takve da za sve Y€ES vrijedi sljedeci rastav:

= k;{ /R G ()9 dpip (@) (51)
Ay = ,;{ /R 0 g0n(@)gardup(a)  (52)

Ovaj teorem predstavlja svojevrsnu generalizaciju
dijagonalizacije?*, &to se ¢esto u nastavi QM zove prela-
skom u bazu operatora. Dio ovog teorema s raspisom se
moze izreci da je za sve SA operatore moguce pronadi uni-
tarnu trasformaciju koja ih pretvara u multiplikativne,
pri ¢emu se mora uvesti nova mjera u integralima.

Primjer 11. (FT i operatori P, Hyec)

Iz prethodne rasprave znamo da svaki SA operator mo-
zemo svesti na multiplikativan pogodnom unitarnom
transformacijom pa bilo da ra¢unamo GV ili pogodimo
(jer znamo da se pri djelovanju FT deriviranje pretvara
u mnoZenje) ta transformacija za operator impulsa i ha-
miltonijan slobodne ¢estice (neka joj je masa 1/2 jednos-
tavnosti radi) ¢e biti upravo FT. Njihovo ¢e djelovanje
biti: FPF~' = p, FHF~! = p?, pa koristeéi ra¢un iz
primjera 8., imamo da su im rezolvente jednake 1/(p—\)
i1/(p®> —N), aspektri 0(P) =R io(Hpree) = RT. Gdje
vidimo da smo bez muke dobili rezultat koji uopée ne bi
bio trivijalan da smo do njega probali doéi invertiranjem
operatora oblika 9, — A i 92 — \.

IV. AKSIOMATIZACIJA KVANTNE
MEHANIKE

Sada opremljeni svim ovim znanjem mozemo navesti
aksiome QM?°[2, 13| te kre¢uéi od kojih smo u stanju
izvesti ¢itavu QM kao konciznu i preciznu teorija?® — bas
onako kako se uradilo s klasiénom mehanikom, §to je ov-
dje u osnovi i bio nas cilj:

Aksiom 1. (Kvantna stanja)
Stanja fizikalnog sustava dana su vektorima na separabil-

24Vrijedi napomenuti da uz ovaj postoji i "obi¢ni" spektralni te-
orem koji kaze da se SA operatori mogu prikazati kao Riemann-
Stieltjesov integral A = [ AdP()), gdje su P projektivne mjere, ali
zbog velikog broja novih pojmova koje taj teorem iziskuje ovdje ga
navodimo samo u najkra¢im crtama u dodatku E.

25Postoje i ekvivalentni set aksioma kada shvacamo QM u kontekstu
Weilove C*-algebre, a one koje to zanima mogu vidjeti [13, 14].

26 Ovdje konkretno govorimo o teoriji u smislu matematicke teorije, t.
da se QM kakvu poznajemo moze uredno pratiti kao logicki slijed
zakljucivanja gdje nam u osnovi trebaju samo pocetni aksiomi i veé
objasnjena matematicka temelja, pri ¢emu se ne doti¢emo dodatnih
"fizikalno-filozofskih" problema kakve se moZe sresti u QM, poput
problema mjerenja, kvantne informacije, potpunosti teorije i EPR
argumenta itd.
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nom komplesknom Hilberotvom prostru H, ili, opéenitije,
matricama gustoée p : H—H:

p= ZanPn, an >0, Zan =1, Tr(p) =1 (53)

za P, projektore na jednodimenzionalne potprostore H.

Aksiom 2. (Opservable)
Opservable fizikalnog sistema su SA operatori na H.

Aksiom 3. (Mjerenja)

Ako je stanje w opisano vektorom 1, € H (matricom
gustoce p,,), tada za opservablu A oc¢ekivana vrijednost
w(A) je definirana kao prosjek ishoda ponavljanih mje-
renja od A na sistemu u stanju w, a dan je "matri¢nim
elementom" preko skalarnog produkta:

w(A) = (tho, Athy) (=Tr (puA)) (54)

Vjerojatnost da mjerenje opservable opservable A na sta-
nju w opisanim s p,, dade vrijednost iz (Borelovog skupa)
E C R je dana sa:

il (B) = Tr(pPa(E)) (55)

gdje je P4 jedinstvena projektivna mjera?’ pridruzen
operatoru A (sukladno spektralnom teoremu) koji pres-
likava s Borelovih skupova na R u B(A).

Aksiom 4. (Vremenska evolucija)

Neka je (t1,t2) € R vremenski interval u kojem nema
mjerenja i p(t;) stanje na pocetku tog intervala, onda je
stanje na kraju dano s:

p(tz2) = Utz — t1)p(t)UT((t2 — t1) (56)
gdje je unitarni operator vremenske evolucije®7:
U(t) = et = / AP (A) (57)
R

Aksiom 5. (Kolaps valne funkcije)

Kvantno stanje odmah nakon mjerenja opservable A (za
koje je E najmanji Borelov skup ¢iji je element rezultat
mjerenja) je:

PA (E)d)prije

UVposlije = mo 58
Pt = [P (E) byrige %)
U slucaju da je stanja zadajemo matricama gustoce:
PA(E)pprijePa(E
Pposlije = ( ) - ]” ( ) (59)
Tr (PA(E)ppMJePA(E))

27Vidjeti dodatak E.



V. ZAKLJUCAK

U ovome radu nam je cilj bio predstaviti strogu ma-
tematicku pozadinu QM kojoj se esto ne pridaje do-
voljno pozornosti. Tako smo prvo motivirali daljnju ras-
pravu i ukazali na potrebu za pazljivijim tretiranjem
suptilnosti koje se javljaju pri baratanju s beskonacno-
dimenzionalnim prostorima preko paradoksa koji iznose
na vidjelo nedostatke u razumijevanju i naizgledne pro-
bleme u teoriji koje naivan pristup stvara.

Kako bi na sustavan nac¢in tom problemu pristupili iz-
nijeli smo niz bitnih spoznaja iz teorije operatora, gdje
smo vidjeli da je nezaobilazno u definiranju operaotra
deklaracija njegove domene, upoznali smo se s razli¢itim
vrstama operatora i njihovim svojstvima. Naudcili smo
da jedino samoadjungirani operatori mogu predstavljati
opservable i kako ih prepoznati te je li moguce i, ako
da, kako proSiriti operatore-kandidate za opservable da
postanu SA. Eventualnim raspravama o tome na kakvim
prostorima mozemo uopce zasnivati QM smo stali na kraj
pokazujuéi da ju moramo raditi upravo na beskonacno-
dimenzionalnom seperabilnom Hilbertovom prsostoru te
da su svi takvi izomorfni s prostorom L? kvadratno-
inregrabilnih funkcija.

Progirili smo pojam spektra i na operatore u takvim
prostorima, a potaknuti traZenjem interpretacije za kon-
tinuirani dio spektra te zeljom da nekako dademo smisao
rjeSenjima svojstvenog problema koja leze izvan Hilber-
tovog prostora proucili smo kaljene distribucije. Koriste¢i
kao primjer Schwartzov prostor funkcija konstruirali smo
opremljeni Hilbertov prostor te smo vidjeli da se u njemu
baratanje s operatorima drasti¢no pojednostavljuje. Us-
put smo shvatili da na smislen na¢in mozemo tu smjestiti
Diracove braove i ketove, opravdavajuéi s matematickog
stajalista kod fizi¢ara sveprisutnu Diracovu notaciju. Ko-
nacno smo naveli jednu prikladnu varijantu spektralnog
teorema koji predstavlja svojevrsno poopcenje dijagona-
lizacije.

Tako "oboruzani" novim znanjem vracali smo se na
paradokse i pokazali kako njih naravno uopée ni nema te
smo ukazali na Ceste tipove gresaka koji njima rezultiraju.
Dok smo cijelim putem navedene ideje odmah primjenji-
vali na prividno trivijalnom primjeru operatora polozaja,
impulsa i hamiltonijana slobodne ¢estice, gdje smo uocili
da veé¢ tako jednostavan slucaj nije uopce trivijalan te
zahtjeva pazljivo razmatranje.

VI. DODATAK

A. Minimalno o teoriji mjere

Tako bi sadrzaj ovog odjeljka trebao biti poznat svim
¢itaocima, temeljitosti radi, donosimo najbitnije defini-
cije pojmova koji nam trebaju i/ili na koje se pozivamo.

Definicija. Neka je M neprazan skup, podskup parti-
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tivnos skupa od M ¥ C (M) nazivamo o-aglgebra na
M ako je:

(cl) M e X

(02) AcX=M-AcX

(03) za bilo koji niz {A, }, . u X vrijedi: (J, An €2

Ureden par (M, X)) zovemo izmjerljiv prostor, a elemente
Y izmgerljivi podskupovi.

Definicija. Neka je (M, X) izmjerljiv prostor, tada funk-
ciju p: 3 — [0, +00] zovemo mjera na (M,Y), ako zado-
voljava:
(ML) 1 (2) = 0
(M2) za bilo koji niz {A, }, .y u X t.d. 4;NA; =2
za i # j vrijedi: p (U, An) =D, 1 (An)

Uredenu trojku (M, X, ) zovemo prostor mjere.

Definicija. Neka je M neprazan skup, a £ C (M)
podskup partitivnog skupa od M. o-algebru generiranu
& definiramo kao najmanju o-algebru na M koja sadrzi
€ 1 pisemo o (&).

Definicija. Neka je (M, T) topoloski prostor, tada o(T)
zovemo Borelova o-algebru

Cilj svega ovoga jest uzeti standardnu topologiju oto-
vrenih kugli na R, O(R) (sve analogno i dobro funkci-
onira ako Zelimo raditi isR?) i preko nje generirati Bo-
relovu o-algebru, ¢iji ée elementi onda biti podskupovi-
kandidati kojima Zelimo (a i matematicki to moZemo kon-
zistentno odraditi) dodijeliti volumen pomoc¢u mjere, a
mjeru koju planiramo koristiti biti ¢e upravo:

Definicija. Funkciju pr: O(R) — [0, +00], [a,b) — b—a
nazivamo Lesebgueova mjera na R.?°

Definicija. Neka su (Mp,¥1) te (Ma,32) izmjerljivi
prostori. Preslikavanje f: My — Ms zovemo izmjerljivim
ako je praslika svakog izmjerljivog skupa u Ms opet iz-
mjerljiv skup u M, tj. zasve X € X vrijedi f~1(X)e %;.

Definicija. Neka je (M, X, 1) prostor mjere te neka je
zadana jednostavna nenegativna izmjerljiva funkcija s:
M =R, s =" a,xa, a >0, A;NA; = & za
i # j, x4, karakteristika na A;, njen Lebesgueov integral
definiramo kao:

(60)

/ sdp = Zaiu (4;)
M i=1

Definicija. Neka je (M,X, u) prostor mjere, f: M —
[0, 400] nenegativna, izmjerljiva funkcija te S skup svih

29Formalno, sada bi morao uslijediti dokaz da je uy, zadovoljava svoj-
stva mjere. Da radimo na R sve bi bilo isto uz to da bi po&injali
od kartezijevog produkta intervala koji bi se preslikali u produkt
udaljenosti njihovih rubova.



jednostavnih nenegativnih izmjerljivih funkcija s: M —
R, t.d. za sve xte M s < f tada je:

[ san=sup [ san o)

Neka je g : M — [—o00,+00] izmjerljiva realna funk-
cija, koristeé¢i pomocéne funkcija g4 definiramo Lebesgueov
integral realne funkcije kao:

/gdu=/ g+du—/ g—dpu (62)
M M M

g;dJesung—j:g|Ai Ai—{z€M| O}

Neka je h : M — C izmjerljiva kompleksna funkcija,
tada definiramo Lebesgueov integral kompleksne funkcije
kao:

/Mhdp _ A Re(h)dp+ i / m(A)dy  (63)

M

B. Konstrukcija prostora >

Definicija. Neka je (M, Y, i) prostor mjere®? tada defi-
niramo:

LM, S, 1) ={f: M — C| Re(f) i Im(f)

izmjerljive funkcije te / 1FI2dp < oo}
M
(64)

Definicija. Za relaciju ~ kazemo da je relacija ekviva-
lencije na skupu X ako za sve f,g,h € X zadovoljava:
(simetri¢nost) f~g=g~ f
(refleksivnost) f ~ f
(tranzitivnost) f ~g & g~h = f ~h

Definicija. Neka je X skup i ~ relacija ekvivalencije na
njemu, tada definiramo kvocijentni skup od X obzirom
na ~ kao:

X/~ ={la]

Njegove elemente nazivamo klase ekvivalencije te su oni
dobiveni na sljedeéi nacin:

al={feX|f~a} (66)

Propozicija 15. Neka je (M,X,u) prostor mjere i
L2(M, ¥, ) dan kao u definiciji s pocetka odjeljka.
Onda je s ~: f, ge£? f ~g & f =45 g (tj. akko
je f jednaka g na M\O, za O skup mjere nula p(O) = 0)
zadana relacija ekvivalencije na .#2.

|z e X} (65)

30Nama ¢e specifiéno biti: M = R, ¥ = o(ORr) Borelova o-algebra
na R te p Lesesgueova mjera na R. Dok su svi integrali koji se
pojavljuju formalno Lebesgueovi (iako, ako je funkcija Riemann-
integrabilna, onda se rezultati L-integrala i R-integrala poklapaju).
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Definicija. Neka su (M, %, u), L*(M, %, n) i ~ isti kao
i u prethodnoj propoziciji. Kvocijentni skup L2=.%2/ ~
nazivamo prostor kvadratno-integrabilnih funkcija.

I to je kako bi matemati¢ari definirati L2, a mi éemo
za potrebe QM (da bi dogli do valnih funkcija tj. da bi
bili u skladu s poznatim izrazom kako je "kvantno stanje
definirano do na globalnu fazu") izvest ¢emo jos jedno
kvocijentiranje relacijom ekvivalencije ~, gdje je

f~ege30€(0,2n) t.d.VaeM f(z) = g(z)e'™ (67)

Sada sve ¢e sve "stimati" — L? je ostao vektorski prostor,
ali nemamo viSe problema sa skalarnim produktom.

C. PonaSanje kvadratno-integrabilne funkcije u
beskonac¢nosti

Jos na primjeru 4. smo vidjeli kako kvadratna integra-
bilnost funkcije ne namece niti postojanje njenog limesa
u beskonacnosti (3to je istina za navedeni protuprimjer
funkcije smanjujuceg Ceslja), no onda se moZemo zapitati
koji je dovoljan uvjet da takva funkcija trne u beskonag-
nosti. Odgovor na to smo naveli u tekstu, a to je da
dodatno nametnemo zahtjev postojanja prve derivacije
(gotovo svugdje) te njene kvadrantne integrabilnosti.

Lema 1. Neka je ¢ € L?(R) te ako je ¥’ € L*(R) tada
slijedi: limg—s 400 () = 0 = limg oo ¥(x).

Dokaz.

dlg@)* _ d@*y)
dx dz

/ (I;bl

|'(/)(b)|2 = ‘¢(a)|2 + <wl*7w>[a,b] + <"/)*7'(//>[a,b] / ey

b——+oo
. 2 2 % * 0/
Jm [0)* = (@) + 0 Wy + 0y
= const. < oo

¢'*¢+¢¢// dz, [a,b] CRT

/(w/*ww W) da

Gdje smo u zadnjem redu iskoristili pretpostavku o kva-
dratnoj integrabilnosti na IR 1 i njene derivacije Sto
je povuklo su one i iz L?([a,+o0)) pa onda CSB ne-
jednakost garantira konacnost dvaju skalarnih produ-

kata. Sada konstruirajmo niz intervala (I,), gdje je
I,=[nL,(n+ 1)L) i promotrimo:

2 e
S [ w@Pdr= [ @l de= 101 4 <o

Ali onda je redslijeve strane jednakosti konvergentan,
za kojega po konstrukciji vidimo da je pozitivan i rastué,
iz Cega slijedi zakljucak da njegovi elementi trnu, a do-
datno kako su intervali I, su po duljini jednaki imamo
sljedede:



0= lim
n—-+oo

[ 1@ do > win [p@) 2> 0
In x €ly

. . 2
= 1 =0
Jdm (gﬁ ()] )

Sada isti postupak mozemo ponoviti za bilo koju Sirinu
intervala e > 0 te bilo koju pocetnu toc¢ku intervala a > 0,
konacan je zakljucak:

. 2
121}-100 [¢(x)|” = const.

. . 2
CLET@O <z 61[271;14—6} |'l/)(l')‘ > =0

Druga jednakost nam govori kako je jedno gomiliste
funkeije |1(z)|* u beskonacnosti nula, dok prvi uvjet do-
vori kako ta funkcija ima samo jedno gomiliste u besko-
nac¢nosti, stoga imamo samo jedno gomiliSte i ono je u
nuli, tj. kona¢no dolazimo do trazenog rezultata:

lim |¢(z)°=0= lim ¢(z)=0

T—+00 T—+00

Drugi dio dokaza za limes u —oo ide analogno.

D. Fréchetov prostor i Gelfandov triplet

Lako se provjeri da je Schwartzov prostor vektorski
prostor, ali Zelimo li od njega napraviti normirani pros-
tor javit ¢e nam se isti problem s nul-funkcijom i uvje-
tom strogosti (||v||=0 < v=0) u normi koji nas je veé
prije primorao na konstrukciju prostora L?. No, za nase
potrebe, ne¢emo se morati ponovno upustati u taj pos-
tupak, nego ¢emo samo prestati nametati uvjet strogosti
tako dolazeéi do pojmova seminorme, Fréchetovog pros-
tora 1 njegovog (anti)duala:

Definicija. Neka je V' vektorski prostor nad poljem C,
preslikavanje p : V—IRT nazivamo seminorma ako ono
za sve u,veV te AeC zadovoljava:

(homogenost) p(Av) = [A|p(v)

(relacija trokuta) p(u + v) < p(u) + p(v)

Definicija. Neka je V' vektorski prostor i p;, j€EN pre-

brojivo beskona¢na familija seminormi na njemu. V za-

jedno s njegovim seminormama p; nazivamo Fréchetov

prostor ako je zadovoljeno:

(Frl) veV je 0 akko VjeN: p;(v)=0

(Fr2) ako je niz (v, )nen Cauchyjev za sve seminorme p;
onda postoji veV t.d. v, konvergira ka njemu po
svim seminormama p,,.

Definicija. Neka je V' Fréchetov prostor, skup svih ne-

prekidnih (anti)linearnih funkcionala g: V—C nazivamo

(anti)dual Fréchetovog prostora i oznacavamo ga s V'
(V).
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Propozicija 16. Schwartzov prostor funkcija S zajedno
sa svojim seminormama ||-|,, ,,, ¢ini Fréchetov prostor.

Sada smo kona¢no u stanju precizno i opéenito kons-
truirati Gelfandov triplet prostora:

Definicija. Neka je H Hilbertov prostor, V' Fréchetov
prostor te i: V—7H neprekidno linearno preslikavanje s
gustom slikom. Ono tada inducira neprekidno injektivno
antilinearno preslikavanje i*: H—V"' koje djeluje prema
pravilu:

e (i(¢))(v) = (¢,i(v)) VveV (68)

Gdje je kona¢ni rezultat djelovanja jednostavni skalarni
produkt na H (obzirom da je i(v)€H). Vrijedi inkluzija:
V CH CV'. Uredenu trojku (V, H, i) zovemo Gelfandov
triplet prostora ($to se referira na prethodnu inkluziju),
a triplet s antidualom V* analogno se definira.

E. Spektralni teorem

Definicija. Neka je X(X) o-algebra na X. Preslikava-

nja X(X)DF — PgCL(H) nazivamo projektivne mjere

(skrac¢eno PVM) ako zadovoljavaju:

(PM1) Px =1

(PM 2) PgPr = Pgur

(MP 3) za po parovima disjunktan niz {E}, . C 3(X):
ZjeIc]N Pg,(¢) = PUJ’EIC]N E; (¥), YveH

Propozicija 17. Neka je dan PVM P te izmjerljiva
funkcija f: X — C, tada je:

Af:{wem /. f<E>|2u£f;(E><oo} (69)

gust podskup od H, za ugf(;(E) = (¢, Pp¢). Dodatno,

postoji jedinstven operator [, f(E)dP(E): Ay — H t.d.

W, ( /X F(E)AP(E))6) = /X FEEE)  (70)

Teorem 10. (Spektralni teorem)
Neka je A SA operator na H, tada postoji jedinstven
PVM PW: (OR) — L(H) t.d.

A= EdPYW(E),
a(4)

D(A) =Apm=e  (T1)
te se funkcije operatora mogu zadati preko:

g(4) = / L AEPOE) (72)
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