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U ovom seminarskom radu najprije ¢emo definirati kariotip stanice kao veli¢inu u kojoj je sadrzana
sva informacija o kromosomima stanice i objasniti na koja tri nac¢ina moze zavrsiti zivot stanice. Na-
pisat ¢emo rate jednadzbu za broj stanica odredenog kariotipa te traziti njeno stacionarno rjesenje.
Problem ¢e se potom svesti na rjeSavanje svojstvene jednadzbe numerickim metodama. Parametri-
zirati ¢emo funkciju vjerojatnost da se stanica neispravno podjeli te naposljetku gledati pod kojim
uvjetima dobivamo stanice odredenog kariotipa, posebice onih kariotipa koje uo¢avamo u tumorskim

stanicama.

I. TEORIJSKI UVOD

Prilikom diobe, stanice se mogu podijeliti ispravno, ali
moze dodi i do pogresaka. Pogreske koje se dogadaju pri
diobi stanica glavni su uzrok tezih bolesti kao $to su tu-
mori. Na Slika 1. shematski je prikazana dioba nekoliko
generacija stanica. Radi jednostavnosti sheme, stanice

APOPTOZA

Slika 1. Shematski prikaz diobe stanica
(kromosomi oznaceni crno)

imaju samo 3 kromosoma, dok ¢e ostatak seminarskog
rada sadrzavati informaciju o 23 kromosoma koliko ih ima
covjek. Na shemi je prikazana ispravna dioba gdje od ro-
diteljske stanice nastaju dvije identicne stranice kéeri, ali
i misegregacija u ¢ijem slucaju stanice kéeri imaju jednu
kopiju prvog kromosoma vise ili manje u odnosu na rodi-
teljsku stanicu. Misegregacija se, naravno, moze dogoditi
na bilo kojem od kromosoma. Osim ispravne diobe i mi-
segregacije, moze se dogoditi da stanica nema dovoljno
dobre uvjete za zivot te umire. Taj se dogadaj naziva
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apoptoza. Svaka stanica ima dobro definirano vrijeme
zivota, T, na kraju kojeg ¢e dozivjeti jedan od ova tri
moguca ishoda, stoga mora vrijediti:

pd+pm+pa:1

gdje su pg, pm 1 pg vjerojatnosti za ispravnu diobu,
misegregaciju i apoptozu, respektivno.

Svaka stanica ima odredeni kariotip. Kariotip nam
govori koliko stanica ima kromosoma, kako ti kromosomi
izgledaju te koliko svaki od njih ima kopija. Primjer ka-
riotipa zdravih tjelesnih stanica covjeka prikazan je na
Slika 2. Stoga uvodimo vektor K koji nam opisuje kari-
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Slika 2. Kariotip ¢ovjeka [1]



otip stanice:

Njegove komponente c¢; oznacavaju broj kopija i-tog kro-
mosoma. Stanice kod kojih svi kromosomi imaju jednak
broj kopija nazivaju se euploidi. Nase zdrave tjelesne
stanice imaju po dvije kopije svakog kromosoma pa su
one diploidi, dok, na primjer, spolne stanice imaju jednu
kopiju svakog kromosoma pa su one haploidi. Sve sta-
nice koje nisu euploidi, nazivaju se aneuploidi. Kod njih
jedan ili vise kromosoma imaju visak ili manjak kopija
u odnosu na ostale. U ovome radu promatrat ¢emo kro-
mosome do dvije kopije pa ¢e pojedini ¢; moéi biti samo
1 ili 2. Misegregacija i-tog kromosoma ovisit ¢e o broju
kopija tog kromosoma, c;, pa vrijedi p,,, = poc; gdje je
Po vjerojatnost misegregacije jedne kopije.

A. Matematicki formalizam

—

Broj stanica odredenog kariotipa, N(K), u vremenu
mozemo opisati sljede¢om rate jednadzbom:

+> k(K — 6N (K - é)

=1

gdje su kg, k., 1 kq brzine ispravne diobe, misegregacije i
apoptoze, respektivno. Njih mozemo mozemo povezati sa
odgovarajuéim vjerojatnostima preko relacije k; = p;/T.

Dakle, ako se stanica ispravno podijeli doé¢i ¢e do
povecanja broja stanica N(K) (prvi élan u jednadzbi
(1)), ako pak dode do pogreske pri diobi stanice nastat
¢e stanice drugacijeg kariotipa Sto ¢e smanjiti broj
N(K) (drugi élan u jednadzbi (1)), a ako stanica umre,
naravno, dolazi do smanjenja broja stanica kariotipa
K (treéi élan u jednadzbi (1)). Cetvrti clan opisuje
situaciju u kojoj roditeljska stanica ima kopiju i-tog
kromosoma wvise te ju prilikom neispravne diobe izgubi
pa nestane stanica kariotipa K , dok posljednji ¢lan
opisuje situaciju u kojoj roditeljska stanica imaju kopiju
i-tog kromosoma manje te ju prilikom neispravne diobe
dobije pa nastane stanica kariotipa K.

Nadalje, grupirat ¢emo sve kromosome koji imaju jed-
nak broj kopija te uvesti novu velicinu koju zovemo

makro-kariotip. Tako smo izgubili informaciju o sva-
kom pojedinom kromosomu, ali smo si znatno sma-
njili dimenziju problema jer umjesto da se bavimo s
223 razlicita kariotipa, bavimo se s 24 razli¢ita makro-
kariotipa. Marko-kariotip definiramo na sljede¢i nacin:
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gdje su x7 i o brojevi kromosoma u stanici sa jed-
nom, odnosno dvije kopije. Budué¢i da mora vrijediti
1+ 22 = 23, u ovom pojednostavljenom slucaju sa mak-
simalno dvije kopije kromosoma, makro-kariotip je u pot-
punosti odreden jednim od ova dva broja, uzmimo da je
to Io. .

Broj stanica odredenog makro-kariotipa, N(M), dan je
sljede¢im izrazom:

gdje se faktor ispred sume brine da se permutacije kro-
mosoma s istim brojem kopija ne broje vise puta.

Kako bi dobili rate jednadzbu za makro-kariotip, izraz
(1) moramo posumirati po svim permutacijama kariotipa
te nakon malo sredivanja dobivamo:
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Budué¢i da ne zelimo da dioba stanica ide u be-
skonac¢nost u jednadzbu (3) uvodimo parametar satura-
cije, a, koji definiramo na sljede¢i nacin:

> N (M)
a=(1-=~——= 4
) ()
gdje je Ny, broj stanica nakon kojeg dioba prestaje.
Sada je nasa jednadzba od interesa sljedeca:
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Kao sto se moze primijetiti, parametar a pojavljuje se
u svim ¢lanovima osim onoga koji odgovara apoptozi.
To je zato sto apoptoza ni na koji nacin nije uvjetovana
saturacijom dok svi preostali clanovi utjecu na povec¢anje
broja stanica pa ih saturacija mora ”gusiti”.

Time smo dobili nelinearan sustav obi¢nih diferencijal-
nih jednadzbi koji se moze rijesiti ili numerickom integra-
cijom ili trazenjem stacionarnog rjesenja, a buduéi da nas
zanima odrasli organizam ¢iji se broj stanica ne mijenja
znacajno u vremenu, stacionarno rjeSenje se namece kao
jednostavni pristup koji nam moze dati korisne informa-
cije. Dakle, rjesavamo jednadzbu:
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Ako gornju jednadzbu zapisemo za svaki od 24 makro-

AN ( M) kariotipa dobit ¢emo svojstvenu jednadzbu AN, = AN,
T 0 (6)  gdje je A trodijagonalna 24x24 matrica oblika:
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é prepoznajemo kao svojstvene vrijednose A, dok su No
pripradni svojstveni vektori oblika:

N(LCQ = 0)
N(J?Q == 1)
No=1|
N({EQ = 22)
N(zo = 23)

Dakle, sada nam je cilj rijesiti gornju matri¢nu jed-
nadzbu, tj. pronaéi svojstvenu vrijednost koja odgo-
vara stacionarnom rjeSenju te pripadni svojstveni vek-
tor. Medutim, treba imati na umu da nam vektor broja
stanica, N , mora zadovoljavati definicijski izraz za satu-
raciju (4) pa uvodimo dodatnu konstantu, ¢, takvu da je
]\7 = C]\?Q.

No, prije nego to u¢inimo, potrebno je parametrizirati
funkeije po(z2), pa(x2) i T(x2) koje se kriju u nasoj ma-
trici:

po(l‘g) =a+b- T - (23 - 1‘2)
pa(r2) = 1072, za svaki o
T(x2) =1 dan, za svaki x5

Funkcijama pg(z2) i T(x2) pridruzujemo konstante vri-
jednosti tako da one postaju neovisne o makro-kariotipu

(

T9, dok ¢emo funkciji pp mijenjati vrijednosti konstanti a
i b te promatrati kako to utjeCe na rjesenje svojstvenog
problema. Prisjetimo se, funkcija pg daje vjerojatnost da
se dogodi misegregacija jedne kopije kromosoma.

II. REZULTATI I RASPRAVA

Svojstveni problem rjeSavan je numericki koristeci
NumPy i SciPy biblioteke u Pythonu.

1. Veéa misegregacija haploidnih stanica

Ako parametre odaberemo tako da je:

107% zaxze =0
a=110"" zaxy =23 (9)
10~3 inace
b=10"3 (10)

rjeSavanjem svojstvene jednadzbe dobivamo rezultat pri-
kazan na Slika 3. Kao $to se moze primijetiti, odabrani
parametri odgovaraju situaciji u kojoj imamo veéu mi-
segregaciju haploidnih stanica u odnosu na diploidne pa



10000

8000

6000

N(xz)

2000

o 1 2 3 4 5 6 7 B8 % 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 0 2 2 3
Xz

Slika 3. Ovisnost broja stanica o makro-kariotipu za parame-
tre (9) 1 (10) te N¢or = 10000.

kao rjesenje dobivamo da u sustavu prevladavaju diplo-
idne stanice (z2 = 23), dok je broj stanica ostalih makro-
kariotipa zanemarivo mali te se niti ne vidi na grafu.

2. Veéa misegregacija diploidnih stanica

Ako sada parametre postavimo na veéu misegregaciju
diploidnih stanica:

107° zaxze =0
a=1<10"* zaxzy =23 (11)
103  inace
b=10"3 (12)

rjeSsavanjem svojstvene jednadzbe dobivamo rezultat pri-
kazan na Slika 4. Kao §to se moglo i ocekivati, prevlada-
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Slika 4. Ovisnost broja stanica o makro-kariotipu za parame-
tre (11) i (12) te Nyor = 10000.

vaju haploidne stanice (z2=0).

3. Jednaka misegregacija haploidnih i diploidnih stanica

Promotrimo sada situaciju u kojoj parametre odabi-
remo tako da je misegregacija jednaka i za haploidne i za
diploidne stanice:

107% zaxze =0
a=410"*% zaxzy =23 (13)
1073 inace
b=10"3 (14)

Odabirom gornjih parametara dobivamo rezultat prika-
zan na Slika 5. Zanimljivo, opet su prevladale haploidne
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Slika 5. Ovisnost broja stanica o makro-kariotipu za parame-
tre (13) i (14) te N¢or = 10000.

stanice iako je postavljena misegregacija bila jednaka.

U sva tri gornja primjera, konstantu b drzali smo na
istoj vrijednosti. To je znacilo da nam se misegragacija
aneuploidnih stanica kretala od 1072 do 10! §to je veée
od misegregacije haploidnih i diploidnih stanica pa ih niti
nismo uocavali.

4. Pojava aneuploidnih stanica

Ono §to nas zapravo najvise zanima je pogledati za
koje parametre prevladavaju aneuploidne stanice jer su
one povezane s nastankom tumora i drugih anomalija.
Ako parametre odaberemo tako da je:

1072 zaxze =0
a=1<10"3 zaxzy=23 (15)
103  inace
b=10"° (16)

dobivamo rezultat prikazan na Slika 6. Na grafu mozemo
uociti nezanemariv broj aneuploidnih stanica u podrucju
xg = [1,11].
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Slika 6. Ovisnost broja stanica o makro-kariotipu za parame-
tre (15) i (16) te Nyor = 10000.

Pogledajmo i sljedeé¢u kombinaciju parametara:

1072 zaxze =0
a=110"* zaxy =23 (17)
103  inace
b=0 (18)

za koju dobivamo rezultat prikazan na Slika 7. Domi-
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Slika 7. Ovisnost broja stanica o makro-kariotipu za parame-
tre (17) 1 (18) te Nior = 10000.

niraju diploidne stanice uz pojavu aneuploidnih stanica
makro-kariotipa x5 = [16, 22].

III. ZAKLJUCAK

U ovom seminarskom radu objasnili smo Sto je kari-
otip te na koja tri nacina zavrsava zivot svake stanice.
Kako bi si smanjili dimenziju problema, tj. broj neline-
arnih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, s kariotipa smo
presli na makro-kariotip. Napisali smo rate jednadzbu za
broj stanica odredenog makro-kariotipa te numerickim
metodama trazili njeno stacionarno rjesenje. Parame-
trizirali smo izraz za misegregaciju jedne kopije kromo-
soma te promatrali pod kojim uvjetima prevladavaju sta-
nice odredenog kariotipa, posebice onih kariotipa koje
uocavamo u tumorima.

U daljnjoj analizi ove teme ima jo$ puno mjesta za na-
predak. Naime, poznato je da vrijeme zZivota stanice kao
i vjerojatnost za smrt takoder ovise o kariotipu tako da
bi funkeije T'(z2) i pa(z2) takoder trebalo parametrizi-
rati te promatrati kako to utjece na rjeSenje svojstvenog
problema. Uz to, pozeljno je poveéati broj kopija kromo-
soma na vise od dvije kopije ¢ime bi dobili veée bogatstvo
rjeSenja i bolji opis bioloskih sustava.

IV. ZAHVALA

Od srca zahvaljujem mentoru Nenadu Pavinu na sa-
vjetima, pomodi i trudu u izradi ovog seminara.

[1] https://www.genome.gov/genetics-glossary/Karyotype



