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Sazetak

U ovom radu iskazana je teorija klasi¢ne elektrodinamike u kojoj jedini
dozvoljeni elektri¢ni naboji odgovaraju topoloskim singularitetima u elektro-
magnetskom polju, dok kontinuirane raspodjele naboja nisu dopustene. Te-
orija je formulirana na temelju relativisticke Weylove jednadzbe u inverznom
prostoru, ¢ija svojstvena stanja parametarski ovise o prostornim i vremenskim
koordinatama i obliku trajektorije singulariteta. Pomocu svojstvenih stanja
Weylove jednadZbe ra¢unaju se Berryjeva koneksija i Berryjeva zakrivljenost.
Cilj ovog rada je eksplicitnim ra¢unom pokazati da komponente Berryjeve
zakrivljenosti u ovoj teoriji odgovaraju komponentama elektromagnetskog
polja to¢kastog naboja dobivenog iz Maxwellovih jednadzbi, do na multipli-
kativnu konstantu.

1 Uvod

1.1 Liénard-Wiechertovi potencijali i pripadna polja

U klasi¢noj elektrodinamici opisanoj Maxwellovim jednadzbama elektri¢no (E) i
magnetsko (B) polje ovise o raspodjelama naboja i struja p(x, t), j(r, t) na nacin opi-
san Jefimenkovim jednadzbama [2]. Posebno znacajan elektrodinamicki problem
je sustav tockastog naboja g koji se u vakuumu giba po trajektoriji w(t). Distribu-
cije naboja i struja kod ovog sustava iznose p = go(r—w(t)), j = qv(t)6(r—w(t)), gdje
v(t) odgovara brzini naboja. RjeSenje ovog problema u Lorentzovom bazdarenju
dano je Liénard-Wiechertovim (L-W) potencijalima Vi, Aym:
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gdje je x* = (ct,r) oznaka za to¢ku prostorvremena, c je brzina svjetlosti, s =
r—-w(t),s=|s|,iv= %Itr je brzina toc¢kastog naboja izvrijednjena u retardiranom

vremenu t,. Retardirano vrijeme definirano je implicitnom relacijom:
[t —w(t)| = c(t —t,). (2)

Ovisnost potencijala (1) o retardiranom vremenu posljedica je kona¢nog vremena
propagacije informacije o gibanju naboja, koja se $iri brzinom svjetlosti (Slika 1a).



.(ct, r)

(ctr, w(tr))

Slika1 (a) Pojednostavljeni prikaz Minkowski prostorvremena sa svjetskom li-
nijom naboja. Tocka na svjetskoj liniji w*(t,) = (ct,, w(t;)) povezana je tockom
x* linijjom svjetlosnog tipa, koja predstavlja Sirenje signala informacije o gibanju
naboja. (b) Zatvorena krivulja u parametarskom prostoru za sustav opisan Hamil-
tonijanom (8) prilikom adijabatske promjene smjera magnetskog polja. Berryjeva
faza odgovara integralu koneksije po dS ili zakrivljenosti po S. Zakrivljenost ima
radijalni smjer, analogno elektri¢cnom polju mirnog naboja.

Elektri¢no i magnetsko polje slijede direktno iz L-W potencijala:
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Donji indeks M oznacava da se radi o rjeSenju Maxwellovih jednadZbi. Detaljan
izvod jednadZbi (1)-(3) danje u [2, 3].

EM(XH) = —VVM - , BM(.?C#) =VX Ay (3)

1.2 Berryjeva koneksija i zakrivljenost u kvantnoj adijabatskoj
aproksimaciji

Teorija elektromagnetizma opisana u odjeljku 2 oslanja se na Berryjev ra¢un ko-
neksija i zakrivljenosti, koji je u originalnom ¢lanku [5] obavljen u kontekstu
kvantne adijabatske aproksimacije. Zbog identi¢nog matematickog formalizma,
korisno je uspostaviti analogiju s originalnim problemom.

Neka je kvantni sustav opisan Hamiltonijanom H(R(t)), koji implicitno ovisi
o vremenu preko skupa parametara R(t). Neka je Ho(R(t)) vremenski neovisan
Hamiltonijan koji odgovara H(R(t)) zamrznutom u trenutku ¢ i neka su |n(t)) i
E,(t) pripadna svojstvena stanja i energije. Radi jednostavnosti, pretpostavimo
dajeut = Osustav usvojstvenom stanju |1(0)) i da nema degeneracije u Hy. U spe-
cijalnom slucaju spore vremenske promjene parametara R(f) vrijedi adijabatska
aproksimacija [5], pa je evolucija stanja sustava |1,b> opisana jednadzbom:
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Odnosno, sustav ostaje u istom svojstvenom stanju trenutnog Hj, do na fazni

faktor. Osim dinamicke faze 6%, koja je uvijek prisutna u evoluciji, sustav dobiva

i dodatnu geometrijsku fazu 05, koja je definirana relacijom:

R(Y)
05 = [ i@V lam) - ar ©)
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Geometrijska faza odgovara integralu Berryjeve koneksije A = i(n(R)| Vg [n(R)) po
krivulji u parametarskom prostoru. U posebnom slucaju kada se parametri sus-
tava nakon evolucije vrate u pocetno stanje, krivulja integracije JS je zatvorena, i
odgovara rubu neke plohe S. Linijski integral (5) moze se tada pomoc¢u Stokeso-
vog teorema pretvoriti u povrsinski integral po S. U specijalnom slucaju, kada je
parametarski prostor trodimenzionalan, vrijedi:

93:56A~dR:5@§VxA-daE#Q~da. (6)
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Veli¢ina Q odgovara Berryjevoj zakrivljenosti. U opcenitom slucaju parametarskog
prostora proizvoljne dimenzije, Berryjeva zakrivljenost definirana je kao antisi-
metricni tenzor:

Qu =dA, — A, (7)

U tri dimenzije se ova definicija svodi na rotaciju koneksije. Valja naglasiti da se
prilikom promijene koordinatne baze parametara R(t) — R’(t) koneksija i zakriv-
ljenost respektivno transformiraju kao vektor i tenzor 2. reda.

Promotrimo kvantni sustav magnetskog dipola u homogenom magnetskom
polju B, ¢iji smjer se moze adijabatski mijenjati u vremenu. Hamiltonijan ovog
sustava glasi:

H=x0-B, (8)

gdje konstanta x opisuje jac¢inu interakcije s magnetskim poljem, a ¢ = (0,,0y,0:)
su Paulijeve matrice. MoZe se pokazati [6] da Berryjeva zakrivljenost dobivena iz
svojstvenih stanja ovog Hamiltonijana ima oblik koji je potpuno analogan elek-
tricnom polju mirujuéeg naboja:
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gdje predznak zakrivljenosti ovisi o odabiru svojstvenog stanja. Rezultat je ilus-
triran na slici 1b. Zbog matematicke sli¢nosti, ovaj kvantni sustav posluZit ¢e kao
korisna analogija s teorijom opisanom ispod.

2 Formulacija teorije

Standardna teorija klasi¢ne elektrodinamike opisana Maxwellovim jednadZbama
opcenito dopusta kontinuirane raspodjele naboja. Singularnost i kvantizacija
elektri¢nih naboja nisu intrinzi¢na svojstva Maxwellovih jednadzbi, i kao takve
ih je potrebno naknadno postulirati. Dirac je pokazao [4] da bi kvantizacija elek-
tri¢énog naboja prirodno slijedila iz njegove interakcije s magnetskim monopolom
u kvantnoj mehanici. No, postojanje magnetskog monopola nikada nije bilo eks-
perimentalno potvrdeno.

Za razliku od Diracovog ¢lanka, teorija [1] uvedena u ovom odjeljku pot-
puno je klasi¢na, i ne oslanja se na postojanje magnetskog monopola. U njoj su
dopusteni iskljucivo singularni naboji koji poprimaju dvije moguce vrijednosti:
+e, gdje je e elementarni naboj (konvencionalno definiran kao pozitivna veli¢ina).
Teorija se bazira na relativistickoj Weylovoj jednadZzbi u prostoru koji je inverzan
prostorvremenu Minkowskog;:

J - Jd J J -
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c awwzz(k ;p") = —(0x % + 0y TS + 0. akz)l,bzz(k P, (10)
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gdje je k¥ = (w/c, k) 4-vektor u inverznom prostoru, a o; su Paulijeve matrice.
JednadZba (10) predstavlja desni oblik Weylove jednadZzbe, $to je oznaceno in-
deksom R u Pr(k*; p"). Lijeva Weylova jednadzba odgovara (10) s negativnim
predznakom na lijevoj strani jednakosti. Obje Weylove jednadzbe koriste se u
ovoj teoriji za dobivanje razlicitih rjeSenja, na nacin opisan u ostatku odjeljka.
Valna funkcija {(k#; p*) je dvokomponentni spinor koji parametarski ovisi o
vektoru p”, koji sadZri informaciju o koordinatama prostora i vremena i trajek-
toriji naboja (definiran ispod). U trenutnoj teoriji, P¥(k#; p”) nema fizikalnu in-
terpretaciju, i sluzi samo kao pomocna funkcija za izra¢un Berryjeve koneksije i
zakrivljenosti. Kako bi se (10) svela na algebarsku jednadzbu, koristen je ansatz:

~ . .
Prlk) = (o) exp(ik - p = i2p°), )
pri éemu je veli&ina p* = (p°, p) 4-vektor definiran kao:
ot =AY, (" —w’) = A", s, (12)

gdje je x* = (ct,r) tocka prostorvremena u kojoj ratunamo polja, dok w* =
(ct., w(t)) odgovara polozaju naboja u trenutku t., odnosno opisuje svjetsku liniju
naboja. A", predstavlja matricu Lorentzove transformacije koja ovisi o trajektoriji
naboja na nacin koji ¢e biti kasnije specificiran. Za sada zahtijevamo da ova tran-
sformacija pripada pravoj, ortokronoj Lorentzovoj grupi SO*(1, 3) (Eng. Restricted
Lorentz group). UvrStavanjem (11) u (10) dobiva se svojstvena jednadzZba:

Hyr(p") = 0 - pPr(p*) = p°Pr(p"). (13)

Uvjet postojanja netrivijalnog rjeSenja jednadzbe (13) glasi p*p, = 0, odnosno
vrijedi p° = #|p|. Pripadna svojstvena stanja jednadZbe su [r.) i [Yr,), gdje
indeksi p,n odgovaraju predznaku p°. Uvjet ptp, = 0 implicira da je vektor
p" svjetlosnog tipa. Vektori p* i s* povezani su Lorentzovom transformacijom
(12). Opcenita Lorentzova transformacija ¢uva normu 4-vektora, $to znaci da je
i vektor s* svjetlosnog tipa: s’ = %|s|. Zbog zahtjeva da transformacija pripada
SO*(1,3), ona ¢uva predznak vremenske komponente 4-vektora svjetlosnog tipa:
sgn(s®) = sgn(p°). Koristenjem ovih svojstava, zajedno s definicijom vektora s#,
dobivaju se dvije moguce vrijednosti f.:

1
fe =t —Jr—w(t)l. (14)

JednadZba (14) odgovara definiciji retardiranog vremena (2) u slucaju kada je
p® > 0. Sludaj p° < 0 daje definiciju avansiranog vremena. Ralun Berryjeve
zakrivljenosti iz pripadnih funkcija [{)r ) i [{'r ») respektivno bi dao retardirana i
avansirana rjeSenja Maxwellovih jednadzbi.

Primjenom identi¢nog racunskog postupka na lijevu Weylovu jednadzbu do-
bivaju se funkcije [{r ) i [i)1,,). Iz lijeve i desne Weylove jednadzbe zajedno se
dobivaju 4 rjeSenja: 2 retardiranai2 avansirana. Zbog toga $to avansirana rjeSenja
nisu u skladu s kauzalnosti, u ovom radu su odbacena. Preostaju dva prihvat-
ljiva rjeSenja: [{,) i [r,). Kao Sto ¢e biti pokazano u odjeljku 3, zakrivljenosti
dobivene pomocu njih respektivno odgovaraju elektromagnetskim poljima pozi-
tivnog i negativnog tockastog naboja. Zato nadalje uvodimo pojednostavljenu

notaciju [{_) = [Yr,), [P4) = [WP1)-



Lorentzova transformacija A u definiciji (12) ovisi o brzinama i akceleracijama
singulariteta izvrijednjenim u vremenu ¢, $to se svodi na ovisnost o , za kauzalna
rjeSenja. Transformacija ima oblik A = RB, gdje B(v) odgovara ¢istom Lorentzo-
vom potisku definiranim brzinom naboja v(t,), a R(0) = e OJs0Js+0:5) je rotacija
koja ovisi o brzini i akceleraciji naboja. Operatori J; odgovaraju generatorima
rotacije, dok je 6 = (0,, 0,, 0,) definiran u integralnom smislu na slijedeci nacin:

mm=ﬁkf@mw»mm' (15)
N1y ,
an(t) = 5L @) < v(O), (16)

Izraz (16) odgovara Thomasovoj precesiji [8], gdje su viabrzina i akceleracija naboja
iy =1/ V1 —v?/c2. Vektor fi predstavljajedini¢ni vektor smjera okomit na ravninu
koju ¢ine a(t,) i v(t,). U odjeljku 3 biti ¢e pokazano da elektromagnetska polja ne
ovise eksplicitno o 8, ve¢ isklju¢ivo o njegovoj derivaciji po retardiranom vremenu
de(t,)/dt, = wry(t,). U slucaju gibanja po pravcu vrijedi a X v = 0 i Lorentzova
transformacija se svodi na ¢isti potisak. U slu¢aju 2D gibanja u ravnini se definicija
6 pojednostavljuje u:

mm:f”mﬂww. 17)

Primijetimo da je ovisnost A o retardiranom vremenu posljedica odabira retardi-
ranih rjeSenja. Kada bi nas zanimala avansirana rjeSenja, potrebno bi bilo svugdje
u definiciji A zamijeniti ¢, s t,.

Jednom kada su izrac¢unata svojstvena stanja [, ), [{-), iz njih se moZe dobiti
Berryjeva koneksija, ¢ije se komponente u teoriji identificiraju kao vektorski i
skalarni potencijal:

1., .0
A = iIVIY), V = —SiYIZ ). a8)

Valja naglasiti da su ovi potencijali bitno razli¢iti od L-W potencijala Ay, Vi iz
Maxwellove teorije. Ra¢unom Berryjeve zakrivljenosti iz koneksije dobivaju se
elektri¢no i magnetsko polje naboja:

10A
E=V XA, B—VV+C—2E (19)
Polja (19) se od polja to¢kastog naboja iz Maxwellove teorije razlikuju samo u
globalnoj multiplikativnoj konstanti:

e e
= E, By =
27T€0 M

Eym B, (20)

27T€0
gdje je €y elektri¢na permitivnost vakuuma. Ova konstanta je fiksirana unutar
teorije. Primijetimo da je elektri¢no polje definirano kao rotacija koneksije. Mate-
matickiidentitet V-(VxA) = 0 implicira da kontinuirana gusto¢a naboja u prostoru
nuzno iS€ezava, i jedini prihvatljivi izvori ostaju singulariteti za koje taj identi-
tet ne vrijedi. Postuliranjem principa superpozicije na koneksije, teorija se moze
generalizirati na proizvoljni broj singulariteta. Kvantizacija naboja posljedica je
Chernovog teorema [7] i detaljnije je diskutirana u [1].

Promotrimo nekoliko specijalnih slucajeva trajektorije naboja. U slucaju mir-
nog naboja koji se nalazi u to¢ki w, Hamiltonijan (13) svodi se na oblik analogan
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(8). Kao sto je i ocekivano, rac¢un zakrivljenosti daje elektri¢no polje oblika ana-
lognog s (9), dok magnetsko polje iS¢ezava:
1 r-w

E—izm, B =0, (21)

ova polja odgovaraju poljima miruju¢eg naboja do na multiplikativnu konstantu.

Predznak polja posljedica je izbora funkcije [, ili [i)_) pri ra¢unu zakrivljenosti.

Promotrimo slijedece slu¢aj naboja koji se giba konstantnom brzinom. Zbog

rotacione simetrije moZe se bez gubitka opcenitosti uzeti da se naboj giba po z osi.

Hamiltonijan (13) tada ima oblik:

H = xo0y + yo, + y(z — v,t)o.. (22)
Racunom zakrivljenosti (odjeljak 3.1) dobivaju se polja:

V(r — v,t2)

B=LluaxE (23)
[X2 + 12 + y2(z — v.1)?]

3/27 2

1
E==
2

koja su konzistentna s rjeSenjem Maxwellovih jednadZbi. Ovo nije iznenadujuce
jerje (22) samo Lorentz potisnuta verzija Hamiltonijana za mirujué¢i naboj. No, ono
Sto nije trivijalno ocito je da se (22) lako moZe generalizirati i na slucaj akcelerira-
nog gibanja po pravcu. Slijede¢i definiciju, Hamiltonijan opcenitog, akceleriranog
gibanja po z osi glasi:

H =x0,+ Yo, + ]/(t,,)(Z —w(t,) — v.(t,)(t — t,))0. (24)

Zakrivljenost za ovaj slucaj izracunata je u odjeljku 3.2, i njene komponente
savrseno se slazu s poljima dobivenih pomo¢u Maxwellovih jednadZzbi.
Hamiltonijan opcenitog 2D gibanja u ravnini bitno je kompliciraniji od 1D
slucaja zbog prisutnosti rotacije, odnosno Thomasove precesije. Unatoc¢ tome,
racun zakrivljenosti egzaktno reproducira rjeSenja Maxwellovih jednadZzbi [2]:

1

(@ -oPu+sx@xa), B=-3$xE, (25)

S
(s - u)®

gdje su uvedene pokrate s = r — w(t,), s = |s|, u = ¢§ — v(t,). Podrazumijeva se da
su sve brzine i akceleracije u (25) izvrijednjene u retardiranom vremenu. Zbog
kompleksnosti 2D rac¢una, u odjeljku 3.3 je on obavljen samo za z komponentu
elektri¢nog polja. Rac¢un preostalih komponenti mogao bi se analiticki obaviti na
potpuno analogan nacdin, i numericki je potvrdeno da daje to¢ne rezultate.
Usporedbom s Maxwellovom teorijom [2], moZemo primijetiti da izraz (25) ne
daje to¢na polja samo u slucaju gibanja u ravnini, ve¢ i za opcenitu 3D putanju
naboja. Razlog je to Sto polja u toc¢ki prostorvremena x* ovise samo o brzini i
akceleraciji naboja u jednoj retardiranoj tocki putanje, a svaki dio putanje lokalno
izgleda kao 2D krivulja. Zamislimo ¢esticu koja se giba po 2D putanji takvoj da su
joj brzina i akceleracija izvrijedneni u ¢, identi¢ni brzini i akceleraciji ¢estice koja
se giba po 3D putanji. Signal koji se Siri u x* iz retardirane tocke putanje biti ce isti
za obje Cestice, rezultirajuéi identi¢nim poljima u x*. Zbog ove lokalne sli¢nosti
putanja ¢e Hamiltonijan za opcenitu 3D putanju imati isti oblik kao za gibanje
u ravnini, do na jednu razliku: definiciju kuta 6. U slucaju 2D gibanja je 6 po
definiciji (17) uvijek okomit na ravninu gibanja. No, kada bi naivno postulirali da
(17) vrijedi i za opcenitu putanju, ova okomitost ne bi bila zadovoljena jer vektor

1
E=+-
2
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Thomasove kutne brzine u integrandi moZe mijenjati smjer tijekom gibanja, $to
vodi do desinkronizacije smjerova 6 i wr,. Zato je u opcenitoj definiciji (15)
potrebno projicirati 6 tako da uvijek bude okomit na ravninu gibanja u retardiranoj
tocki. Numericka provjera potvrduje da ovakva generalizacija daje to¢na polja za
proizvoljnu 3D putanju naboja.

Preostaje jo$ pitanje Lorentz kovarijantnosti ove teorije. Promotrimo dva iner-
cijalna sustava: SiS’, s pripadnim necrtanim i crtanim koordinatama. Hamilto-
nijan u sustavu S izraZen je preko necrtanih koordinata, i oblika je (13). Metodom
racuna koneksije i zakrivljenosti iz njega se dobivaju polja E(t,r) i B(f,r). Tran-
sformacijom u sustav S” dobio bi se Hamiltonijan ovisan o crtanim koordinatama,
iz kojeg bi se ratunom zakrivljenosti (deriviranjem po crtanim koordinatama) na
identi¢an nac¢in dobila polja E’(#',r’) i B’(#',1’). VaZno je primijetiti da dobivena
polja odgovaraju rjeSenjima Maxwellovih jednadZbi u bilo kojem sustavu (Ra¢un
je matematicki potpuno ekvivalentan, i nema razloga da sustav S bude poseban).
Maxwellove jednadZbe su Lorentz kovarijantne, pa je zbog identi¢nih rezultata i
ovako konstruirana teorija takoder kovarijantna.

3 Eksplicitni ra¢un Berryjeve zakrivljenosti

3.1 Gibanje konstantnom brzinom

Kako bi ujedinili ra¢un polja E i B u jednu proceduru, korisno je definirati vektor
koneksije A, i antisimetri¢ni tenzor zakrivljenosti (), na slijedeci nacin:

Ay = Klouly), (26)
Qv = 9uA, — 9,A,. 27)

Indeksi u, v oznacavaju komponente odabrane koordinatne baze. Uvodimo dva
znacajna izbora koordinatne baze: b’ = {—c?t, p', p?, %} i b = {-c?t, x, y,z}. Kom-
ponente tenzora u ovim bazama biti ée oznaene crtanim i necrtanim indeksima,
respektivno. Lako se moze potvrditi da je komponente tenzora zakrivljenosti u
bazi b moguce identificirati kao polja definirana u (19) na slijede¢i nacin:

B; = Qio, €ijEx = Qj, (28)

gdje je €;x Levi-Civita simbol i Latinski indeksi idu od 1 do 3. S druge strane, baza
b’ sadrZi prirodne koordinate Hamiltonijana (13): p', p?, i p®. Zato ée izrazi za
komponente koneksije i zakrivljenosti u ovoj bazi imati vrlo jednostavnu formu.

Rac¢unska procedura koju koristimo prvo zahtijeva dobivanje komponenti
koneksije ili zakrivljenosti u crtanoj bazi, nakon ¢ega se necrtane komponente
racunaju standardnim tenzorskim transformacijama pri promjeni baze. Svoj-
stvena stanja [¢,) i [{-) dobivena iz (13) (i pripadne lijeve Weylove jednadZbe)

glase:
g 0 ,~i
) = (sm e ‘P)’ 0y = (cos e <7>). 29)

— 9 in &
COs 3 sin 5

Ovdje su koristene polarne koordinate za zapis vektora p, ¢ije komponente su
parametrizirane kao p' = psin6cos¢, p* = psinOsing i p> = pcos6. Nada-
lje ¢emo proucavati iskljucivo rezultate dobivene pomoc¢u [),), jer se potpuno
analogan tacun moZe napraviti za [i)_), za koji bi jedina razlika u rezultiraju¢im



poljima bila promjena predznaka. Nakon uvrstavanja [¢,) u (26) i vraanja natrag
u Kartezijeve koordinate, dobivamo komponente koneksije:

AO’ :A3/:0,

——
Ap=-—0=>_[1-L ), 30
YT+ (022 Ipl (30)

1 p p’
AZ':§ 12 22(1__'
(P1)? + (p?) pl

Valja napomenuti da ova koneksija divergira na negativnom djelu p® osi. Ovo
je poznati rezultat koji kaZe da su dvije koneksije potrebne kako bi pokrile para-
metarski prostor u cijelosti (detaljnije opisano u [9]). Druga koneksija dobivena
je koriStenjem drugacijeg baZzdarenja, koje je ekvivalentno mnoZenju [¢.) s faz-
nim faktorom; moguce je odabrati bazdarenje takvo da koneksija divergira na
pozitivnom djelu p® osi. Ove dvije koneksije su tada povezane bazdarnom tran-
sformacijom na djelu parametarskog prostora gdje im se domene preklapaju.
Promotrimo rjeSenje za najjednostavniji oblik trajektorije: 1D gibanje konstant-
nom brzinom po z osi, koje je opisano Hamiltonijanom (22). KoriStenjem (30) i
relacija p! = x, p? = y, p* = y(z—vt), dobivamo komponente koneksije u necrtanoj
bazi: b
BT WA

gdje b” and b* respektivno oznacavaju koordinate crtane i necrtane baze. Slije-
denjem definicije zakrivljenosti (27) i identifikacijom polja pomocu (28), dolazimo
do elektromagnetskih polja:

A v > Ay=A3=0, A=Ay, Ay = Ay, (31)

1 y(r —ot)
2[x2 + 2 + 92z — 082
1 VU2 X7

E =

(32)

1
=— = —-vXE, 33
202 [x2 + Y2+ 92z — vt)2]3/2 2’ 33)

koja suidenti¢na poljima naboja koji se giba konstantnom brzinom u Maxwellovoj
teoriji, do na multiplikativnu konstantu q/2me,.

3.2 Opcenito gibanje po pravcu (Bremsstrahlung)

U ovom odjeljku je demonstrirana generalizacija rezultata iz 3.1 dopustanjem
opcenite vremenske ovisnosti brzine naboja. Pri tome se jo$ uvijek ogranicavamo
na gibanje po pravcu, odnosno z osi. Hamiltonijan koji opisuje generalno gibanje
po z osi dan je s (24).

Radi jednostavnosti, koristit éemo modificiranu verziju procedure iz odjeljka
3.1. Umjesto transformiranja vektora koneksije i njegovog koriStenja za izra¢un
Q) ovdje prvo rac¢unamo tenzor zakrivljenosti Qv te zatim radimo transforma-
ciju baze. Ova metoda je matematicki ekvivalentna prijasnjoj, ali je u tehnickom
smislu mnogo jednostavnija. Koristenjem (30) i definicije (27), dobivamo zakriv-
ljenost:

"
Qpjp = %Gifj'kflf;?, (34)



dok ostale komponente zakrivljenosti iS¢ezavaju. Koristenjem pravila transfor-
macije tenzora, kao i ¢injenice da Qg i Q¢ i8¢ezavaju, dobivamo komponente
zakrivljenosti potrebne za identifikaciju polja:

_ dp" dp’

dp” dp”
0, = 19" 9p"

T2oxt o T

Ixt Oxi Qi
Ovdje x’ oznatavaju prostorne koordinate {x, y, z}, dok p” ozna&avaju {p?, p?, p*}. U
slu¢aju 1D gibanja, ova transformacija se dodatno pojednostavljuje zbog trivijalnih
veza p' = x i p? = y. Za razliku od specijalnog sluaja konstantne brzine u
prijasnjem odjeljku, koordinata p® = y(t,)[z — w.(t,) — v.(t,)(t — t,)] je funkcija i
vremena i svih prostornih koordinata zbog ovisnosti o retardiranom vremenu.
Koristedi (35) i identificirajudi polja pomocu (28), dolazimo do izraza za polja:

Qi = (35)

dp® 1 9p°
E,= A Qory, B, = R Oy,
ap:’) 1 ap?)
E, = —Q3 B, = ———Qy
p° p°
Ez =y — a—Qaflf - —Qza% Bz =0.
y ox

Koordinata p? eksplicitno ovisi 0 z i ¢, ali ima i dodatnu ovisnost o {t, x, y, z} preko
t,. KoriStenjem pravila za lanc¢ano deriviranje, kao i identiteta (34), izrazi za polja
postaju:

_1x [ otdp’ 1y ot, dp?
Ex_EW:y"'Eatrll BX_Z_CQW _yvz+§8tr ,
1y [ o9p° 1 —x ot, Ip?
R U ¢ Zagipr | o )
11 [, (o on\dp? )
=278 | —(y@wg) S| B=0

Potrebne derivacije dane su ispod. Derivacije retardiranog vremena dobivene su
implicitnim deriviranjem njegove definicijske relacije c(t — t,) = |r — w(t,)|:
ot, s ot, 1 4 dp° 3
- = , S =—- , =—=y"a;[s-B-s],
ot s—B-s’ oxi  cs—-B-s’ ot c’ s =B -]

(38)

gdje vektor s predstavlja prostorni dio s*, s = |s| i = v/c. Kako bi eliminirali |p| u
nazivniku, koristimo identitet:

lpl=p" =y(s—B-s), (39)

koji vrijedi za retardirana rjeSenja. Uvrstavanjem rezultata (38) i (39) u (37) i
prebacivanjem u standardnu vektorsku notaciju, kona¢ni izraz za polja glasi:

1 s

E=> PEIE (- 0P +5 % (8 % (a:2))], (40)
B= %s x E, (41)

uz pokratu u = ¢8 — v(t,). Ova polja podudaraju se s poljima dobivenim iz
Maxwellovih jednadzbi za 1D gibanje, do na multiplikativnu konstantu g/2me,.
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3.3 Opcenito gibanje u ravnini

U ovom odjeljku promatramo opcenito 2D gibanje naboja u xy ravnini. Rac¢un je
identi¢an onom u 3.2 jer su jednadZbe (35) jednako valjane. Radi jednostavnosti,
ovdje je demonstriran samo ra¢un komponente polja E;; ostale komponente mogu
se dobiti potpuno analognim postupkom. Lorentzova transformacija A koja po-
vezuje 4-vektore p* i s* (izraz (12)), sada odgovara umnosku potiska i rotacije
A = RB. Konkretno, matrica transformacije dana je s:

PPY (L 0 0 0y ¥y -¥B —¥By 0)(s°
plf 10 C S O||-vBr & 6 0f]s 0
p*|T0 =s C of|-vB, 5 e 0| (42)
) oo oJ)lo o o Y&

Ovdje su uvedene pokrate: €; = 1+ (y — 1)7/p* 6 = (y — 1)B.p,/p* S = sin 6. i

C = cos 0,. Kut rotacije je 0,(t,) = f tr wrp(t')dt’, gdje je Thomasova kutna brzina
okomita na xy ravninu: (') = wm(t')2. Kao Sto ée biti pokazano, kona¢na polja
ne ovise o 0., vec isklju¢ivo o njegovoj derivaciji ‘;—% = wry(ty) = Cl—zy%(axvy — Uxlly).
Ovo svojstvo u skladu je s Maxwellovom teorijom, gdje polja u x* ovise iskljucivo
o brzini i akceleraciji naboja u jednoj (retardiranoj) toc¢ki prostorvremena. Bilo
kakva eksplicitna ovisnost o 0, narusavala bi ovo svojstvo, jer 0, sadrzi “povijest”
gibanja unutar integralne definicije.

Radi kasnije usporedbe, ovdje piSemo izraz za komponentu E. dobivenu iz
Maxwellovih jednadzbi za 2D gibanje u xy ravnini:

1 z

E==3 y3a3

[7/ + C1—2y3 (axs1 + ays2)] , (43)

gdje je s = s = |g, te je uvedena pokrata a = s —s - B. Zbog razloga koji ¢e kasnije
biti jasan, korisno je (43) zapisati tako da se drugi ¢lan u uglatoj zagradi prosiri s
aja=1:

1z
2933

1
E, [7/ + %7/3(%8150 + ﬂyszso - axﬁx(sl)Z - ayﬁy(SZ)Z

z

—(axﬁy+ayﬁx)slsz)]5% (%), (44)

gdje simbol (*xx) oznacava sadrzaj uglate zagrade.
Vratimo se sada originalnom problemu. Komponente vektora p su:

pl = —(CBy + S,By)so + (Cey + 55)51 + (Co + Sey)sz (45)
= PO 4 i1 4 H1O2
p? = =y (=SBx + CB,)s" + (—Sex + CO)s' + (=56 + Ce,)s> (46)

= pZ(O)SO " p2(1)sl " pz(z)szl

p3 = 53 = Z. (47)

Ovdje su koeficijenti p'? uvedeni kao pokrate za ¢lanove koji mnoze s°, s i s%
p'® = —p(CB« + SBy), p'™ = Cey + S0, itd. Kako bi izratunali E., koristimo
jednadZbu (35) za (1,. U tom slucaju prezivljavaju samo dva ¢lana:

dp' dp*  dp? dp! dp'dp* dp*dp'\ 1 z

1 z

z=(xa—y‘xa—y)9m' "3y (a_ oy " ox oy )= 25

(48)
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p' i p? ovise o x i y eksplicitno kroz s' i s?, ali sadrZe i dodatnu ovisnost zbog
prisutnosti ¢,. KoriStenjem pravila za lan¢ano deriviranje, dobivamo:

o, o, - o, - o,
(*) = pl(l) + £p1‘| lp2(2) + 8_yp2] — pl(z) + a_ypl] [PZ(D + ax le (49)
NE ot ot
= | 1) 422) _ ,1(2) ,2(D) 1 " 22 _ 77 32(1) 2| 22 1) _ 20 J1(2)
L A R P M ]+P 5" = 5P ] (50)

gdje tocka iznad simbola oznacava derivaciju po retardiranom vremenu. Prva
uglata zagrada u (50) jednaka je y. Derivacije p' i p? po t, iznose:

pi = plOs® + pis! + pi@s?2 — c[p/® + g 1D + B, oI, j e (1,2). (51)

Derivacije t, po x i y dane su u (38). Nakon uvrstavanja (51) i (38) u (50), ¢lanovi
unutar uglatih zagrada u (51) egzaktno se pokrate. Grupirajudi preZivjele ¢lanove,
dolazimo do izraza:

(%) = y+ %([pim)pw) _ p1'(0)pZ(2)]5150 + [pf(O)pZ(l) _ pz'(O)pl(l)]5250+ (52)
[pz'(l) pl(z) _ pm) pz(z)](Sl)z + [pl'(Z) pz(l) _ pz'(z) pl(l)](52)2+

[ 2D — pi@2® 4 532)510) _ i) pl(l)]slsz).

Usporedujuci (44) i (48), cilj nam je pokazati da su (%) i (%*) jednaki. Unutar
njihovih definicija, s°, s' i s* su jedine veli¢ine koje sadrZe eksplicitnu ovisnost
o x ili y. Dakle, kako bi (%) i (%) bili jednaki za proizvoljno odabranu tocku
prostorvremena, koeficijenti C,,, koji mnoZe produkte ss” moraju biti jednaki u
oba izraza. Valja naglasiti da indeksna notacija ovih koeficijenata nema veze s
tenzorskom notacijom, ve¢ samo sluZi da oznaci koji koeficijent pripada kojem
produktu. Usporedbom individualnih koeficijenata se problem efektivno po-
dijelio na 5 manjih problema, od kojih se svi rjeSavaju na analogan nacin. Za
demonstraciju, promotrimo koeficijent koji mnozi s's?, koji iznosi:

1

Cio = _[pz'(O)pl(Z) _ p1'(0)p2(2)] (53)
cx
1 d d
= |(Co+ Sey)d—tr(y(sﬁx - CBy)) + (=56 + Cey)d—tr(y(cﬁx + Sﬁy))l (54)
1 ) . d d
= o [yzﬁy(SC - SC) + (eyd—tr()/ﬁx) - 6d_tr(yﬁy))] . (55)

Kao toje o¢ekivano, veli¢ina SC—SC koja se pojavljuje u konaénom izrazu jednaka
je wrp, = dO,/dt,, dok se svi ¢lanovi koji eksplicitno ovise o 0, egzaktno pokrate.
Odnosno, konacni rezultat ovisi iskljucivo o derivaciji kuta 0., bez ovisnosti o
njemu samome. Preostale funkcije u (55) ovise o ¢, preko fx i ,. Ra¢unom deri-
vacija pomocu lan¢anog pravila i uvrstavanjem definicije wr, dobiva se kona¢ni

izraz za Cyg:
3

_y
Cio = %ﬂx/ (56)

koji egzaktno odgovara pripadnom koeficijentu u (xx). Analogna procedura
moZe se obaviti za preostala 4 koeficijenta, vodeé¢i do kona¢nog zakljucka da su
izrazi za E, u obje teorije zaista jednaki.
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4 Zakljucak

U ovom radu prezentirana je alternativna teorija klasi¢cne mehanike koja dopusta
islju¢ivo singularne, kvantizirane naboje. Ra¢unom Berryjeve koneksije i zakriv-
ljenosti iz rjeSenja Weylove jednadZbe pokazano je da teorija reproducira identi¢na
elektromagnetska polja gibaju¢eg naboja kao i Maxwellove jednadzbe. Racun je
eksplicitno obavljen za op¢enite slucajeve gibanja naboja po pravcu i unutar rav-
nine, dok je generalizacija na opcenitu 3D putanju napravljena kvalitativnom
argumentacijom, i potvrdena numeri¢kim ra¢unom.
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