Kvantne korekcije entropije crne rupe
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U ovom radu koristimo brick wall semi-klasi¢éni pristup razmatranja mikroskopskog podrijetla
entropije crnih rupa. Koristimo WKB aproksimaciju do 4. reda, te izvrijednjavamo korekcije za
entropiju u tim redovima. Dobivamo da su kvantne korekcije za 4-dimenzionalnu crnu rupu oblika

In(A), gdje je A povriina crne rupe.

Izracunavamo entropiju za Schwarzschildovu i BTZ crnu

rupu do 4. reda. Usporedujemo dobivene rezultate sa korekcijama dobivenih pomocu prepletenosti

stupnjeva slobode s obje strane horizonta.

I. UVOD

Crne rupe su dijelovi prostorvremena iz kojeg objekti,
ukljucujuéi i samu svjetlost, ne mogu izaci, neovisno o
brzini kojom se gibaju. One se manifestiraju kao rjesenja
Einsteinove jednadzbe

1
R, — §R Guv + Agu = 81GT,,. (1)

Egzaktno staticko sferno simetri¢no vakumsko rjesenje
Einsteinove jednadzbe jest Schwarzschildova crna rupa
[1]. Ona opisuje gravitacijsko polje izvan sferi¢ne mase,
uz prepostavku da se radi o nenabijenoj, nerotirajucoj
masi, te da je kozmoloska konstanta A = 0. Metrika
Schwarzschildove crne rupe je dana s

-1
ds* = — (1 — QZ\fG) dt* + (1 — 2]\7{G> dr® +r2d90?.

(2)

Ovo rjeSenje predstavlja crnu rupu mase M s horizon-
tom dogadaja rgy = 2MG. Radijus na kojem se nalazi
horizont dogadaja za Scharzschildovu crnu rupu se zove
Schwarzschildov radius.

Pokazano je da se stacionarne crne rupe mogu opisati
pomoc¢u samo tri veli¢ine: mase M, naboja @) i angular-
nog momenta J, $to je posljedica tzv. mno-hair teorema
[2].

Kao motivaciju za uvodenje termodinamickih zakona
za crne rupe, zamislimo da neka materije upadne u crnu
rupu. Prije prelaska horizonta, materija je imala neku
entropiju S. Nakon prijelaska horizonta, vanjski proma-
tra¢ ne moze izmjeriti sto se dogodilo toj entropiji, no
znamo da je prije ulaska materije u crnu rupu ukupna
entropija bila S, a nakon upada materije u crnu rupu, i
nakon dovoljno dugo vremena, vidimo samo stacionarno
stanje crne rupe opisano s masom, nabojem i angular-
nim momentom. Kad bi postojalo samo jedno stanje
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crne rupe opisane s te tri veli¢ine, entropija svake takve
crne rupe bila bi jednaka nula. To znaci da se prilikom
upada materije u crnu rupu ukupna entropija smanjila,
Sto je u kontradikciji s drugim zakonom termodinamike.
Ovaj problem se rijesio tako da se pretpostavilo da i crne
rupe imaju entropiju [3].

Pomoc¢u ovih ¢injenica i opazanja, mozemo napra-
viti korespondenciju tih velicina s termodinamickim
velicinama te tako dolazimo do zakona termodinamike
za crne rupe [4-5].

Nulti zakon kaze da stacionarne crne rupe imaju kons-
tantnu povrsinsku gravitaciju x na horizontu dogadaja.

Prvi zakon glasi

AM = 2 dA + QdJ, (3)
8

gdje je 2 kutna brzina horizonta, a A povrsina horizonta.
Drugi zakon kaze da se povrSina horizonta nikad ne
smanjuje

dA
—_— >
dt —
Usporedimo li prvi zakon s onim iz termodinamike,
dE = TdS —pdV, i povezujudi ¢lan 2dJ s radom, imamo
korespondenciju: TdS sa kdA/87G.
Pokazano je da je temperatura crne rupe koja zraci
poput crnog tijela [6]

0. (4)

hk
=5 (5)

Pomoc¢u gornja dva rezultata, dolazimo do formule za
entropiju

Tu

A
SpH = iz (6)

gdje je fp; = VGh Planckova duljina. Ovaj izraz se na-
ziva Bekenstein-Hawkingova entropija.

U sluc¢aju Schwarzschildove crne rupe, koja je sferi¢no
simetri¢na, povrsina horizonta je A = 4nrd, pa onda
entropija glasi

4
S = %GM? (7)



Vaznost entropije crnih rupa lezi u tome da bi nam ona
mogla dati uvid u mikroskopsku strukturu gravitacije,
pomoc¢u mikrokanonske Boltmannove relacije,

S = kB IHQ, (8)

gdje je € ukupan broj kvantnih stanja koja su dostupna
crnoj rupi.

Kako bismo opéenito mogli izra¢unati entropiju crne
rupe, potrebno je regularizirati UV divergenciju na hori-
zontu, te izdvojiti fizikalni dio [7, 8]. Jednu od najjednos-
tavnijih metoda prezentirao je t'Hooft [9], tzv. brick wall
metoda. Osim brick wall metode, entropija crne rupe
se moze opisati koriste¢i pretpletnost stupnjeva slobode
izmedu dvije strane horizonta [10], te koriste¢i Waldovu
formulu za entropiju, gledajuc¢i kvantnu gravitaciju kao
efektivnu teoriju polja [11, 12]. Pokazano je [7, 13] da su
sve tri metode povezane, buduéi da sve imaju identi¢nu
strukturu UV divergencije entropije.

U ovom radu racunati ¢emo entropiju crne rupe raz-
matranjem kvantnih polja koja propagiraju unutar fiksne
pozadine crne rupe, brojanjem njihovih moguéih mikros-
tanja brick wall metodom [9].

II. BRICK WALL METODA ZA
SCHWARZSCHILDOVU CRNU RUPU

Promatranjem broja energijskih nivoa koje Cestica
moze zauzeti u okolini crne rupe, primje¢ujemo da taj
broj divergira blizu horizonta. Iz ove beskonacnosti pro-
izlazi ideja da je crna rupa beskonacan ponor informacija.
Ova beskonac¢nost je nefizikalna, i javlja se jer smo pro-
blem tretirali klasi¢cno. Uvodimo niz pojednostavljenja
kako bismo mogli napasti ovaj problem [9]. Pretpstav-
ljamo da se radi o bezmasenim skalarnim ¢esticama, tj.
da zadovoljavaju Klein-Gordonovu jednadzbu. Uvodimo
tzv. brick wall oko horizonta crne rupe, na nacin da na-
kon njega viSe nemamo informacija o nasoj ¢estici, tj. da
is¢ezava valna funkcija, ®(r) = 0 za r < rg + h, gdje je
rg = 2GM horizont dogadaja za Schwarzschildovu crnu
rupu. Uz to, stavljamo ¢esticu u kuglu radijusa L, kako
bismo osigurali da valna funkcija is¢ezava daleko od crne
rupe (tzv. infracrveni cutoff), tj. ®(z) =0za z > L.

Dakle, rjesavamo jednadzbu

0o =0, (9)

gdje je 0 = ﬁ@u (9""\/—g0,) D’Alambertov operator.
Separiramo (9) koristenjem ansatza

O = e PRy, (1) Yo (), (10)

gdje su £ 1 m redom orbitalni moment i projekcija orbi-
talnog moment.
Radijalni dio Klein-Gordonove jednadzbe za Schwarz-
schildovu crnu rupu jest
0+1) E?

/! 2 /
FOOR 20 R | A~ ] R =
1)

gdje je
_2GM
—.

flr)=1

Sada koristimo WKB aproksimaciju

(12)

Ry, = exp [; /T dr’k(r’)] ) (13)

te iz realnog dijela radijalne Klein-Gordonove jednadzbe
dobivamo

k* =

1 [E2 FH(H—I)]. (14)

fory Leey

Zahtjevajuéi da k? bude ne-negativan broj, iz Bohr-
Sommerfeldovog pravila za kvantizaciju, nalazimo broj
radijalnih modova n, kao

L
wn, = [
rg+h

gdje je maksimalan orbitalni broj onda dan sa

k(r, ¢, E,m)dr, (15)

E?r?
émax (émaa: + 1) = W (16)
Broj rjesenja (modova) Klein-Gordonove jednadzbe s
energijom manjom od E onda glasi

lmaz 1

NE)=Y> Y n, (17)

=0 m=-—1

gdje mozemo iz sume po angularnim momentima prijeéi
na integral, buduéi da je razmak izmedu pojedinih an-
gularnih momenata puno manji od 4., tj. jer vrijedi
lmaz > 1. Kako n, ne ovisi o m, ta suma nam dalje
(2 + 1), stoga imamo

L Lmas
N(E) = l/ dr/ de(20 + Vk(r, ¢, E). (18)
T JoGM+h 0

Uvodenjem supstitucija u = h2({+1) iz =r —2GM,
integral se svodi na

1 [L—26M 2GM
/ dx%- (19)
h

xT

lmaz (Imac+1
/ ( ) du, |E? — L
0 (z +2GM)3

Radijalni dio integrala mozemo rastaviti na dva dijela,
na naéin: th_QGM dr = ff dr + é_QGM dz, putem
pomocnog radijusa R. U prvom integralu ¢e dominirati
clanovi koji za h — 0 divergiraju, a u drugom, oni koji
divergiraju za L > 2G M. U prvom slucaju, nalazimo se
blizu horizonta (x &~ h < 2G M), pa maksimalni orbitalni

broj postaje

2 3
gmam (gmam + ]-) = @v (20)



a u drugom slucaju se nalazimo daleko od horizonta (z >
2G M), pa maksimalni orbitalni broj postaje

lomaz(bmaz +1) = B L2, (21)

Razdvajanjem gornjeg integrala na dva dijela, i gleda-
njem za svaki dio odgovarajuéi £,,.., dolazimo do broja
rjeSenja Klein-Gordonove jednadzbe s energijom manje
od FE [14]

32G*MAE®  ESL3
— —+ .
3mh T

N(E) (22)

Iz broja modova, sada lako mozemo izvrijedniti termo-
dinamicka svojstva crne rupe, konkretno, za entropiju,
pretpostavljajuc¢i da svaki mod moze biti okupiran pro-
izvoljno mnogo puta. Statistickom mehanikom mozemo

povezati slobodnu energiju i broj modova na nekoj tem-
peraturi T (T = 1/5)

e PP =2z = Ze‘ﬁE" (23)
_ 1

gdje je Z particijska funkcija, a sumu vrsimo po svim
dostupnim stanjima indeksiranih s i, paze¢i pritom da
neka stanja mogu imati istu energiju. Kako su energet-
ski spektri danih ¢estica odredeni s n, [ i m, i pretpostav-
ljajuéi da su Cestice nezavisne mozemo prijeéi sa sume na
umnozak po tim kvantnim brojevima, sumirajuéi pritom
po svim svim ¢esticama u tom modu. Onda za slobodnu
energiju dobivamo

—l n(l — e PE :l n(l —e PE
F_ﬂzle (1 ) ﬁ/le (1 ) (24)
:,/dEM

ePE -1’

gdje smo presli sa sume na integral budué¢i da pretpos-
tavljamo da imamo proizvoljno mnogo ¢estica u okolini
crne rupe, te smo na kraju parcijalno integrirali.
Iz termodinamike znamo vezu entropije i slobodne
energije
5 OF

S=1555 (25)

U slu¢aju Schwarzschildove crne rupe, imamo

o 2m® (2GMN*
45h B

Bududi da je drugi ¢lan dosao iz integrala razmatranjem
limesa z > 2G'M, njega interpretiramo kao doprinos va-
kuma koji okruzuje sistem na velikim udaljenosti, koji

L3783
1584

(26)

ne utje¢e na termodinamicka svojstva crne rupe, te ga
zanemarujemo. Konaé¢no, entropija je dana s

3 4

_ 8 QGM)” (27)
45h B3

Usporedbom s Bekenstein-Hawkingovom entropijom i iz-
jednecavanjem T = 1/ s Hawkingovom temperaturom
(5), te koristenjem izraza za povrsinsku gravitaciju za
Schwarzschildovu crnu rupu k = 1/4GM, dobijemo vri-
jednost za ,,debljinu” naseg zida, h

h
h= 720 M’

Tako gornja jednadzba sugerira da debljina naseg zida
ovisi o veli¢ini crne rupe (M = rg/2G), gledanjem inva-
rijantne udaljenosti od horizonta do ruba zida, h.

(28)

r=ru-+h 2GM+h dr
he = / ds = 2 (29)
r=ryg 2G M 1-— 2GM/’I"
Gh
— VBMGh = | 22
907

vidimo da ona ne ovisi o veli¢ini crne rupe. Time inter-
pretiramo da je h. svojstvo samog horizonta crne rupe.
Iz ovoga mozemo zakljuciti, buduéi da je entropija crne
rupe potpuno opisana doprinosom blizu horizonta, tj. h,
da je horizont taj koji daje kvantna svojstva crnoj rupi.

III. PROSIRENJE BW METODE NA VISE
REDOVE U WKB APROKSIMACIJI

Prosgiriti éemo nase razmatranje, tako da umjesto Sc-
hwarzschildove metrike, gledamo (D + 2)-dimenzionalno
staticko sferno simetricno prostorvrijeme [15] (gdje 2
oznacava radijalnu i vremensku dimenziju, a D broj kut-
nih dimenzija)

dr?
ds* = —f(r)dt* + — + r2dQ? 30)
( ) g(?") D (
gdje su f(r) i g(r) proizvoljne, ali neprekidne i derivabilne
funkcije radijalne koordinate 7, dQ% je metrika na D-
dimenzionalnoj sferi.
Povrsinska gravitacija je definirana kao

| o) )
) 2

gdje je rg radijus horizonta nase crne rupe. Invarijantna
udaljenost do naseg zida iznosi

rath gy
he = . 32
/TH g(T) ( )

; (31)

T=TH

Razvojem funkcija f i g, oko horizonta do drugog reda,
pretpostavljajué¢i da na samom horizontu is¢ezavaju,



Fr) = F ) = ) + 37 () =) 4 e (39)

9(r) = 9/ (ri)(r — i) + 5" () — )+ (34)

i uvrstavanjem u h., dobivamo opcéenitu vezu izmedu
invarijante udaljenosti h. i h

4h,
g'(ru)

he = (35)

Promatrajmo sada ponaSanje masivne skalarne ¢estice.
One su opisana Klein-Gordonovom jednadzbom

Wﬂ

Zbog sferne simetrije metrike, mozemo za nase polje uzeti
ansatz [16]

(36)

O — o—iBt/h <7“D/2RCEZT))1/2) Yim, (0, 6:), (37)

gdje je G(r) = /f(r)g(r).
Dobivamo radijalnu jednadzbu

V2(r)
h2

R'(r) + { - A(r)] R(r) =0, (38)

gdje su V2(r) i A(r) definirane kao

V3(r) = G21(7~) (E? — f(r) [m2 + (W - 1:2_ th)(]gg),
so-(58)-(£2)e @

D G'(r) n D(D —2)
2r G(r) 4r? '
Sada koristimo WKB aproksimaciju radijalne funkcije
R(r), u obliku

R(r) = ( ?(ﬂ) exp [; / ' dr'P(r’)} S (1)

Uvrstavanje u gornju diferencijalnu jednadzbu, dobi-
vamo da P(r) zadovoljava sljedeéu diferencijalnu jed-
nadzbu

Za razliku od proslog poglavalja, sada idemo u vise
redove WKB aproksimacije, razvijajuéi P(r) u red po-
tencija od h?

o0

P(r) =" K" Py (r).

n=0

(43)

Uvrstavanje ovog razvoja u gornju diferencijalnu jed-
nadzbu, te skupljajuéi ¢lanove po potencijama h%, do-
lazimo do jednadzbi za Pa,(r), do n =2

By(r) = £V (r),

- () (59) - () - (32

B 5P3 4P (r)A(r) + Py (r)
== (w(r)) ) ( 472(r)
(3P2/(7“)V'(7“) - Pz(T)V"(T)>

4V3(r) '

> + (46)

Mozemo primjetiti kako se sve funkcije na kraju mogu
napisati preko Py(r) i njenih derivacija. Mozemo broj
modova zapisati kao

N(E) = ZNQn(E)a (47)
n=0

gdje je Ny, doprinos n-tog moda. Njih definiramo kao

p2n—1 L Lmaz
Now(B) =" / L /O dU(20-+D—1)YW(E) Pan (1),
(48)
gdje je
W(e) = “; g D1_)!Z) ! (49)

degeneracija orbitalnog kutnog momenta, koja se vidi na
dimenzijama razli¢itim od 4. £,,4, je definiran tako da
Py, bude realan, tj., prema gornjem zakljucku, da Py(r)
bude realan. Uvjet na £,,,; iznosi

T2E2
gmaz(émaw + 1) - W

Analogno rastavljamo i entropiju i slobodnu energiju

(50)

S="Som, F=) Fy, (51)
n=0 n=0
gdje su
_ OoN2n(E) o 28F2n
Fy = /0 SHE, Sa =B (52)



Sada ¢emo izracunati entropiju do 4. reda za slucaj
¢etvero dimenzionalne crne rupe (D = 2), uz f(r)=g(r)
im = 0. Jednadzbe (39) i (40) postaju

2

- (04 1)R?
(E g<r>) |

r

s (58)-(55) () (49). o

Py(r) jest

2 , (55)

LU [ U]
= [ o) |

a uvrstavanjem u No(E)

L ——
No(E) = - / ar /0 de2e+1)Py(r),  (56)
raH+

uz supstituciju A = £(¢ + 1) i (48), imamo

L r?E? [h?g(r) 2 2
NO(E):i/ dr/ d\ Ei_ﬂ,
A Jrgsn Jo g*(r)  g(r)r?

(57)
a kona¢no dobivamo
283 L r2dr
No(E) = 22 / . (58)
30 Sy n 97(r)
Slobodna energija je onda
23 1 /L r?
Fo=——5— ———dr, 59
’ 4503 B Jo 1 97(7) (59)
a entropija
8r® 1 (b 2
Sp = = "__dr. (60)

T A5RE BB ), n 62 (r)

Koristeéi razvoj metrike do visih redova (34), te (5), (31)
i (35), za entropiju u vodeéem redu, u blizini horizonta
dobivamo!

r2 kry g (ra)rd 472
Sy = 4 - — H1l H ) (61
0= gonz * { 90 360 } . (90h3 (61)

Najdivergentiniji ¢lan u nultom redu entropije iz-
jednacavamo sa Bekenstein-Hawkingovom entropijom i

I Integracija (58) vodi do korekcijskog ¢lana oblika In (Lf%) =

In (Lf% %) ~ In (%), gdje smo zanemarili ¢lan proporciona-
lan s L, buduéi da je to vakumski doprinos. Biramo o tako
da prilikom izjednacavanja najdivergentnijeg clana sa Spp 1
uvritavanja natrag u (61) korekcijski ¢lan ima oblik In A/¢3,.
o =r3g (ru)/90

tako odredujemo invarijantnu duljinu, h.. U ovom
slucaju, to je ry/90h2.
rZ A
S0)div = —= = Sy = ——5, 62
(So)us = oty = Sors = 77 (62)
koriste¢i A = 4rfm, imamo
62
h? = —EL (63)

< 90r

Entropiju u nultom redu sada mozemo pisati u obliku

S = Spu + F1(A) In <A>, (64)

3
gdje je
kru g (ra)rg

Fi(A) = o= —

90 360 (65)

Kako bismo izra¢unali korekciju entropije u 2. redu,
primjetimo da P5(r) moZemo napisati poput

(0) . oy
Py(r) = <1g32(5,(r))> +A(r) (;g(gfr))> +  (66)

PP (r)
)\2(7') <g52(5’ 7“)> ’

G(E,r) =€ = A(m)]V2, (67)

gdje smo definiali

gdjesu & = E? i
Ar) = €0+ 1)h2f’£—§), (68)

te gdje P{” (r), PV (1), P{?) (r) iznose?

A = -4, (69
r / r " r / r 2
P () = 32{2) B 3945 ), gé ), gég) ()
@, _ 59  5g'(r)  5g'(r)
P2 (’/‘) = 8? — 87’ + STQ (71)

Sada mozemo krenuti u ra¢unanje No(r), no prije toga,
primjetimo da vrijede sljedece relacije

2 Greska u originalnom é&lanku [15]



1 _aG(.r) 1 96
e e Fen o 0 @
1 83%G(E,r)

GEr) 3 08

koje ¢e nam biti pogodne, buduéi da éemo integral preko
{ pretvoriti u integrala preko A, gdje ¢emo onda moéi
primjeniti Leibnizovo pravilo

b(x) .
;;/( ) dtfz,t] = flz, b(z)] (dZ(x)> B 73

da(x) b Tof(x,t)
2o di | 2L
floato) (%50 ) + [ | 2
kako bismo dobili izraz za N5. Imamo

h L émaz
- 7/ dr/ de(20 +1)Py(r),  (74)
T Jru+h 0

uz supstituciju A = \(¢), slijedi

L 2
hNQ(E):l/ L ar

T Jrutn 9(7)

[ P2E p0 an-
0

o€
(75)
9%G(&,7) 3G, r)
0&? 03
Koristenjem Leibnizovog pravila, i nakon zanemariva-

nja divergentnog doprinosa na totkama obrata (Dodatak
II), imamo?

4N PV (r)dx + X“ P (r)dA|.

hNy(E) = 2/L drTQP(O)(T)a/g G(E,r)dN
T e g7 TT0E Jg T
76)
4 [ r? 1) 02 €
—— dr——P. — AG(E,r)d\
T [H+h Tg(?") 2 (r)agg/o g( ,7‘)
8 L 7,2 @) 83
— d P, A2 d\
+37r [H+h Tg(’l“) 2 ( )653/ g(E,T)
Za integrale vrijedi
€ 2 .. € 4
/ G(E,r)d\ = =&%/2, / ANG(E,r)d\ = —E5/2,
o 3 0 15
(77)
/ ’ 2G(&,r)d\ = 16 72
o R TIT A
Nakon deriviranja, i uvrstavanja & = E?, Ny onda

iznosi

3 Greska u originalnom &lanku [15]

E 2 1
No(B) = — / . (QP( I 6P2(2)) dr.

H+h 9( ) 3 78)
Konacan izraz za Ny je onda
_E 1 drg'(r)
Nl = ) r[s‘ 39(r) (79)
2 (9'(r)?  g"(r)
' <3g(r>2 2g<r>>]

Uvrstimo 1i taj izraz u relaciju za slobodnu energiju,
te koristedi integral

o0 T 2
/0 dr =" (80)
dobivamo
B T L 1 drg/(r)
Bo= 55 R
o (L2 gy
39(r)?  2g(r)) |

Entropija je onda

1 4drg

ghﬂ ruth |:3
2 <9’(7’)2 g"(r )}
r .
3g(r)*  29(r)
Konacni izraz za korekciju entropije u 2. redu, u blizini
horizonta onda iznosi*
rZ krg 1 44r?
So=—L (== 4 —g" i)l ). (83
2 ( 9 72! (TH)TH> B (90h2 (83)
Entropija do 2. reda, S = Sy + S, onda iznosi
117’%I KTH g”(TH)TIQ_I 447‘%I
— B 1 . 84
902 ( 0 60 "\ 90n2 (84)

Izjednacavanjem najdivergentnijeg ¢lana sa
Bekenstein-Hawkingovom entropijom, za h. imamo

So =

1142
h2 = —EL 85
Entropiju do 2. reda sada mozemo pisati u obliku
A

4 Ovde smo koristili o = llr g’ (ru)/90, jer najdivergentniji ¢lan
zboja S = Sp+S2 za takav o daJe korekcijski ¢lan oblika In .A/E



gdje je

/1 2
F(A) = —’%{ ~ SRR (ZE)TH. (87)

Da izratunamo entropiju u 4. redu, primjetimo da se
Py (r) moze napisati poput

O, M,
Pi(r) = (3(552)) () <§‘;g’(r)> ()

PA(r PO (r
)‘Q(T) <g7?g’(r))7> + )\3(7') <g€g7r)2)> +

gdje su izrazi za Pf) (r), i=0,...,4, dani u Dodatku III.
Ponavljajuéi istu proceduru kao za Nao(E), Ny(E) iz-
nosi

__4n " pOy /
Ny(B) = - TH+hd g(r) () e [ (€N
(89)
8h [t r?
e o o™ 853/ AG(E,r)d

16A /L r? (2) ot / 9

- dr——P, — AG(E,r)dA
157 Jpiin g(r)" 2 (r )854 0 (&)
32h r? 3) o° € 3
— P, — A°G(E,r)d)
1057 TR (T)885/0 G(&r)
64h  [* r? . 0° /5 4

- dr—Py" (1) =—= NG (E,r)dA.
9457 /THHL g(r)"? ( )856 0 (&:7)

Za integrale vrijedi

&
/ AG(E,r)dA
0

rg+h

2g3/2 /5 N2G(E,r)dA 4 g5
= — r e —
39 ) ’ 15"

(90)
£ 16 €
/ NGE, r)dr = —E7/2, / MNG(E,r)d) £5/2
0 105 0
¢ 5 4 5/2
/0 NG(E, r)dN = €72,
Konacno imamo
1 L
Nu(E) = ~ / drs® (), (91)
rut+h

gdje je funkcija ¥ (r) dana u Dodatku ITI.

Primjetimo da Ny(E) pada linearno s energijom.
Takoder, usporedujuéi ovisnost o energiji sa vodec¢im i
drugim redom, mozemo zakljuciti da doprinos broja sta-
nja u n-tom WKB modu ovisi o energiji s E372".

Fy iznosi

oo 1 L
Fy = / dE————— / drs@(r), 92
0 E(P +1) Jryin ) ®2)

uz supstituciju x = SF, imamo

F4/Omdx(l/f dr@(r),  (93)

z(e* +1) Jrpan
Vidimo da Fy vise ne ovisi o 3, pa je
Sy =0, (94)

tj. nemamo korekciju entropije u 4. redu.

Ukupna entropija do 4. reda je onda ista kao i do 2.
reda (84). Vidimo da je korekcija crne rupe logaritamski
proporcionalna s njenom povrsinom.

IV. ENTROPIJA ZA SCHWARZSCHILDOVU
CRNU RUPU

U sluc¢aju Schwarzschildove crne rupe imamo

2G M
() = gr) =1 - 2 (95)
Za povrsinsku gravitaciju imamo
_gtm) 1
T T oy (96)
a ¢"(rg) iznosi
2
g (ru) = ——. (97)
i

Uvrstavanjem gornjih rezultata u (87), entropija za Sc-
hwarzschildovu crnu rupu do 4. reda iznosi

1 A
0 In (612:,1) (98)

V. ENTROPIJA ZA BTZ CRNU RUPU

S = Spu —

BTZ crnarupa je (1+2)-dimenzionalna osnosimetri¢na
crna rupa [17, 18]. Njena metrika je dana s

ds? = —(N1)2dt? + (N 2dr? +12(do + N%dt)?, (99)

gdje su
1/2
2 J\?
Nt = (—M+ (;) + <2r> ) : (100)
J
N? = —53 (101)



gdje je [ radijus zakrivljenosti anti-de Sitter prostora, i
dan je s 72 = —A, gdje je A kozmologka konstanta.

1 I\
(571
su radijusi horizonta dogadaja BTZ crne rupe.
OgraniCiti ¢emo se na slucaj nerotiraju¢e BTZ crne
rupe gdje je J =0, tj. r— =0, te 1 = g, kako bismo
imali dijagonalnu metriku i tako mogli koristiti formali-
zam koji smo do sada razvili, uz g(r) = N+. Buduéi da
radimo u dimenziji nize nego u prethodnom poglavlju,
moramo izmjeniti neke od parametra od proslog poglav-
lja. Vrijedi D = 1, te izrazi (39) i (40) postaju

15 (70057

() (55)
G-

Osim toga, degeneracija kod Ny, viSe nije 1 nego iznosi

1/2

ry =1 % 1+ (102)

(103)

(104)

(105)

Ny je onda

2 L emaz
No(E) = M/THM dr/o 0Py (r)

9 L Evr/hy/ f(r) B2 K202
No(E) = = d o
o) = /,.H+h / 907 )

(106)

(107)
te se kona¢no dobiva
E? r
No(E) = — / dr . (108)
202 Jyyin o g(r)3/2
Slobodna energija je onda
31 / r r
Fo=—>— dr———. (109)
h? BS rg+h g(T)S/Q
Entropija iznosi
3¢(3) 1 /L r
Sy = — dr———. 110
0 h? 52 ru+h g(r)3/2 ( )
Nakon integracije imamo
3 Bl
5= 2B ¢ (111)

h2 52 /2TH

Hawkingova temperatura sada iznosi

1 hk

Thy=—-=— 112
b= 3= (12)
gdje je k sada
g'(ru) _rm
K=""0—" =7 (113)
Entropija je sada
3X@B)ry 1

S - 7 9
0 47T2 l \/2’["Hh,

§to se slaze s direktnim rac¢unom [19]. Izjednacavanjem s
Bekenstein-Hawkingovom entropijom imamo®

3B3)rfg 1 4Gh
d72 | \2rg A’

gdje je A = 2mry opseg crne rupe. Invarijantna udalje-
nost, (32), je sada

h1/2 —

(115)

= - 11
he=1y/2 (116)
Ona iznosi
he = 3¢(3) Gh (117)
273

Prilikom izra¢unavanja entropije u 2. redu, mozemo ko-
ristiti dekompoziciju (66), gdje se jedino mijenja Pz(o) (r)
¢lan, koji sada iznosi

(118)

dok Pél)(r) i P2(2)(7’) imaju isti oblik, (70) i (71) respek-
tivno. Broj stanja u 2. redu iznosi
2 L Zmaz
NQ(E) = 7/ d’f’/ d@Pg(r)
hﬂ- ru+h 0

(119)

tj.

5 koristimo Gh, budué¢i da dimeznija od G ovisi

o dimenziji prostorvremena. Iz akcije za OTR S
1/(167G) [ d"z\/gR, te iz [S] = [M]°, d"z = [M]", [R]
[M]~2, imamo [G] = [M]?™™. Za n = 3 slijedi [G] = [M] ™.

umjesto é%l



Koristenjem integrala

VEING qe oy VEr/hG g2y 3
/0 g 2\/771 / G3 — 2¢32(r)h3’
(121)
VE/ING gty 7
/0 G5 - 2g5/2(r)h5’
imamo
No(E) =k Yo _rdr PO () (122)
S SRPPETON
PV () Pé”(r)]
g(r) g2(r)
Koristenjem integrala
* dx
= In(2 12
| S5 -ne (123)
slobodna energija iznosi
hln(2) /L rdr { )
Fy=— P (r)— 124
=TT gm0 2
P (r) Pf’(r)}
g(r) g2 (r) |’
a entropija
L
rdr 0)
S h1n2/ {P( r)— 125
? ( ) ra+h 93/2(T) 2 ( ) ( )
RGN Pf’m]
g(r) g(r) |’
tj.
L
rdr 0)
S :hln2/ [P( r)— 126
? @ m+h93/2(7') 2 (1) (126)
P (r) P§2><r>]_
g(r) g2(r)

Uvrstavanjem P2(0)(T'), P2(1)(7") i P2(2)(r) u (108), imamo

- Lo g 1 ')
se=nm) [ i Srv/a) 390
(127)
rg(n? | 3¢'(r) 3
70+ )~ T
Sy 5gr) 5 }
32072(r)  8g772(r) | srgpl2(r)]’
Konaé¢no, dobivamo
3
sy (433 )+ 0

5

8
3 25 15

V2ruh (34 - 56> )
iri " 3278

Uvrstavajuéi (108), korekcija iznosi

12 19 14 5 16

=hn(2)( — - — — 12
52 n( )< heru 24 herdy 8 hcr%—'_ (129)
73hclz B %hcl4
w324y )

Ova korekcija entropiji nam daje dodatni doprinos koji
ovisi korjenski o h. Iz (94), znamo da nemamo doprinosa
u 4. redu. Ukupna entropija do ¢etvrtog reda sada iznosi

1 12 516
S:SBHfhln(Q) I E+ﬂﬁ+§ﬁ + (130)
c H H

h £+%ﬁ
Ndarg, 321y ’

te ju mozemo napisati u formi

19 1

S = Spu+G(A), (131)

gdje je

2 4
G(A) = —hln(2)<hlc (l to iH 4 Z%) L (132)

312 2514
hc 73 + py 75 .
dry o 3271y
Takoder mozemo primijetiti da, za razliku od Schwar-

zschildove crne rupe, nemamo korekcije logaritamskog
tipa.

VI. PREPLETENA ENTROPIJA

Promotrimo ¢isto vakuumsko stanje 1) > kvantnog sis-
tema definiranog unutar prostornolikog podrucja O, te
pretpostavimo da su stupnjevi slobode lokalizirani u ne-
kim regijama od O. Ako gledamo proizvoljnu plohu 3,
koja dijeli prostor O na dva disjunktna podprostora A i
B, onda se dani kvantni sistem moze reprezentirati kao
unija dva podsistema. Valna funkcija cijelog sistema je
onda dana linearnom kombinacijom produkta kvantnih
stanja svakog od podsistema,

[ >= " t;alA >; |B >, (133)

i,a

gdje se stanja |A >; tvore od stupnjeva slobode lokalizi-
ranih u regiji A, dok stanja |B >, od stupnjeva slobode
u regiji B.

Statisticka entropija za neku matricu gustoce, se zove
von Neumannovom i dana je formulom [20]

S =-Tr(plnp). (134)



Matrica gustoce koja odgovara ¢istom kvantnom sta-

nju |1 > je dana s
po(4, B) = [¢ >< 9], (135)

iima iS¢ezavajucéu von Neumannovu entropiju, buduéi da
je cisto stanje ono bez neodredenosti.

Napravimo li trag preko stupnjeva slobode u regiji A
za matricu gustoée Cistog stanja, dobivamo reduciranu
matricu gustoce za podsustav B

PB = TTAPO (Aa B)7 (136)
Cija je entropija sada dana s
Sp=-Tr(pplnpp), (137)

§to odgovara prepletenoj entropiji koja je povezana sa
povrsinom 3. Istim postupkom dodemo i do prepletene
entropije S4. Moze se pokazati [7] da vrijedi
S4=8p. (138)
Ovo pokazuje da prepletena entropija za sistem u
Cistom stanju nije ekstenzivna veli¢ina, tj. da ne ovisi o
veli¢ini ijedne od regija A i B, te je stoga odredena jedino
geometrijom plohe koja razdvaja prostor, 3. Ako ovaj
zakljucak primjenimo na primjeru crnih rupa, mozemo
zakljuciti da entropiju crne rupe mozemo izrac¢unati tako
da izratunamo entropiju izvan nje. Ovo je u slaganju
sa brick wall metodom, gdje smo entropiju racunali pro-
matranjem ponaSanja skalarnih Cestica izvan crne rupe,
te isto tako zakljucili da je glavni doprinos entropiji od
samog horizonta crne rupe.

Solodukhin [21] je pomoéu prepletene entropije
izra¢unao entropiju Schwarzschildove crne rupe
1 A
Ssen = S —In—. 139
Sch BH + 90 n 2 (139)

Vidimo da se rezultat slaze po strukturi UV divergen-
cije sa entropijom dobivenom brick wall metodom.

VII. ZAKLJUCAK

U ovom seminaru uveli smo vezu izmedu termo-
dimickih wveli¢ina i velicina vezanih uz crnu rupu, te
izlozili motivaciju za ra¢unanje entropije crne rupe. Uveli
smo brick wall oko horizonta Schwarzschildove crne rupe
kako bismo odrezali divergenciju gustoc¢e stanja na ho-
rizontu, te smo odredili da je taj zid zapravo svojstvo
horizonta same crne rupe. Buduéi da je entropija bila
potpuno odredena debljinom tog zida, zakljucili smo da
horizont daje glavni doprinos kvantnim svojstvima crne
rupe. Metodu smo onda generalizirali za viSe redove u
WKB aproksimaciji za (D + 2)-dimenzionalnu sfernosi-
metriénu crnu rupu. Odredili smo korekciju entropije u
nultom, drugom i ¢etvrtom redu u WKB aproksimaciji,
te primjetili smo da je doprisnos entropiji od visih WKB

10

modova istog oblika kao i doprinos vodeéeg moda. Kon-
kretno, nulti i drugi red imaju logaritamsku ovisnost o
A, dok korekcije u ¢etvrtom redu nema. Primjenili smo
dobivene formule za sluc¢ajeve Schwarzschildove i BTZ
crne rupe. Za Schwarzschildovu crnu rupu dobili smo
da entropija iznosi S = Sy — 1/601n (A/¢3,), dok za
nerotirajuéu BTZ crnu rupu imamo S = Spy + G(A).
Usporedujuéi nase rezultate s racunom entropije pomocu
prepletenih stupnjeva slobode [21], vidimo da korek-
cije entropije imaju istu strukturu UV divergencije, uz
razli¢ite pretfaktore.

VIII. ZAHVALE

Zahvaljujem se mentoru Tajronu Juriéu na svoj pomoéi
i potpori pri izradi ovoga seminara, od pruzanja litera-
ture, do brzog odgovaranja na pitanja i nedoumica.

IX. DODATAK I

U ovom dodatku rjesavamo jednadzbu (36) koristeéi
ansatz (37). Buduéi da smo se ogranicili na sferno si-
metri¢no prostorvrijeme, oblika (30), imamo dijagonalnu
metriku, pa nam D’Alambertov operator poprima jed-
nostavnu formu. Determinanta metrike, g, ima formu

_ 10 ap
9=~y h6.0,.0),

gdje je h neka funkcija kutnih varijabli. Moze se pokazati
[16], da onda Klein-Gordonova jednadzba poprima oblik:

(140)

1 m?
(g“@tt + ﬁ@r(ng —gé)r) + V2D — 77,2) P =0,
(141)

gdje je V2, D-dimenzionalni Laplasijan u zakrivljenom
prostorvremenu,

V3 = V%@@ngaj), (142)

a g inverz metrike. Uvrstavanja ansatza (37) u gornju
jednadzbu, imamo

1 E? (({+D-1) m? R(r)
(7~ ) e

g(r) . f(r)r2P R(r) _
T (g” o) 8’”<r0/2a<r>1/2>> "

gdje smo koristili

(143)

(t+D-1)

VQDYIM(Q) = 2 Yim (€2), (144)

T
kao i Cinjenicu ga je za dijagonalnu metriku njen inverz
g"" = 1/g,.,. Nakon deriviranja i koristenja pokrata (39)
i (40), dolazimo do radijalne jednadzbe (38).



X. DODATAK II

U ovom dodatku primjenjujemo Leibnizovo pravilo na
integrale u jednadzbi (75) i pokazujemo da nas to vodi
na konacan i divergentan dio.

Prvi integral na desnoj strani jednadzbe (75) ne dovodi
do divergentnih ¢lanova. Koristeéi (73) uz a(€) = 0 i
b(€) = € imamo

£ 9G(E,ry 0 [°
/0 AP (r) gé - ) _ 78 /O AP (r)G(E,7)
(145)
Drugi i treéi integral na desnoj strani jdn (75) vode
do divergentnih ¢lanova. Kako bismo ovo uo¢ili, izvrijed-
nimo integrale eksplicitno.

Primjenjujuéi (73) na drugi integral u (75), imamo

€ 02%G(E,r)
/0 A dA (146)
c’)gf,’r _ LOG(E,r)
35/ ‘M € 9E ey
02 £
- @/0 MNrP)G(E,7)dN — SE- VB,

Primjenjujuéi isti postupak na treéi integral u (75),
dobivamo

DG(E,r) o [t
2 _ Y 2
/0 N =g —dA = 353/0 dAN*G(E,r)

B {aag ng,?«)] B 493(229,7")}

Iz gornje dvije jednadzbe, vidimo da oba integrala
imaju konacan i divergentan dio. Divergencija se dogada
na tocki obrata £ = A. Ovo je nefizikalna divergencija,
koja dolazi zato jer WKB aproksimacija nije valjana blizu
tocki obrata.

E=A .
(147)

XI. DODATAK III

U ovom dodatku se nalaze formule za eksplicitne oblike
funkcija P{7(r), i = 0,...,4, te S®(r).

PO ) = 2o P 0~ g () PO () (149

100 PO ) = o) ) PO (r) -

1 1

79 (09" (r) = J0(r)* BV (r)

=~

11

e [3 0 S 2]
o (159072 ()P ) + 99(r) PO ()

2000 0 - g |19 0P )

r

L99(r)g' (VP (1) + 29(r)2g" () PO ﬂ

PO = ~59(r) PO PP () - o {g<r>4p§”<r>
(151)
)3 (1) »d (r
+23g( ) Zjﬂs( )g( ) _ Tl4|:3g(r)3p2(2)(r)

P PP 0] + iz 200 1)+

16
139(r) P2 (r)} -

139(r)2g' (r) P} (r) + 4g(r) P@’(r)g”(r)}

49 49
P = = 50 PP () + 599 (B () (152)
5 @2 49 o an(2)
59PN () = 159(r)g ()PP ()



323 r2g'(r)*

10172¢'(r)2g" (r) — 631rg’(r)?

=) = {5080 9(r)2 1680 (r)
(153)
s 410506+ 5900+
840 g g\r)g g g

00 [1559'(7»)9”(7«) + 252g(3)(7")g(7“)]

| 467¢/(r)? +1509"(r)g(r) | 17 g(r)* _ 12234'(r)g(r)

420 630 72 2520 r
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