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Buchdalhov teorem precizno odreduje maksimalnu odrzivu kompaktnost obi¢ne gravitiraju¢e ma-
terije preko nejednakosti na omjer mase i radijusa koja mora biti zadovoljena za stati¢ne, sferno-
simetri¢ne konfiguracije tvari pod odredenim uvjetima. To¢nije, za radijus R i masu M mora biti
zadovoljeno M < 4R/9 u prirodnim jedinicama. Izvest ¢emo vakuumsko Schwarzschildovo rjesenje
iz Einsteinove jednadzbe te unutarnje rjeSenje za zvijezdu koja se aproksimira idealnim fluidom ko-
risteéi (—, 4, +, +) signaturu metrike. Dobit éemo i Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) jednadzbu
koja se koristi u dokazivanju Buchdahlove granice. Konaé¢no, izrazit ¢emo gornju granicu na masu
zvijezde sa zadanim radijusom nenegativne i monotono padajuée gustoce.

I. UVOD
A. Opcéa teorija relativnosti

Opca teorija relativnosti je geometrijska teorija gra-
vitacije koju je A. Einstein objavio 1915. Predstavlja
poopéenje specijalne relativnosti i Newtonovog zakona
univerzalne gravitacije te ju opisuje kao geometrijsko
svojstvo Cetverodimenzionalnog prostorvremena.
Newtonov univerzalni zakon gravitacije moze se smatrati
pojednostavljenjem opce relativnosti za gotovo ravna
prostorvremena. Odredena predvidanja opcée relativnosti
ne mogu biti obuhvaéena klasicnim Newtonovim zako-
nom, kao $to su tijek vremena i dilatacija, geometrija
prostora, gravitacijske leée, singulariteti i crne rupe. Do
sada izvedeni eksperimenti se slazu s teorijom.

B. Einsteinova jednadzba

Zakrivljenost prostorvremena direktno je povezana s
energijom i impulsom tvari i zracenja koji su prisutni,
Cija je veza opisana Einsteinovim jednadzbama polja koje
Cine sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog
reda. Smatra se srediSnjim pojmom opce teorije relativ-
nosti te je zadana oblikom:
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gdje je G, Einsteinov tenzor, R, Riccijev tenzor, R
Riccijev skalar, g,,,, element metrike i T}, tenzor energije
i impulsa (svi redom simetri¢ni tenzori)l. Einsteinova
jednadzba povezuje geometriju prostorvremena s raspo-
djelom mase, energije i impulsa, tj. odreduje tenzor me-

trike prostorvremena za zadanu raspodjelu te su rjesenja
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1U ovom obliku jednadzbe izostavljena je kozmoloska kons-
tanta.

komponente metrike. Ponekad je korisno zapisati Eins-
teinovu jednadzbu u drugacijem obliku. Uzme li se trag
jednadzbe (1), dobije se R = —(87Gc™%)T. Vrati li se
dobiveni izraz u pocetnu jednadzbu, dobije se:

&G 1
R;w = —a (THV — 2T9MV) (2)

Jednadzbe su potpuno ekvivalentne, ali gornji izraz je
koristan za vakuumsko rjeSenje, gdje je T, = 0, $to ¢ini
vakuumsku Einsteinovu jednadzbu:

R, =0 (3)

Povijesno prvo netrivijalno egzaktno rjesenje jednadzbi
dao je K. Schwarzschild 1916.

C. Buchdahlov teorem

Promatramo stati¢no, sferno-simetri¢no rjesenje Eins-
teinove jednadzbe s materijom zatvorenom radijusom R
koja se ponaSa kao idealni fluid s gustotom koja se ne
povecava s radijalnom koordinatom. Idealni fluid moze
se u potpunosti opisati gusto¢om u mirujuéem sustavu p
i izotropnim tlakom P. Dodatno, fluid nema viskoznost
te ne podlijeze smicanju i toplinskoj vodljivosti. Pret-
postavljamo pozitivnost gustoée i tlaka. Masa takvog
rjeSenja mora zadovoljavati:
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gdje su ¢ = G = 1 u prirodnom sustavu jedinica. Za
dokaz teorema, Buchdahl koristi Tolman-Oppenheimer-
Volkoff (TOV) jednadzbu.

II. SCHWARZSCHILDOVO RJESENJE

Schwarzschildovo rjesenje, koje opisuje egzaktno vanj-
sko gravitacijsko polje stati¢nog sferno-simetri¢nog tijela,



predvida mala odstupanja od Newtonove teorije za giba-
nje planeta u Suncevu sustavu, ”savijanje” svjetlosti, cr-
veni pomak i efekt kasnjenja vremena. U rezimu slabog
polja Sunceva sustava sva predvidanja opée teorije rela-
tivnosti su kvantitativno precizno izmjerena i potvrdena.
Vazan rezultat vezemo za masivna tijela koja se ne mogu
odrzavati u ravnotezi protiv gravitacijskog sazimanja.
Nakon kolapsa sferno-simetri¢nog tijela, cjelokupna ge-
ometrija prostorvremena bit ¢e opisana Schwarzschildo-
vim rjeSenjem.

A. Izvod Schwarzschildovog rjesenja

Rjesenje Einsteinove jednadzbe koje opisuje vanjsko
gravitacijsko polje stati¢nog sferno-simetri¢nog tijela opi-
sujemo cetverodimenzionalnom Lorentzovom metrikom
¢iji Riccijev tenzor is¢ezava, koja je statitna i sferno-
simetricna.

Prostorvrijeme je stacionarno ako ima Killingovo vektor-
sko polje £ koje je vremenskog tipa, a staticno ako je
stacionarno i postoji prostorna hiperploha ¥ na koju je
& ortogonalno. Iz toga slijedi neovisnost elemenata me-
trike o vremenu? te je mozemo zapisati na sljedeéi naéin:

3
ds? = =V3(z! 2, 2%)dt* + Z By (2t 22, 23)dat dz”
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(5)
gdje je V? = —¢,&" i ortogonalnost se o€ituje u nedos-
tatku mijesanog clana dtdz*. Konacno, staticno pros-
torvrijeme je stacionarno i ne mijenja se u vremenu
t — t + konst., niti prilikom refleksije ¢ — —t.
Prostorvrijeme je sferno-simetri¢no ako njegova grupa iz-
ometrija® ima podgrupu izomorfnu grupi SO(3), i orbite
podgrupe? su dvodimenzionalne sfere. SO(3) izometrije
se mogu fizikalno interpretirati kao rotacije, stoga sferno-
simetri¢no prostorvrijeme ima metriku koja je invari-
jantna na rotacije. Metrika prostorvremena inducira me-
triku na svaku dvodimenzionalnu sferu koja zbog rotacij-
ske simetrije mora biti visekratnik jedini¢ne dvodimenzi-
onalne sfere te moze biti opisana ukupnom povrsinom.
Definiramo r = /A/4w pa se u sfernim koordinatama
metrika na dvodimenzionalnoj sferi moze zapisati:

ds® = r2(df? + sin® 6d¢?) (6)

U ravnom trodimenzionalnom euklidskom prostoru, r je
radijus sfere te i u ovom sluc¢aju r predstavlja radijalnu
koordinatu na sferi.

Ako je prostorvrijeme stati¢no i sferno-simetri¢no, i ako

2Ako je metrika neovisna o nekoj koordinati x*, vektor Oy Ce
zadovoljavati Killingovu jednadzbu.

3Izometrije (simetrije prostorvremena) su funkcije iz jednog
prostora metrike u drugi koje ¢uvaju udaljenost izmedu bilo ko-
jih dviju tocaka.

4Skup tocaka rezultata akcije na podgrupu na danoj tocki.

je Killingovo vektorsko polje &* jedinstveno® (3to se

uzima kao pretpostavka), onda £* mora biti ortogonalno
na orbite dvodimenzionalnih sfera. Ako je £ jedinstveno,
mora biti invarijantno na rotacije, sto zahtijeva da pro-
jekcije €* na bilo koju sferu iséezavaju®, sto sfere &ini
ortogonalnim sa &* te one u cijelosti leze na hiperplohi
Y. Izabrane koordinate na ¥ su (r,0,¢) te u cijelom
prostorvremenu (t,7,60,¢). U ovim koordinatama, me-
trika proizvoljnog stati¢nog, sferno-simetri¢nog prostor-
vremena poprima oblik:

ds® = — f(r)dt? + h(r)dr? + 12 (d6? + sin® 0d6®)  (7)

Trebalo bi naglasiti da ovakav koordinatni sustav, uz pro-
bleme na polovima (6 = 0,7), u tockama gdje je £ =0
ili V,r = 0 takoder nailazi na probleme.
Dobivanje Schwarzschildovog rjeSenja svodi se na
odredivanje 10 funkcija od 4 varijable (koordinate), tj.
odredit ¢emo komponente metrike g, iz kojih dobivamo
i funkcije f(r) i h(r). Takoder nam je potreban Ricci-
jev tenzor R,,,, koji dobivamo iz Riemannovog tenzora
R", 5, koji se pak dobije iz Christoffelovih simbola I'® .
Metrika ds? moze se zapisati:

—f(r) 0 0 0

0

0 h(r 0
Guv = 0 E) ) 7,.2 0 (8)

0 0 0 r?sin’¢
Christoffelovi simboli ra¢unaju se formulom:

re — }ga)\ <39>\u 39>\y . 8'9“”) (9)
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gdje su elementi metrike s indeksima gore samo inverzi
onih s indeksima dolje. Dijagonalna metrika daje uvjete
na Christoffelove simbole:
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5Postoji samo jedno Killingovo vektorsko polje vremenskog tipa
ortogonalno na hiperplohu.

6Neistezavajuée vektorsko polje na sferi ne moze biti invari-
jantno na sve rotacije.



gdje je crticom (') oznacena derivacija po r.
Riemannov tenzor ra¢una se formulom:

po =MW Mas po tu pe (10
vaB — ora - oz + vt aoc aft vo ( )
Zbog simetrijskih svojstava Riemannovog tenzora,

imamo ukupno N2?(N? —1)/12 = 20 komponenata, gdje
je N =4 broj dimenzija prostorvremena. NeiS¢ezavajuce
komponente su:

R, =17 1 f(mh(r) 1 (J'(r)*
tri 2 h(r) 4 h2 4 f(r)h(r)
Retet = %‘;L((:)) = R¢t¢t
R _ 1K) R®

Riccijev tenzor iz Riemannovog dobivamo izrazom R, =
R% ., gdje se podrazumijeva Einsteinova sumacija po
a. Sve komponente su oblika R, §to se moze vidjeti iz
neiScezavajucih komponenti Riemannovog tenzora. Ko-
N O v _ 8
rlstg'm se 1 izrazom ¢, R",,,, = guuR",,, konactno se
dobije:

Ry = R = Ry + R, + Rd)td)t

_ L) LA () 1 ()2 1f(r)
2 h(r) 4 h%(r) 4 f(r)h(r) 7 h(r)

(1)

R,. = R®,,, =R
1f7(r)
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1f/(r)n(r) L'(r)

=73 TR0 T e Trae
Rog = R%a9 = Rlog + R g + R0
Ry =sin 0 - Rgg (14)

Bududi da je R4y ~ Res, postoje 3 neovisne kompo-
nente Riccijevog tenzora. Sad trebamo rijesiti jednadzbu
R,, = 0 koja daje vakuumsko rjesenje. Prvo ¢emo tir
komponente izjednaciti s nulom:

Ry =0
— ;J;((:)) - %f(l;) (hr/)(r) M % J(“{rg:z)():) - ijf:((:))
— 3= LD TP Ly
(15)
R, =0
~ - i e e,
(16)

gdje su komponente, nakon izjednacenja s nulom,
izrazene preko druge derivacije fukcije f(r) po r, te se
dva dobivena izraza izjednacavaju.

Lf'(r)h(r) (f'(r)* 1, - =
T TS B R T S A
_ LN () 1) L f(r) .
1 a1 e Trae 0 40

Oduzimanjem pripadajuéih ¢lanova, dolazimo do izraza:

Ly LSO e f6) K
O T = T Ty @Y
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C
1) = s (20)

gdje je C konstanta. Reskaliranjem vremenske koor-
dinate t — C - t, postavljamo C' = 1 bez smanjenja
opcenitosti. Promatramo jednadzbu za Rgy komponentu
i izjednacujemo s nulom.

r_f'(r)
2 f(r)h(r)
Umjesto h(r) uvrstimo f(r). Uz pomoé relacije
%(fﬁl(’l")) = —f72(r)f'(r), konatno mozemo pisati:
')
f2(r)

PRGN S

Hoo =0="- 2n2r) T R

~L @)+ L) F1-f) =0 (22)

—rf'(r)+1-=f(r)=0 = rf'(r)+f(r)=1 (23)

d
i) =1 (24)

Integracijom dobijemo:
C
Tf(r):r+C’:>f(r)=1+? (25)

Jednadzbama (20) i (25) rjeSavamo sustav jednadzbi ve-
zan za komponente Riccijevog tenzora, kao i metriku
prostorvremena. Konaé¢no pisemo:

C 1 -2
d82 = — (1 —|— 71) dt2 —|— Wd'r2 + T2(d92 + Sin 9d¢2)

(26)

Prvo sto mozemo primijetiti kod Schwarzschildovog
rjeSenja je da je ono asimptotski ravno, tj. kako r —
00, elementi metrike se priblizavaju analognima u pros-
torvremenu Minkowskog u sfernim koordinatama. To
omoguéuje interpretaciju Schwarzschildove metrike kao
vanjsko gravitacijsko polje izoliranog tijela. Za konstantu



C usporedujemo ponasanje testnog tijela u rezimu slabog
polja (r — 00) s ponasanjem u Newtonovoj teoriji gravi-
tacije. Za velike r, ponaSanje u Schwarzschildovoj metrici
s parametrom C slaze se s ponaSanjem u Newtonovom
gravitacijskom polju mase M = —C/2 te —C/2 interpre-
tiramo se kao ukupnu masu Schwarzshildovog prostor-
vremena i metriku pisemo u obliku:

ds® = — (1 — 2;”) dt*+

AT dr?+r%(d6?4-sin? 0dp?)

(27)
Glavna svojstva Schwarzschildovog rjesenja su singula-
riteti koji se javljaju na r = 2M i r = 0 u rezimu ja-
kog polja. Singularno ponasanje komponenti moze biti
ili zbog sloma koordinata koje su koristene za dobivanje
opcenitog oblika metrike, ili zbog stvarnog singulariteta
strukture prostorvremena. Singularitet u r = 2M je re-
zultat koordinata te je uklonjiv izborom drugih, a r = 0
je pravi fizikalni singularitet. Radijus rg = 2M zove se i
Schwarzschildov radijus. Treba imati na umu da su ko-
ordinatni i fizikalni singulariteti bitni samo za tijela koja
su veé prosla kroz kompletni gravitacijski raspad, te nam
nece biti bitni u daljnjem razmatranju kompaktnih tijela.

B. Unutarnja rjeSenja

Razmatramo stati¢na sferno-simetri¢na rjesenja Eins-
teinove jednadzbe sa tenzorom energije i impulsa koji
opisuje idealni fluid:

Ty = puptty + P(gu + upuy) (28)

gdje je p gustoca fluida, a P tlak fluida. Bitno je naglasiti
da se u ovom trenutku razmatramo izotropni slucaj koji
osigurava idealni fluid, gdje su radijalni i tangencijalni
tlak jednakog iznosa i da tlak iS¢ezava na rubu tijela.
Da bi bila kompatibilna sa stati¢cnom simetrijom pros-
torvremena, 4-brzina u* mora biti u smjeru stati¢nog
Killingovog vektorskog polja &*:

= = 7R () (dt) (29)

gdje je f(r) funkcija koja se pojavljuje u opéenitom za-
pisu metrike. Trazimo rjeSenja moguc¢ih unutarnjih iz-
vora fluidnog karaktera za vanjsku Schwarzschildovu me-
triku, koji opisuju strukturu stati¢nih fluidnih objekata
kao Sto su zvijezde. Za rjeSavanje Einsteinove jednazbe,
potrebno je prvo izracunati Riccijev skalar.

R=g"Riyt + ¢ Rpr + g’ Rog + g?° Ry (30)
(1) PR 1) 1
B==%0 (2 W) 4 () Af0h) T
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_ ") }f(?“)h’( r) 1 (f(n)?
BT TIOM) T 2 F0R) TR POR
2 W) +2h’(r>+ 2 ()
r f(r)h(r) — 7R (r) h(r)
Tenzor impulsa i energije mozemo zapisati:
f(r)-p , 0 b 0 0
O B R N
0 0 0 r?sin®6-P

Rjesavamo Einsteinovu jednadzbu za svaku neovisnu
komponentu (¢, 7, ) Riccijevog tenzora.

8Ty = Ry — lett
1f"(7") 1/ (r) 1 (f'(r)* 1f(r)
hry 4 h2(r) 4 f(r)h(r) o h(r) (34)
f”( ), LK (r) L1 L(f'(n)? 1f(r)
2 h(r) 4 h2(r) 4 f(r)h(r) 7 h(r)
f(r) B'(r)

f(r) 1
]_ —
+ r h2(r) + r2 h(r)
Umjesto T3 uvrstavamo pripadajucu vrijednost zadanu

definicijom tenzora te kratimo odredene ¢lanove u gor-
njem izrazu. Time dobivamo:

swof(r) = 1) (L + 5 (1= 50) ) @9

1R (r)y 1 1
8ﬂp:rh(1")+r2(1_h(r)> (36)

Na isti na¢in rjeSavamo r komponentu:

1
87TT7"I” = Rrr - 7Rgrr

IO | L £1(r))?
WFr) 4 )
1f’() ‘) 1)
)

(
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A f(Ar) 4 R
1h’() h(r

mr) © )<1‘h<1r>)

8wP=ihf(’")—12(1—h1> (38)

10/(r)
r h(r)
f'(r)
f(r)

1f7(r)
2 f(r)
1f7(r)
2 f(r)

(37)
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i @ komponentu:

2
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T2 F(h2(r) 4 2 F2()h(r)
ey We) (1

2 (1 h<r>>




orp = 1L LSO

rh(r) 4 f(r)h2(r)
LU L S 1 ()
4 f2(r)h(r)  2r f(r)h(r)  2r h3(r)

Jednadzba (36) ovisi samo o h(r), $to se moze potvr-
diti ¢injenicom da je jednadzba Gy = 87T} ogranicenje
pocetnih uvjeta, koje u statickom slucaju ukljuc¢uje samo
geometriju prostorne hiperplohe X koja je ortogonalna na
Killingovo vektorsko polje £# te ne moze ovisiti o f(r).
Jednadzbu (36) raspisujemo:

8mp(r) = i}];((’;)) 4+ L (1 - h(lr))
(TZ((:)) : ;(% ))

Sad ¢emo prvi ¢lan u zagradi zapisati kao jedan od
¢lanova derivacije razlomka r/h(r) na nag¢in:

= (‘j (h(r)) o 1)
== (= () +0)
23

i (7))

Iz ¢ega odmah mozemo zakljuciti oblik A(r) kao genera-
lizaciju vakuumskog Schwarzschildovog rjesSenja:

1
2/ (10)

(41)

8mp(r) =

(42)

1
1_ 2m(r)

T

h(r) = (43)

gdje je m(r) masa zvijezde unutar radijusa r zadana jed-
nadzbom:

m(r) = 47r/0 p(r)yr2dr’ + a

= dm(r) = 4np(r)ridr (44)
dn;(ﬂr) = 47p(r)r?

gdje je a konstanta. Ako gornji izraz pomnozimo s 2 i
podijelimo s 72, dobit éemo izraz ekvivalentan (42) te se
lako moze pokazati da se dobiveni oblik A(r) pronalazi:

s = 5 (1 (1-555))

. ( _ h(lr)> — 2m(r) (45)
= h(r) =

1 2m(r)

Glatkoca metrike na 3 u r = 0 zahtijeva da kako r — 0,
povrsine sfera priblizavaju se vrijednosti 47 pomnozeno

s kvadratom njihovih vlastitih radijusa; treba h(r) — 1
kako r — 0. Kako bi se izbjegao singularitet metrike
ur = 0, stavi se ¢« = 0. Buduéi da ¥ mora biti pros-
tornog karaktera za statitne konfiguracije, nuzan uvjet
staticnosti je h(r) > 0, tj. r > 2m(r).

Ako je p > 0 za r > R, rjeSenje za h(r) spaja se se
sa Schwarzschildovim vakuumskim rjesenjem s ukupnom
masom ha nacin:

R
M =m(R) = 47r/ p(r)ridr (46)
0
Ova jednadzba je formalno identi¢na izrazu za ukupnu

masu u Newtonovoj gravitaciji, ali treba uzeti u obzir da
je vlastiti volumen” elementa na ¥ dan relacijom:

A/ (3)gd3x =

pa je vlastita masa® dana izrazom:

h(r)r? sin Odrdfde (47)

i 1
2
M, = 47T/0 p(r)r e dr (48)
T

Razlika izmedu vlastite i ukupne mase interpretira se kao
gravitacijska energija vezanja Fgp = M, — M > 0.
Funkciju f(r) uz dt?> komponentu metrike napisemo kao
funkciju parametra ¢(r) na nac¢in f = ¢>¢. Sad G, kom-
ponentu mozemo zapisati preko novog parametra ¢. Prvo
je potrebno izraziti f’'(r) preko ¢.

df _dfdé _,.d¢

fr) =g = dodr  ar (49)

if(f)(()) 1(1‘h<1>>

Trazimo izraz koji opisuje ovisnost novog parametra ¢ i
r, derivaciju ¢'(r).

-2 ured ()

Dalje pisemo:

8mP =
(50)

(51)
:h()(47r7‘P—|—2 ( hr) )
Sad uvrstimo izraz za h(r) iz jednadzbe (43):
do 1 1 2m(r)
— = ——(4mrP+ —(1—-1
i o (g (0 )
_ 4mr? P n r 2m(r) (52)
r—2m(r) r—2m(r) 2r2

d¢ 473 P + m(r)
dr 7 (r—2m(r))

7 proper volume
8 proper mass



U Newtonovom limesu su pojednostavljenja oblika
P < m(r) i m(r) < r, pa se gornji rezultat svodi
na:

do , mlr) (53)
dr r2
§to je sferno-simetri¢na verzija Poissonove jednadzbe za
Newtonov gravitacijski potencijal. U stati¢nom sferno-
simetri¢nom slucaju mozemo poopditi ¢ = %ln f kao re-
lativisticki ekvivalent Newtonovom potencijalu.
Nove rezultate (43) i (52) ubacujemo u tangencijalnu
komponentu Einsteinove jednadzbe (40). Prije svega tre-
bamo izraziti drugu derivaciju funkcije f(r) preko para-
metra ¢. Koristimo ranije dobiven izraz (49) da lako

pokazemo:
iy = & (00
Fir) = dr <2fdr)

af o .d2%¢
Y Y 54
er dr +2 dr? (54)

L (doN L d2
Car (%) art

Prije nego $to gornji izraz ubacimo u (40), odredit ¢emo

¢"(r).

d?¢  d 473 P+ m(r)
@S T G om)

@ B 12772 P + 47rr2% + 7d”;£T)

dr? r(r—m(r)) (55)
- (47r® 4+ m(r)) (27" - rd”;y) - m(r))
r? (r —m(r))?
Sad f”(r) mozemo pisati kao:
"(r :—2f 2 (47r° P + m(r))*
e T i)
+r (r —2m(r)) <127rr2P + 47r7'2§ + drgir)) (56)
— (4mr®P + m(r)) (27" - rdﬂ;f’r) — m(r)) }
Za kraj ¢emo izraziti derivaciju h'(r) iz (43).
dh _d (v )y i) = mir)
dr  dr (r - 2m(r)) 2 (r — 2m(r))’ (57)

Napokon, rjesavamo jednadzbu (40) koja u potpunosti
zapisana izgleda ovako:

1r—2m(r) 2f
2 rf r2 (r —2m(r))

dP
+r (r —2m(r)) <12ﬂ'r2P + 47r7"2ﬁ + m’(r))

8P = {2 (4mr3P + m(r))2

2

— (47rr3P +m(r)) (2r — rm/(r) — m(r)) }
1 (r—2m(r))? 2f

4 2 (r—2m(r) (1P 4 m(r))
Q) =i
(r —2m(r))
_Lr—2m(r) 4f2 3P+ m(r))?
4 rf2 2(r—2m(r)’ (4P m(r))
17 —2m(r)2f 473 P + m(r)
+§ rf o r—2m(r)
1 (= 2m(r))>? .2rm’(7") —m(r)
TR (r — 2m(r))?

(58)
Uredivanjem ovog izraza dolazimo do:

1 1
§7P = — 6 {2 (471'1"3P + m(r))

r3r—2m

2

+r (r —2m(r)) <127TT2P + 47?7’3%: + 47rr2p>
— (4nr®P +m(r)) (2r — 2m(r) — 871%p) (59)
— (47 P+ m(r)) (47r®p — m(r))
— (4mr®P + m(r))2 }

1
+— (47r®P — 4mwr’p + m(r))
r

gdje smo umjesto m’(r) koristili rezultat iz jednadzbe
(44). Daljnjim pojednostavljenjem dobivamo:

_1 ! 3
8nP = P Qm(r){ (47r®P + m(r))
(473 P+ m(r) — 2r + 2m(r) + 8mrPp — dnr®p 4+ m(r))

+4mrt (r — 2m(r)) % + 473 (r — 2m(r)) (3P — p) }

2
+4mw (P —p) + T—3m(r)

(60)
Pomnozimo li sve s 73 (r — 2m(r)), dobit éemo sljedece:

8773 (r — 2m(r)) P = (471 P + m(r)) - 47r® (P + p)

—2- (47r® P+ m(r)) (r — 2m(r))
+4mrt (r — 2m(r)) Z—P + 47r3 (r — 2m(r)) (3P + p)
T

+d7r3 (r—=2m(r)) (P — p) + 2m(r) (r — 2m(r))
(61)



Sad iz gornje jednadzbe izrazimo dP/dr te grupiramo iste
stvari.
dP

4t (r — 2m(r)) e —47nr3 (P + p) (47r7“3P +m(r))

+ (r —2m(r)) - (87TT3P + 81 P + 2m(r)

—127r3P — 4713 P — 2m(7°))

(62)
gdje se svi c¢lanovi u zadnjoj zagradi pokrate.
Uredivanjem izraza tako da P’(r) bude sam na lijevo]
strani jednadzbe, dobit ¢emo:

dP P+ p4rr®P +m(r) (63)
dr T r —2m(r)

§to je rezultat poznat kao Tolman-Oppenheimer-Volkoff
(TOV) jednadzba hidrostaticke ravnoteze.
U Newtonovom limesu P < p i m(r) < r, jednadzba
se reducira na Newtonovu jednadzbu hidrostaticke rav-
noteze.
dP _ pm(r)
dr ~ r2

(64)

Konaécno, za stati¢nu i sferno-simetri¢nu fluidnu zvijezdu,
geometrija prostorvremena opisana je metrikom:
ds? = —e*dt? + I_deﬂ +1? (d6® + sin® 0d¢?)
—
(65)
gdje je

m(r) = 4n /OT p(r")yrdr’ (66)

Nuzan i dovoljan uvjet stabilnosti je zadovoljena TOV
jednadzba.

Za fluid s poznatom jednadzbom stanja P = P(p),
ravnoteznu konfiguraciju mozemo odrediti tako da pro-
izvoljno zadamo sredisnju gustoc¢u p. i s time sredi$nji
tlak P. = P(p.). Onda integriramo jednadzbe (63) i
(66) prema van do povrsine zvijezde gdje su P =p =01
gdje se rjesenje spaja s vakuumskim Schwarzschildovim
rjeSenjem.  Konacno, odredit ¢emo ¢ integriranjem
jednadzbe (52) s rubnim uvjetom ¢ — 0 kako r — oc.
Najvaznija razlika ravnoteznih konfiguracija u opcoj
relativnosti i Newtonovoj gravitaciji je, pretpostavljajuéi
P > 0 s danom gusto¢om p(r) > 0, desna strana jed-
nadzbe (63) je uvijek veleg iznosa u opéoj relativnosti
nego u Newtonovom limesu. To znaci da je za danu
gustoéu p(r) sredisnji tlak P. uvijek veéi u opéoj relativ-
nosti, tj. teze je odrzavati ravnotezu u opcoj relativnosti.

Razmatramo konfiguraciju konstantne gustoée pg nes-
tlac¢ivog fluida.

_ )P
pm—{OO i (67

Za takvu raspodjelu gustoée, masu dobivamo na nagcin:

m(r) = gm"BpO (68)

gdje je r < R, a za svaki r > R masa je ukupna masa
zvijezde. Newtonova jednadzba hidrostatske ravnoteze
(64) integracijom od r do R daje:

4 R 27
P(R)—P(r) = —?pg/ rdr = —gpg (R2 — rz)

(69)
Buduéi da tlak na povrsini zvijezde iS¢ezava, dobivamo:

21 4

P(r) = = (R* —1?) (70)
Sredisnji tlak je onda:
27
P.= ?pgR2 (71)

koji se moze izraziti preko ukupne mase zvijezde M koja
je odredena kao:

R 9 4m
M =m(R) = 47r/ pordr = ?pORS (72)
0
pa iz tog izraza uredivanjem slijedi:
r.=(3) pi M3 (73)

te je taj izraz konacan za sve vrijednosti pg i R. To znaci
da se ravnoteza moze postiéi za dovoljno velike tlakove.
Nadalje, integriramo (63), jednadzbu hidrostatske rav-
noteze opce relativnosti. Prvi korak je ubacivanje gustoce
po 1 formule za m(r).

ap _P + po Awr3P + %’rr%o

dr r r— 8%T?’po
dP d 473
— lgir (p_|_ @) (74)
P+ pg ror—Sr3pg

dP B drr2dr
P2+ 3poP + 53 =5 pg

Sljededi korak je integracija u kojoj se koristi P(R) = 0.

o2
3 1n<po—|—3P(r)>: A 3 ln(3 87Trp0>

“200 "\ potP(r) ) 16mpy  \3 -8Ry
1
po+3P(r)  (3—8mr?pg)?
po+P(r) (3 8rR2py)?

(75)
Dodatnim sredivanjem dolazimo do:

(po +3P(r)) (3 — 87R%py) * =
(po + P(r)) (3 — 87r2p)  (76)



P(r)- (3 (3 - 87R%0)" — (3—8mrp0)" ) =

po (3= 8mr2p0)* — (3-87R%p0) ") (77)

Kona¢éno dobivamo:
1 1
(3 — 87Tr2p0) 2 — (3 — 87TR2/)0) 2
0
3(3— 8TR2py)® — (3 — 8mr2pg)?

P(r)= (78)

Gornji izraz zapisan preko mase zvijezde dobivamo ko-
risteéi relacije:

8TR%py —3= j2M; . 87rR? -3 =S4 _3=3. (2 1)

4T R3 t
87r2py — 3 =3 (”g; - 1)
te konac¢no imamo:
1
1— (1202
R:pw—i——%lf (79)
3(1-2%%)% -1

pa se izraz u limesu R > M reducira na Newtonovu
vrijednost.
Sredisnji tlak postaje beskonacan kad je:

3@_2M>5:1 (s0)

tj. kad je:
R=-M (81)

Bitno je zapamtiti pretpostavke koje smo koristili: za
gustoéu p(r) = pg =konst. i pg > 0 te za tlak P(r) >0 i
P'(r) < 0.

III. BUCHDAHLOVA GRANICA

U opcoj relativnosti, zvijezde konstantne gustoce s ma-
som M > % ne mogu postojati. Drugim rije¢ima,
najve¢a mogucéa masa zvijezde konstantne gustoce pg
dana je izrazom:

9 9 \4rm (82)
1 -3
max p
9(3m)3 """
gdje smo koristili vezu mase i radijusa iz (72). Masa
zvijezde ima gornju granicu:
4
M < §R (83)

koja je tzv. Buchdahlova granica. Jednakost se postize
samo u slu¢aju unutarnjeg Schwarzschildovog rjesenja
kada sredisnji tlak divergira, ¢ime se usput krsi jaki ener-
getski uvjet.

Ako je gustoéa p(r) nenegativna i monotono padajuéa
funkcija od r:

p(r) >0
p(r)<0

za stati¢ne sferne zvijezde zadanog radijusa R u op¢oj
relativnosti gornja granica dana je najve¢om mogucéom
vrijednosti mase za homogenu zvijezdu M,,q, = 4R/9.

A. Zvijezde radijusa R

Postojanje gornje granice na masu zvijezde zadanog
radijusa R veé dolazi iz uvjeta h(r) > 0, Sto daje nuzan
uvjet staticnosti. Iz h(r) > 01 iz izraza (43), mozemo
izvesti osnovnu granicu:

(85)

Ovaj uvjet moze se izoStriti koristeéi uvjet f(r) > 0 koji
kaze da je Killingovo vektorsko polje £ svugdje vremen-
skog tipa. Pretpostavljajuéi samo p > 01 p'(r) < 0 bez
ikakvih pretpostavki o tlaku P, trebamo ispitati dvije
nezavisne jednadzbe iz Einsteinovih (36)-(40) koje ne
ukljuéuju P. Buduéi da smo iz jednadzbe (36) odredili
h(r), jednadzba koja preostaje je razlika r i # kompo-
nente:

Grr - G99 =0
1 f(r) 1 (1 B 1> 1 ) LR ()
r f(r)h(r) r? h(r)) 2 f(r)h(r) 4 f(r)h*(r)
U 1 ) AR
4 f2(r)h(r)  2r f(r)h(r) = 2r h2(r)
(86)

Rjesenje za h(r) ubacit ¢emo u drugi i zadnji ¢lan gornjeg
izraza jer su ti ¢lanovi slobodni u odnosu na f(r). Prije
toga izraz se malo sredi:

1 ff) 1) ffr) 1 .

2f(r)h(r) 2| f(r)h(r) 2 f(r)h(r)

(W) () _ 1 1r—2mr) 38
(hm'*ﬂm) 22 (%)
2 (r— 2m(7"))2 rm/(r) — m(r)

2r r? (r — 2m(r))?

1 f'(r)




1 fr) 1) ) f(r) fr)R (r) + h(r) f(r)
2 f(r)h(r) 2| f(r)h(r) 2 fA(r)h3(r)
= rld (r —7r+2m(r) — dn(;(j“) +m( ))
(89)
Izraz na desnoj strani preoblikujemo:
7%3 (rdrgir) B 3m(r)) _ 7rrm’(r)r; 3m(r) (90)
i prepoznajemo kao:
_Td% (ﬂlﬁ)) (1)

Nadalje, u izrazu na lijevoj strani iz zagrade izlu¢ujemo

(f(r)h(r)=1/2:

1 /) 1 1 [/ f(r)h(r)
2r f(r)h(r) 2 f(r)h(r) f(r)h(r)
L f'(r)\/f(r)h(r)

2 fA(r)h3(r)

Sve pomnozimo s —r~ !

1 f(r) L 11 £"(r)/Tr)h(r)
22 f(r)h(r) Fr)p(r) | f()h(r)
1 f/r) fERE) +he)f )| _ d (m(r))
2 f(r)h(r) f(r)h(r) dr \ 1

(93)
Zadnji izraz na lijevoj strani prepoznajemo kao derivaciju

izraza \/ f(r)h(r) po r pa pisemo:
G NRN S W #2100
2r2 f(r)h(r) " 2r \/f(r)h(r) f(r)h(r)

f'(r)

(95)

GLG) d% (VFet) } - d% (ﬂi(;)>
(94)
po r.
f’(r) )
(r)h(r)
:% (ni(;))

1/1d
2{rdr (

Promatranjem izraza unutar viticaste zagrade na lijevoj
strani prepoznajemo derivaciju izraza f'(r)/+/f(r)h(r)
1 f’(r) + 1 1 d
S22 flr \/7d7‘
f(r) 1 ()
fr)h(ry ) 72 fr)h(r)
m(r)

— Vi ()
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Sad unutar viticaste zagrade prepoznajemo derivaciju iz-

raza f'(r)/ (r f(r)h(r)).

4
dr

gdje éemo na kraju prepoznati derivaciju funkcije
u zagradi s lijeve strane.

d 1 d d (m(r)

- Z - hr) —

u ( Nt f(r)) o 4 ()
(97)

Buduéi da se gustoa materije smanjuje s radijusom

p'(r) < 0, prosjecna gustoéa koja je proporcionalna s
m(r)/r3, takoder monotono pada s r. Iz toga se pise:

d [(m(r
dr ( r(3 )) <0
(98)
a1 aim) _,
ar \ 7/hr) -

dr

P\ prood (mi)
2r f(r)h(r)> oo ()

f(r)

Integracijom prema unutra s povrSine zvijezde, tj. vri-
jednosti 7 = R do nekog proizvoljnog r, dobivamo:

L gy L 4T
RW dr r\/hi dr - (99)
1 dJf (r) > 1 df (R)
r h(r) dr R\/h dr

Sad ubacujemo dobivene izraze za f(R) i h(R) od ranije.
Bitno je obratiti pozornost na glatko spajanje unutarnjih
i vanjskih Schwarzschilovih rjeSenja na granici r = R.

L v 1 2Md< 2M>
r+/h(r) dr ~ R R dr T R
L[ 1o
R R 2 R [1_2m
R
M
TR’
(100)
Obje strane mnozimo s ry/h(r) da dobijemo izoliranu
derivaciju funkcije +/ f(r) po r.
dv/f(r) M
o > r\/h(r)ﬁ (101)
Opet se integrira prema unutra, od R do 0.
VIR) =/ f / r/h(r)dr
(102)

Fﬁ/ﬁ



gdje smo kao i ranije koristili \/f(R) = /1 — 2—1];1 kao
i eksplicitno rjesenje (43) za h(r). Iz uvjeta p'(r) < 0
uocavamo da m(r) ne smije biti manje nego sto bi bilo u
slu¢aju homogene gustoce zvijezde p/(r) = 0.

(103)

te Ce izraz s desne strane jednadzbe (102) biti najmanji
kad je u gornjoj jednadzbi jednakost.

2M

M (R 1
_f_ﬁ/ 727%7"
0 /1,%
2M M.R3+M.R312M
R R3 2M  R3 2M R
_3 M1
2 R 2

f(0) <y/1

_ i (104)

Nuzan uvjet staticnosti /f(0) > 0 daje:

3 oM
S-S >
2 R ~

(105)
R 9

<

IN N =
°|5

Sto je trazeni rezultat. U ovom slu¢aju nije bilo nikakvih
pretpostavki na tlak P, koji nije ni usao u izvod.

IV. ZAKLJUCAK I DISKUSIJA

Ispitali smo omjer mase i radijusa 2M/R fizikalno

moguceg stati¢nog sferno-simetri¢nog objekta obi¢ne gra-
vitiraju¢e materije u opcoj relativnosti. Pokazali smo da
teorija uvijek daje gornju granicu omjera koji strogo lezi
ispod vrijednosti koju poprima kad se stvara horizont.
Vazno je napomenuti da se gornje granice pojavljuju i u
Newtonovoj teoriji, ali u tom slu¢aju ovise o jednadzbi
stanja.
Buchdahlov teorem koristan je u promatranju alterna-
tiva crnim rupama. Pokusaji su inspirirani informacij-
skim paradoksom, objasnjenjem tamne tvari i ¢injenicom
da su opazanja crnih rupa potpomognuta iskljucivanjem
poznatih astrofizickih alternativa kao Sto su neutronske
zvijezde radije nego direktnim opazanjem. Da bi se kons-
truirala dobra alternativa, potrebna je ekstremna kom-
paktnost objekta i krsenje Buchdahlove nejednakosti, sto
znaci da bi jedna od pretpostavki teorema bila netocna.
Koristene pretpostavke su:

e Opca relativnost je toc¢na teorija gravitacije

9 Gravitational redshift — elektromagnetski valovi koji putuju
iz gravitacijske potencijalne jame gube energiju, Sto se ispoljava u
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e Rjesenje je sferno simetri¢no
e Materija je opisana idealnim fluidom

e Fluid je ili izotropan ili blago anizotropan, u smislu
da je tangencijalni tlak manji od radijalnog P, > Py
e Radijalni tlak i gustoc¢a su pozitivni, P, >0, p >0

e gustoda energije se smanjuje prema van p'(r) <0

Moze se napraviti klasifikacija na osnovu pretpostavki
koje su zanemarene. Takoder, granica na 2M/R ima di-
rektne opazacke posljedice jer ogranicava moguéi gravi-
tacijski crveni pomak? sferno-simetri¢nog objekta.
Glavne osnove proSirenja teorije su prosirivanje pretpos-
tavke vrste tvari ili simetrije problema. Najéesce se pro-
matra anizotropna tvar ili rotacija. U [1] cilj rada je
bio prosiriti poc¢etne pretpostavke koje su inace iznimno
ogranicavajuée. Naime, opisana ravnoteza se ne bi pos-
tigla ni u mjehuri¢u sapunice, a sigurno ne aproksimira
nijednu poznatu topoloski stabilnu konfiguraciju polja.
Takve konfiguracije opéenito nece biti kompaktne. U
anizotropnom sluc¢aju, s monotono padajué¢om gustoéom,
granica 8/9 nastavlja vrijediti sve dok je tangencijalni
tlak jednak ili manji od radijalnog, kroz cijeli volumen
ako je M zamijenjena kvazi-lokalnom masom. Takoder,
moze se pokazati da je omjer 2M /R strogo manji od 1
konstrukcijom eksplicitne gornje granice koja ovisi samo
o omjeru tlakova i promjeni gustoce tvari.

I u [2] autori polaze od anizotropne pretpostavke i
elektricki nabijene materije koja se u prigodnim lime-
sima dovede do Buchdahlove granice te pokazuje vezu
maksimalne moguée kompaktnosti i anizotropije tlaka.
Oznacavajuéi A = P,.— Py kao mjeru anizotropije, uocava
se obrnuto proporcionalna veza izmedu vrijednosti gor-
nje granice omjera 2M /R i A.

U [3], granica se pokuSava izoStriti stvarajuéi uvjete na
omjer P/p, gdje je P radijalni tlak, a p gustoéa tvari,
tako da omjer bude ogranic¢en, pa se dobije granica na
2M/R u ovisnosti o P/p. Posebno, pretpostavljajuéi do-
minantni energetski uvjet, dobije se 2M /R < 6/7.
Dodatno, osim na globalnu kompaktnost 2M/R,
ograniCenja se mogu postaviti na:

2m(r)

e unutarnju kompaktnost =

e lokalno mjerenu akceleraciju zbog gravitacije
e komponente metrike prostorvremena
e razne linearne kombinacije tlaka i gustoce

Kljuéni rezultati ukljuéuju granice na tlak P(r) koje
uklju¢uju Chandrasekharovu granicu i niz ogranicenja
povezanih sa Schwarzschildovom unutarnjom geometri-
jom, od ¢ega sve prelazi dosadasnju raspravu.

povecanju valne duljine i smanjenju frekvencije.
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