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Polazno od lagranzijana koji posjeduje bazdarnu invarijantnost na lokalne transformacije pro-
izvoljne U(N) ili SU(N) grupe i njegove kvantizacije, analizira se ponaSanje teorije na razini jedne
petlje. Kallén-Lehmannova spektralna reprezentacija korelacijskih funkcija dvaju fermionskih kao
i dvaju gluonskih polja ukazuje na nuznost renormalizacije svih polja i parametara koji se pojav-
ljuju u teoriji. Time pocetni lagranzijan izgraden od tzv. golih polja i parametara razdvajamo na
renormalizirani dio te dio koji se sastoji od protuc¢lanova. Nametanjem renormalizacijskih uvjeta na
proizvoljnoj energijskoj skali omoguéujemo si izra¢un vrijednosti dobivenih protuclanova i odstranji-
vanje divergencija dijagrama s jednom petljom. Kao prirodna posljedica neovisnosti primijenjenih
uvjeta o energijskoj skali dolazi do pojave klizanja parametra vezanja fermionskog i gluonskog po-
lja. Efekt klizanja analiziramo primijenjujué¢i Callan-Symanzikovu jednadzbu na pogodno odabrane
korelacijske funkcije. Pritom dolazimo do iznenadujuéeg rezultata o smanjenju jakosti vezanja kako
energija procesa raste, pod odredenim uvjetima. Konac¢no, dana je fizikalna interpretacija porijekla

asimptotske slobode kao i njezine implikacije u ostalim podruéjima fizike.

1. UVOD

U prvoj polovici dvadesetog stolje¢a pronadena je te-
orija (lagranzijan) koja je opisivala medudjelovanje fer-
mionskog i elektromagnetskog polja:

_ 1., _
ACQED :w(Zafm)i/Jf ZFM Fuyfe’l/JA’(/J, (].1)
uz definiciju elektromagnetskog (EM) tenzora:

Fp = 0,A, — 0,A,. (1.2)

Osim simetrije na globalne transformacije fermionskog
polja iz grupe U(1)

V' (2) = e (x),

lagranzijan (1.1) posjeduje svojstvo invarijantnosti na
istovremenu lokalnu U(1) transformaciju fermionskog
polja te bazdarnu transformaciju fotonskog polja:

Y (z) = e @y(z),

(1.3)

(1.4)

1
At (x) = A (x) — ga“oz(a:), (1.5)
odakle se uvrstavanjem (1.4) i (1.5) u (1.1) dobiva jed-
nakost:

Lorp = LoED- (1.6)
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Pedesetih godina prosloga stoljeca Yang i Mills [1]
pronasli su poopéenu inacicu lagranZijana (1.1) zahtje-
vajuéi invarijantnost na lokalne i bazdarne transforma-
cije iz proizvoljne U(N) ili SU(N) grupe. Svaki element
(oznaka: U) U(N) ili SU(N) grupe moze se prikazati
pomocu eksponencijalnog preslikavanja linearne kombi-
nacije tzv. generatora grupe (oznaka: ¢*) pomnoZene s
imaginarnom jedinicom na sljedeéi naéin:

U = eia“ta7 (1.7)

gdje vrijedi a, € R. Kod lokalnih grupa koeficijenti
postaju funkeije prostor-vremena, odnosno o, = a, ().
U sluéaju U(N) grupe generatori t® &ine skup od N2
linearno neovisnih N x N hermitskih matrica, a kod
SU(N) skup od N? — 1 linearno neovisnih NxN her-
mitskih matrica ¢iji je trag jednak nuli. Jedan od os-
novnih rezultata teorije grupa unitarnih transformacija
jest oblik komutatora generatora, opisan s potpuno an-
tisimetri¢nim realnim tenzorom fb°:

[te, %] = i fobete, (1.8)
Konvencionalno se grupe u kojima je rezultat kompo-
zicije (mnoZenja) elemenata grupe ovisan o njihovom
poretku nazivaju ne-Abelovim grupama. Kod Abelo-
vih grupa rezultat mnozenja elemenata grupe ne ovisi o
njihovom poretku. U slucaju U(N) i SU(N) koji ovdje
razmatramo vrijedi takoder posebno da je grupa ne-
Abelova ako i samo ako posjeduje netrivijalne komuta-
cijske relacije generatora, kao §to je to navedeno izrazom
(1.8). Zato je U(1) grupa Abelova, buduéi da posjeduje
samo jedan generator (1 € R) koji o¢ito komutira sa sa-
mim sobom. Medutim, opéenita U(N) ili SU(N) grupa


mailto:ivan.vujmilovic@student.pmf.hr
mailto:gorand@irb.hr

® > ® /4,0 . 0000000000000~ b @ oo b
k k k

Slika 1. Prikaz propagatora (2.4), (2.6) i (2.8) u Feynmanovim dijagramima redom kako se izvode u drugom poglavlju.

¢e biti ne-Abelova. Za detaljne izvode i dokaze izraza
(1.7) i (1.8) kao i rezultata koje ovdje samo navodimo
vidjeti [3].

Yang i Mills pritom su dobili sljedeéi rezultat koji ovdje
samo navodimo zbog saZetosti (za moderniji tretman
problema izgradnje opcenite ne-Abelove teorije s ba-
zdarnom simetrijom kao i njezine interpretacije vidjeti

[2]):

L= —m)p — iF“”“F;ZV +gud iy
1
2

(1.9)
(augua>2 + Ea(_(sacauau _ gfab(:auGw‘b>cc7

s odgovarajuc¢om definicijom gluonskog tenzora:

FY, = 0,Gs — 0,G% + gf** GG (1.10)

U lagranzdijanu (1.9) pojavljuju se takoder polja c*
Cije je konvencionalno ime Faddeev-Popovljevi duhovi
(u nastavku samo duhovi). Njihovo osnovno obiljezje je
to da su skalarna polja (spina 0) koja zadovoljavaju an-
tikomutacijske relacije, ¢ime naruSavaju teorem spina
i statistike (vidi [4] i [5]). Stoga se duhovi mogu po-
javljivati samo unutar zatvorenih petlji u dijagramima.
Pripadna lokalna transformacija fermionskog polja i ba-
zdarna transformacija gluonskog polja potom redom
glasi:

Y (2) = O (2) = Ula)e(a), (L.11)

aqa aqa Z
Gt =U(x) (Gut + gaﬂ) U'(z). (1.12)
Za poseban slucaj infinitezimalnih transformacija ra-
zvojem operatora U(z) (definicija je dana u (1.7)) i
Ut(z) u rel. (1.12) po funkcijama a?(x) dobiva se ta-
koder sljedeéi koristan izraz:

G'% =G+ [*Gha + é@uoﬂ. (1.13)

Tako na prvi pogled ne-Abelova teorija izgleda
vrlo sli¢no kvantnoj elektrodinamici, postoji nekoliko
faktora koji bitno kompliciraju ra¢une u opcoj teoriji.
Broj bazdarnih bozona (gluona, konvencionalno se
oznacavaju s G*®) koji se pojavljuju u opisanoj teoriji
odgovara broju generatora odgovarajuée grupe s obzi-
rom na koju je ukupni lagranzijan simetrican (ima ih

N? ako je grupa transformacija U(N) ili N2 — 1 u slu-
¢aju SU(N)). Gluoni u opéoj ne-Abelovoj teoriji igraju
ulogu analognu fotonu u kvantnoj elektrodinamici.
Nekomutativnost generatora grupe simetrija ostavlja
trag u definiciji gluonskog tenzora (1.10) &ime se
ostvaruju 3-gluonski i 4-gluonski vrhovi (osim u jed-
nostavnom U(1) slu¢aju kad strukturne konstante fab¢
iS¢ezavaju) kao Sto ¢emo vidjeti kasnije pri kvantizaciji
lagranzijana (1.9).

2. KVANTIZACIJA TEORIJE

Ukratko ¢emo dobiti i popisati Feynmanova pravila
(u impulsnom prostoru) potpune ne-Abelove teorije
(1.9) koju smo naveli tijekom uvodnog poglavlja da bi-
smo postigli usuglasenost notacije s njenom kasnijom
uporabom u ¢etvrtom poglavlju.

Izvod propagatora je najjednostavniji buduéi da se
po definiciji radi o Greenovim funkcijama koje zado-
voljavaju odgovarajuée jednadzbe gibanja dobivene iz
kinetickog dijela lagranzijana za fermionska i gluonska
polja. Stoga za fermione imamo:

(i — m)Gy(z,y) = i6W (z — y). (2.1)

U jednakost (2.1) ubacujemo Fourierov transformat
propagatora u impulsnom prostoru:

Grle) = [ o Gy, (22)
S emt 7 ’ '
odakle slijede rezultati:
(k= m)Gy(k) =i (23)
i
=~ kE+m

Odgovarajuca definicijska jednadzba za gluonski propa-
gator glasi:

i@ (2 — )6" bap,
(2.5)

vab —

0,00, + (1 1) 0.0



Slika 2. Pripadni vrhovi (2.9), (2.10), (2.11) i
izvedeni u drugom poglavlju.

iz koje izravno vidimo da Faddeev-Popovljev clan
<f%((9ﬂG‘“’)2 u izrazu (1.9)) naruSava baZdarnu si-
metriju lagranzijana (1.9) (a ujedno i ukljucuje Cesto
koristene posebne slucajeve poput Lorenzovog uvjeta
0,G"* = 0). RjeSenje te jednadzbe ima u impulsnom
prostoru jednostavan zatvoren oblik koji se dobiva po-
novnim uvrstavanjem Fourierovog transformata propa-
gatora u jednakost (2.5):

~ i k. k
Db (k) = —13 (gw, —(1—-mn) 22”) 5. (2.6)
Ako pokusamo iskljuciti spomenuti Faddeev-Popovljev
¢lan pustanjem parametra 1 u beskonacnost gluonski
propagator postaje nedefiniran.

Za propagator duhova iz definicijske jednadzbe za Gre-
enovu funkciju

D, 0" G (x,y) = 16 (x — y)o®® (2.7)
dobiva se:
~ Z‘éab
G (k) = R (2.8)

Preostaje jos pronac¢i kakva su medudjelovanja do-
pusStena ne-Abelovom teorijom. NajlakSe ih je odrediti
"skidanjem" polja s ¢lanova u lagranzijanu koji ih imaju
tri ili viSe u umnosku nakon zbrajanja svih moguc¢ih
kontrakcija s vanjskim poljima. Prva vrsta medudjelo-
vanja koja se tako nalazi je vrh fermion-gluon-fermion
s pridruzenim Feynmanovim pravilom:

igyHt®. (2.9)
On odgovara fermion-foton-fermion vrhu iz kvantne
elektrodinamike.
Sljedeca dva vrha imaju izravan izvor u nacelu lokalne
bazdarne simetrije na kojoj se teorija temelji i uklju¢uju

strukturne konstante definirane izrazom (1.8). Pojav-
ljuju se redom 3-gluonski vrh
9f* (g™ (k —p)’+ (2.10)

v,b o7

(2.12) u op¢oj ne-Abelovoj teoriji koju razmatramo prikazani redom kako su

i 4-gluonski vrh

—ig? (fe fel (g0 g" — g7 g"" )+ (2.11)
facefbde (gﬂugpa o gp,o'gt/p)+
fadefbce (gpugpa _ g,upgua)).

Na koncu je moguée i duh-gluon-duh medudjelovanje,
opisano izrazom

gfept (2.12)

3. RENORMALIZACIJA

Za pocetak moramo vidjeti kako izgleda korelacijska
funkcija dvaju fermionskih polja s uklju¢enim medudje-
lovanjima, odnosno kako se promijeni u odnosu na ko-
relacijsku funkciju slobodne teorije. U slobodnoj teoriji
ona ima jasnu fizikalnu interpretaciju kao amplituda Si-
renja Cestice iz prostorno-vremenske toc¢ke y u tocku x i
odgovara Greenovoj funkciji jednadzbe slobodnog polja
pomnozenoj s imaginarnom jedinicom, $to smo i po-
kazali u izvodu propagatora u prethodnom poglavlju.
Korelacijska funkcija dvaju slobodnih fermionskih polja
je 16-komponentna funkcija i moZe se definirati preko
vremenski uredenih produkata:

G (2, y)ap = (01T {0a(@)1s(y)}]0) (3.1)
= (010(z° — 4°) b ()5 (y)
)|0

= 0(y” = 2°)9(y)va(2)]0).

U teoriji s prisutnim medudjelovanjima definicija ostaje
vrlo sli¢na:

GP(,y)ap = (AT {Wa(x)ds(y)}Q)
= (Q0(" — y")a(x)s(y)

—0(y° — 2°)p(y)a()|2).

Medutim, postoje neke razlike. Uklju¢ivanjem interak-
cija stanje najniZze energije sustava se mijenja. Sa slo-
bodnim poljima to je vakuum, bez Gestica (|0)), a u dru-
gom sluc¢aju stanje najnize energije ne odgovara nuzno

(3.2)



izostanku svih Cestica, zato se koristi drugacija oznaka
(I2)). Druga razlika je u puno kompliciranijoj strukturi
polja koja se pojavljuju u (3.2) za razliku od jednos-
tavnog Fourierovog integrala u kojem se nalaze jedno-
Cesti¢ni operatori stvaranja i ponistenja kod slobodnog
Diracovog polja.

Peskin [2] i Weinberg [6] ra¢unom u sklopu pune te-
orije polja (uklju¢ujuéi stoga i prisutnost medudjelo-
vanja) pokazuju da je op¢a dvofermionska korelacijska
funkcija u paritetno i CPT invarijantnim teorijama (u
koje spada ne-Abelova teorija opisana lagranzijanom
(1.9)) dana tzv. Kéllén-Lehmannovom spektralnom re-
prezentacijom korelacijske funkcije:

G® (x,y) = (QT{¥(2)P(y)}|Q) = (3.3)
/ d*k e—ik(r—y)/diM l(%pl(M2)+p2(M2))
(2m)*

2m k2 — M? ’
gdje spektralne funkcije p1(M?) i pa(M?) sadrze infor-
maciju o svim slobodnim odnosno vezanim jednocestic-
nim i viSeCesti¢nim stanjima pune teorije. Tim viSe,
struktura tih funkcija je obiljezena polom na M? =
~2 2 . o .o . .
m* # m? i rezom na visim energijama. Iz (2.4) vidimo
da su spektralne funkcije u slu¢aju slobodne teorije dane
kao:

p1.st(M?) = 276 (M? — m?),
pQ,Sl(MZ) = 2rmd(M? —m?).

(3.4)

Najnizi pol fizikalno moZemo po uzoru na limes nave-
denih spektralnih funkcija u slobodnoj teoriji tumaditi
kao stvaranje najnizeg netrivijalnog jednocesti¢nog sta-
nja dopustenog teorijom; medutim energija na kojoj se
nalazi taj pol vise ne odgovara nuzno masi slobodnog
fermiona, veé¢ se modificira na masu m. S obzirom da
u prirodi ne postoji slobodno Diracovo polje, moramo
upravo veli¢inu m uzeti kao fizikalnu masu fermionskih
Cestica. Nadalje, iz izraza (3.3) mozemo izolirati domi-
nantan jednocesti¢ni doprinos korelacijskoj funkciji koji
dolazi od spomenutog pola:

~ L, k+m
/°° dAM i) (M2) + pa(M2))
2 2 k2 — M2 ’

gdje smo s parametrom Z; uzeli u rac¢un moguénost
odstupanja spektralnih funkcija u teoriji s medudjelo-
vanjem od onih u izrazu (3.4).

Pogodno nam je redefinirati fermionsko polje na sljedeci
nacin:

(3.6)

jer tada dominantan jednocesti¢ni doprinos korelacij-
skoj funkciji (redefiniranih) fermionskih polja poprima

oblik sli¢an izrazu (2.4):

G (k) :i%Jr (3.7)
/°° dM i(kpi (M?) + p2(M?))
Am2 27T ]{72 —M2 ’

Stoga poopcéujemo dosad napravljenu analizu na glu-
onsko polje i Faddeev-Popovljeve duhove redefinirajuci
analogno odgovarajuca polja (u nastavku redefinirana
polja i parametre nazivamo renormaliziranim):

_ o
Zo
()

i) = 2.

Ubacivanjem renormaliziranih polja u ukupni lagranzi-
jan (1.9) imamo sljedece (sad pocetnu masu i konstantu
vezanja oznacavamo s nulom u indeksu, renormalizirane
veli¢ine nemaju posebnu oznaku):

L :Zl’(/;(’ia — mo)w
Z
—f(auag —9,G%)("G — 3G

GL(z) , (3.8)

ﬂ

(3.9)

3
_90222 fachubGycaﬂGg
272
9525 sabe pade papub pve vd
_ 4 fa Cfu Jellle! (/G,U,Gf/
- Z
+90 21\ Zah @t — 273

+ 23 (—8%¢0,0" — go/ Za2f 70, G .

(0.G"*)?

Nadalje ¢emo izraziti lagranzijan u cijelosti preko re-
normaliziranih fizikalnih veli¢ina (mase i vezanja) kao
Sto smo to napravili za polja, zato je potrebno defini-
rati i pomake njihovih golih vrijednosti od mjerljivih:

51 =21 — 1, (3.10)
0o = Zy — 1,
03 = Z3—1,
5717. = Z1m0 —m,
Ofgf = 9021\ Z2 — g,

3

53;] = 90222 -9,
649 = 9(2)Z22 - 92,
5cgc = gOZ3 ZZ -9

Time se lagranzijan razdvaja na dva dijela od kojih je
prvi identi¢an poc¢etnom (1.9) do na zamjenu golih po-
lja i konstanti njihovim fizikalnim vrijednostima, dok se
drugi sastoji od takozvanih protu¢lanova koji se prepoz-
naju po svojoj proporcionalnosti s pomakom renorma-
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Slika 3. Medudjelovanja (3.12), (3.13) i (3.14) koja proizlaze iz doprinosa protuc¢lanova.

liziranih vrijednosti od prvotnih:

_ 1 —a

L =(id —m)p — ZFW“F;V + g @ty (3.11)

- %((‘%GW)Q +E%(=8%¢0,0" — gf*"¢0,GH)c
P

000 — b — 2
_ 53gfach/LbG1/cauGZ _ %fabcfadeG#bGycGﬁGi

TN a 4 a
+ 5fgf1/’$ " — i(@MG‘ )2

+ 856 (—67 D) + Bogel® (—f20, Gt
= Lren + Ep-

Feynmanova pravila renormaliziranog dijela lagran-
Zijana ostaju jednaka onim izvedenim i popisanim u
prethodnom poglavlju, dok iz protuclanova kvantizaci-
jom dobivamo vrhove tretirajuéi ih kao medudjelovanja
iako su neki od njih samo dvocesti¢ni. Upravo ée nam
dvocesticéni vrhovi za fermionsko polje

i(S1p — Om) (3.12)

i gluonsko polje

—i(g*g" — q"q" )55, (3.13)
biti od velike vaznosti u daljnjem perturbativnom ra-
¢unu dijagrama s jednom petljom, kao i protuclan
fermion-gluon-fermion medudjelovanja

10 pqptiyH. (3.14)

4. RENORMALIZACIJSKI UVJETI

Nastavljamo s razmatranjem tri vrste korelacijskih
funkcija (k. f.) u impulsnom prostoru. Jedna od njih je
dvofermionska k. f. uvedena ve¢ u prethodnom poglav-
Jju (s novom podesnijom oznakom G20 (p)), zatim dvo-
gluonska k. f. G(©2)(¢) i na koncu k. f. koja ukljucuje
dva fermionska te jedno gluonsko polje é(z’l)(p,p’,q).
Fermionska i gluonska polja koja se pritom pojavljuju su

(8,G% — 8,G9) (I G — 9" G

renormalizirana i opisana u sklopu teorije (3.11). Oda-
brali smo upravo takve korelacijske funckije zato $to je
fermion-gluon-fermion interakcija najjednostavniji vrh
dopusten teorijom koji sadrzi vezanje g, a vidjet cemo u
nastavku da se G(> (p,p/, ¢) moze izgraditi iz G(>9) (p)
i GO (q).

Definicije uvedenih korelacijskih funkcija u koordinat-
nom prostoru su:

GO (@, y) = (AT {(2)d(y)}2),
G, O (,y) = (QUT{G ()G (y) 1),
(2)Gy,

Gy, BD(x,y,2) = (AT {$(2)G (1) (2)}9).

(4.1)

T

Tako su opéi zakljuéci dosadaSnje analize dobiveni
egzaktno, kod racuna korelacijskih funkcija koris-
timo ra¢un smetnje na razini granastih dijagrama i
dijagrama s jednom petljom. Pored toga, uvodimo
pojednostavljenje uzimajuéi fermione kao bezmasene
Cestice i koristimo gluonski propagator u Feynmanovom
bazdarenju (n = 1), ako nije drugaéije navedeno.

Ukupna korelacijska funkcija dvaju fermionskih polja
do razine jedne petlje je dana zbrojem dvaju granastih
i jednog jednopetljenog dijagrama:

G20 (p) = Ay (p) + As(p) + As(p). (4.2)

Feynmanovi dijagrami koji stoga doprinose dvofermion-
skoj korelacijskoj funkciji prikazani su na slici 5. Dopri-
nosi prvog i drugog dijagrama su jednostavni:

Ay = z'[%, (4.3)
Ay = (z;é) (id1p) (zz;) = —i&ll%.

Amplitudu petlje u treéem dijagramu dobivamo po-
moc¢u Feynmanovih pravila iz drugog poglavlja te Feyn-
manovom parametrizacijom umnog$ka nazivnika fermi-
onskog i gluonskog propagatora m (opisano u do-
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Slika 5. Feynmanovi dijagrami koji daju najnizi doprinos dvofermionskoj korelacijskoj funkciji (do razine jedne petlje).

datku 2):
/d4k oy, PR i
2n) (igy"t )ZW(ZQ’YM )2 (4.4)
=(l=k+azp) =
2 d4l m (1—3}‘)
A /dx/ T e

=2i 2CZ’()pM(WO))Q/O dz (1 —z),

gdje smo u treéem retku izveli Wickovu rotaciju {° =
ilY;, I' = 1%, prije primjene relacije (D1.1).

Integrali ovakve vrste pokazuju tzv. logaritamsku di-
vergenciju, koja se u ovom slu¢aju manifestira kroz pri-
sutnost I' funkcije u rjeSenju. Zato ¢emo iskoristiti me-
todu dimenzionalne regularizacije koju su uveli 't Hooft
i Veltman [7] tako da analiticki proSirimo integrale koji
su divergentni u ¢etiri dimenzije u proizvoljnu komplek-
snu dimenziju d. Poopéenje dimenzije prostorvremena
ima dva najvaznija u¢inka, prvo je promjena integralne
mjere

dk

(4.5)

i modifikacija identiteta vezanih uz v matrice zato sto
u d dimenzija vrijedi " ¢,, = d. Time dimenzionalno

regularizirana amplituda gluon-fermion petlje postaje:
1 d
d?] (1—a2)p
2
—g Cg(r)/ dx/ ¥
0 (2m)® ©

2+ 2z(1—2)p?)
re-4) rt 1-

—ig?(d - Gl [ o
(4mz Jo o (-x(l—-a)p?)* 2
Integraciju po Feynmanovom parametru x izvrijednju-
jemo za d = 4 bez velikog gubitka na opcemtosti bu-

dudi da je divergencija ve¢ sadrzana u I'(2 — 7) tako da
imamo konaé¢no:

Az = (z]ﬁ) ngC'g(r)(

re-5 1 ¢
(4m)* (—p2)>~5 P>

Ukupna dvofermionska k. f. do razine jedne petlje stoga
glasi:

2 Tu
(4.6)

=— ngCg(r)

G20 (p) = (4.8)

,F2-4 1
<51 o (<4w>22)02(”<—p2>2%‘> |

Feynmanovi dijagrami koji doprinose gluonskoj k. f.
do razine jedne petlje prikazani su na slici 6:

Gab (0, 2)

ZBW

(4.9)
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Slika 6. Feynmanovi dijagrami koji daju najnizi doprinos gluonskoj korelacijskoj funkciji (do razine jedne petlje).

Prve dvije amplitude su jednostavne i mogu se napi-
sati u Landauovom bazdarenju (n = 0) gluonskog pro-

pagatora (2.6) kao:
i ab Q,uqy
Bp,l/ 1( ) 7q726 (g/LV - qg) )

T ac 4190
Bul/ 2( ) = <_q26 (gua - ;2 )) .
(=) (?g*" — q*q")5°* -
L ocab q8qv
<_q25 <‘qﬁ”_ 72 )>
) Qv \ cap 02
=3 <glw ;2 >5 bq—2.

Nastavljamo s izraCunom posljednjih Cetiriju dija-
grama sa slike 6. Za nastanak virtualnog fermion-
antifermion para imamo (podetni negativan predznak
za zatvorene fermionske petlje dolazi zbog antikomuta-
tivnosti polja):

d
— tr(t%?) / (;17:; d
=(l=k+uzq) =

s 1 N dd L .
= —4C(r)g*s /Od /(gﬂ)d (12 +2(1 — z)¢?)?

. (21”1” —2x(1 — x)g"q” — 2" 4+ (1 — z)ng‘“’)
=1 =ildy, 1" =

Z'Z
d
= —4ig*C(r) 5“b/ /d Iw .

12
: (g“” o+ (1l - 2)g’g" — 20(1 ~ 90)61“(1”)

(4.10)

tr ((im”t“)i(qgj,f) (igy"t")i ,ﬁi)
(4.11)

2
_4a
=— 8ig2C(r)5“bF((i7T)22) (_q;)z (%" —d"q")
/ dz (1 — x)
a W v F(2 B g) n
S gzg C( )8 b( Y —q"q") (@n)? (_qz;;,d
=i II* “b(q).

U posljednjem retku smo rukom ubacili ukupan broj
fermiona koji se veZze na gluonsko polje buduéi da zbog

pretpostavke bezmasenosti fermiona svaki daje identi-
¢an doprinos ukupnoj amplitudi. Osim toga, vidimo da
je i Wardov identitet g,IT*” *®(q) = 0 zadovoljen, kao
§to je to slucaj i u kvantnoj elektrodinamici.

Sljedeca petlja se sastoji od para virtualnih gluona (s
faktorom surnetrlje ispred):

1 ddk —t —i 2 pacd pbed

3 | G w e (112
: (gMP(q - k)U + g’w(2k + q)mu + gUN(_k _ 2q)p) .
(0% (k =)o + 0%, (k +29) + o (—2k — 9)") .

Umnozak u zagradama se pojednostavljuje pomocu
identiteta (DIV.2), definicijom 4-impulsa u Feynmano-
voj parametrizaciji (I = k + xq) te zanemarivanjem ¢la-
nova linearnih u [* zbog integracije neparnih funkcija
preko simetri¢ne domene:

(9""(q — k)7 + g7 (2k + ¢)"u+ 97" (—k — 29)) -

(4.13)
~(0%,(k = @) + 8" (k 4 29)p + gpo (—2k — @)")
1
= — GgH¥ (1 — d) P =g ((2—2)* + (1 +2)))+

+a"q"((2 = d)(1 - 22)* +2(1 + 2)(2 - 2)).

Uvrstavajuéi posljednji rezultat u integral (4.12) te pri-
mijenjujuéi Wickovu rotaciju pa na to formule (D1.1) i
(D1.2) kona¢no dobivamo:

(4.14)

7 d
llu 2+ 3F <2_2> gﬂqu

e (2o (-9 +5)

Nadalje razmatramo dijagram s 4-gluonskim vrhom

. .o . 1 .
(ponovno sa simetrijskim faktorom 3):

LA
2) (2m)d k2

. (fabefcde (g,upgua _ g,ucrgup)
+ facefbde (g,uugpo _ g;wgl/p)
+ fadEfbce (guugpa o gupgua)).

ig?)- (4.15)



Prva kombinacija strukturnih konstanti is¢ezava zbog
njihove antisimetrije, dok se ostatak pojednostavi ko-
riste¢i g g, = d u:

dk 1
2 pv sab g -
g 02<G)g 4 (d 1)/ (27T)d k2

Posljednji integral rjeSavamo metodama kojima smo iz-
ra¢unali prethodne integrale ubacujuéi jedinicu 1 =

(q+k)?
(q+k)?
manovu parametrizaciju:

(4.16)

u podintegralnu funkciju i zatim koriste¢i Feyn-

1 d
— g2 Co(G)5% g (d 1)/0 dx/%~ (4.17)

Iy + (1 —2)%¢?

Wy ol
2
9 ab v 1
= (47)2 Co(G)6%g" ¢ (_qz)zfg'

. (_112d(d— T (1 _ ;l) - %(d— e (2— ‘;))

Preostaje odrediti oblik dijagrama s parom duhova
(antikomutativnost polja opet daje globalan negativan
predznak ispred):

ddk -9 ac pc v
_/(%)d P gp! b0k

2
. g a 1
=i——C5(G)5 bi(iqz)%%.

(4m)?

1 d 1 d
== _ #VQ _ 2 v
[ (1=3) oo eqr (2-5) )

Amplitude petlji posljednjih triju dijagrama zbrajamo i

(4.18)

pojednostavljujemo s identitetom zI'(z) = I'(z + 1) pa
imamo:
59%Co(G)a* T(2—9) 5 0
= v —qtq” 4.19
Bt @ (9" —q"q"),  (4.19)

iz ¢ega vidimo da je Wardov identitet i u ovom sluc¢aju
zadovoljen, kao $to i ocekujemo. Zbroj posljednjih ce-
tiriju dijagrama

6

> B i) =

=3

_ 7Z‘gua§ac i92§cd 1"(2 _ %
¢ (47)? (—¢2)*~

. <gC’2(G) - gcmnf) (‘195256"7> _

92 F(2 B %) . quqv (le.
7% nv q2 q2

(4.20)

)
: (¢*9*" — ¢*¢°):

a potom i svih ostalih je:

ZBW
i 4y . Q) 0%
:_6ab<g _Hdp —l—z(g _dp )
q> g2 g ) ¢

2 T2-9 (5 4
. (52 - (49@2(_((]2)2_; <3C2(G) - 30(7")”)‘)) .

Ukupna korelacijska funkcija G, p, P, q) moZe se
dobiti kao umnozak veé poznatlh k. f. koje smo izra-
¢unali ranije i korekcije fermion-gluon-fermion vrha do
razine jedne petlje. Cetiri dijagrama koji prikazuju do-
prinose amplitudi vrha fermion-gluon-fermion prikazani
su na slici 7.

Amplitude prvih dvaju vrhova dobivaju se izravno iz
Feynmanovih pravila teorije:

G (02 (g (4.21)

~a (21)(

Ci =igy"t?, (4.22)
Cga = Z'(ngf’y’uta.
Za tredi dijagram imamo:
N R
Cg‘a:/ Ak Fogag (f Pk +ph . (4.23)
(2m)¢ k2 (k+p')?(k +p)?

Trostruki produkt generatora grupe t°t%t? mozemo po-
jednostaviti identitetom (D3.5). Integral po 4-impulsu
virtualnog gluona u petlji éemo aproksimirati uzima-
njem da su vanjski 4-impulsi p, p’ i ¢ zanemarivi u od-
nosu na k, $to je ocito ispunjeno za najveéi dio domene
integracije. Tako dobivamo:

na 02(G) a ddk 7”%’)’#%%
et =g <CQ(T)_ 2 )t /(%)d (k2)3(424)

=0 (-2 ) e [ 0
= ig’ (Cg(r) - CQ;G)) tayu/ dfew 1

Posljednji integral divergira i nakon postupka dimenzi-
onalne regularizacije zato §to je iz (D1.1) A = 0. Stoga
¢emo ga regularizirati ubacivanjem proizvoljne energij-
ske skale A # 0 uz ky koja bi nam se pojavila iz tros-
trukog umnoska propagatora egzaktno Feynmanovom
parametrizacijom da nismo uzimali p = p’ = ¢ = 0.
Konac¢nim sredivanjem amplituda prve petlje jest

Tjgtw <02(r) - CQ?) :

(4.25)
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Slika 7. Korekcije fermion-gluon-fermion vrha zajedno s osnovnim granastim vrhom (do razine jedne petlje).

Cetvrti dijagram analiziramo na sli¢an nacin kao i pret-

hodni:

d?k i -1
4 (27T)d (’Lg’)/ )kQ (Zg’YP )(p/ _ k)2(p _ k)g
(4.26)
.gfabc(g/w<q +p/ _ k)p + gyp(_p/ —p+ 2](1)“
+9™p—k-q").
Produkt matrica generatora grupe svodimo na jednos-
tavniji oblik pomocu antisimetri¢nosti tenzora struktur-
nih konstanti:
1
fabctbtc _ facbtctb _ _fabctctb _ 5fabc(tbtc _ tctb)
(4.27)

%CQ(G)t“.

Ponovno zanemarujemo vanjske impulse spram virtu-
lanog po kojem integriramo i zatim u zadnjem koraku

regulariziramo s veli¢inom A # (0, nakon ¢ega se dolazi
do:

_ %fabcfdbctd _

3 d HvL.p vp L.
pa 97 a d*k g k 29 k
et = 500 [ gy k(S
(4.28)
gpukV>
+
(r*)?
3 d
g d?k 1
=ZC (G)ta/i T (YY",
8 ? 2m)d (K, + A) p

= 2977 %p + 7 707")
3 d
g 3T2-3)
= = gy :
1 (471')2 2 A27% ’y 02 (G)

Zbroj svih amplituda fermion-gluon-fermion vrha je:

4
cre = " Ch = igyrtt+ (4.29)
i=1

¢ T2-9)

@n? Ard (Ca(r) + Cz(G)))-

+ iyt <5fgf +

Korelacijska funkcija éz (2’1)(17,1)/’ ¢) u impulsnom
prostoru se potom dekomponira u umnoZzak osnovne fer-
mionske i gluonske k. f. kao i interakcijskog vrha koji
ih povezuje na nadin:

Go @D (p,p',q) = G20 (p)C"* GO (p))Gha, O (g).
(4.30)

Medutim, dimenzionalnom regularizacijom nismo ri-
jesili problem divergencije svih izrac¢unatih dijagrama
dosad u ovome poglavlju. Njih ¢emo do kraja uklo-
niti zahtjevajudéi krac¢enje doprinosa dijagrama s jednom
petljom i odgovarajuéih protu¢lanova na proizvoljnoj
energijskog skali p? = ¢> = —A = —M? bududi da se
Cestice u korelacijskim funkcijama ne nalaze nuzno na
ljusci mase. Takav postupak nazivamo postavljanjem
renormalizacijskih uvjeta na teoriju. Stoga redom za k.
f. dvaju fermionskih polja zahtjevamo

@(2,0)@; p’=—-M?) = Z‘}%, (4.31)

analogno za k. f. dvaju gluonskih polja

(4.32)
te na koncu za fermion-gluon-fermion medudjelovanje:

CH (A = M?) = igy"t®. (4.33)

Mi ovdje to odradujemo samo na razini jedne petlje, no
isto se moze poopéiti na proizvoljan red ra¢una smetnje.
Na taj nacin fiksiramo vrijednosti protuclanova 41, do i
drgr primjenom uvjeta (4.31), (4.32) i (4.33) na ranije
dobivene izraze (4.8), (4.21) i (4.29) redom kojim su
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nabrojani:
__ 7 re-4)
61 - (471’)2 ( )(Mz)z_% ’ (434)
g (5 4 re-4)
02 an)? (302(G) — SC’(r)nf> (M2)2*%’
; re-4)
6fgf :_(4 )2 (02(T)+02(G)) (M2)2_%7

iz kojih se vidi da su renormalizacije fermionskih i glu-
onskih polja nedefinirane, isto kao $to je i pomak gole
konstante vezanja gy beskonac¢an u odnosu na fizikalno
mjerljivu vrijednost g. Tu nema poteskoca zato $to goli
parametri i polja nisu eksperimentalno opazivi. Postav-
ljanjem dodatnih renormalizacijskih uvjeta na korelacij-
sku funkciju Faddeev-Popovljevih duhova kao i ostalih
dopustenih vrhova mogle bi se nacelno odrediti ostale
vrijednosti protuc¢lanova; medutim, nas zanima ucéinak
proizvoljnosti renormalizacijske skale M? na ponaSanje
fizikalnog parametra vezanja g, koji se mora promijeniti
kako bi uvjeti (4.31), (4.32) i (4.33) uvijek drzali, neovi-
smo o M?2. Zato sljedeée razmatramo kako se tri dosad
analizirane korelacijske funkcije, normalizacija polja i
parametar vezanja mijenjaju pri promjeni renormaliza-
cijske skale.

5. CALLAN-SYMANZIKOVA JEDNADZBA

Pomakne li se renormalizacijska energijska skala

M — M +dM (5.1)
moraju se promijeniti renormalizirani parametar veza-
nja, normalizacija polja i posljedi¢no (n,m) korelacij-
ska funkcija, kao Sto je to obrazlozeno u prethodnom
poglavlju.

Stoga imamo promjenu parametra vezanja:

g — g+dg, (5.2)
fermionskih i gluonskih polja:
b — (L4 dn)o, (5.3)
GH — (1+dn)GE,
i (n,m) korelacijske funkcije:
Grm) (1+ndm + mdnz)é("’m) = (5.4)

Gilnm) 4 qGnm),

Posljednja relacija (5.4) i éinjenica da korelacijske funk-
cije ovise eksplicitno o parametru vezanja ¢ i renorma-
lizacijskoj skali M, u §to smo se uvjerili u prethodnom

poglavlju, nas potom vodi na:

AG™™) = (ndn; + mdny)G™™ (5.5)
) o\ ~
_ o 9\ Anm)
(dMaMergag)G .
Uz redefinicije
_ 99
Blg) =M, (5.6)
B o -~ Oz
nlg) = —Mzrr s nlg) =Mz,

imamo kona¢nu jednadzbu za korelacijsku funkciju:

(557 + 80 g5 + mmla) + moale) ) G <o
(5.7)

Dobiven rezultat su prvi puta dobili Callan i Syman-
zik ([8], [9]) u analizi skalarne teorije polja. Medutim,
isti se moze promijeniti i u slucaju opce ne-Abelove te-
orije. Zelimo ponajprije odrediti 8 funkciju teorije bu-
dudéi da po definiciji (5.6) sadrzi informaciju o klizanju
parametra vezanja fermionskog i gluonskog polja u ovis-
nosti o renormalizacijskoj skali. Callan-Symanzikovu
jednadzbu (5.7) rjeSavat ¢emo perturbativno, uvrstava-
juéi u nju redom tri korelacijske funkcije dobivene pret-
hodno da bismo dobili £(g), 71(g) 1 72(¢g) u najnizem
redu racuna smetnje za koji se dobiva netrivijalan re-
zultat.

Prvo §to moramo primijetiti jest da su korelacijske
funkcije teorije beskonacni redovi potencija vezanja (u
nasem slucaju g) i da je najniza neis¢ezavajuéa poten-
cija 8 funkcije za jedan visa od najnize potencije y funk-
cija. Stoga u prvoj aproksimaciji stavljamo S(g) = 0
i primijenjujemo C-S jednadzbu na k. f. G@9(p) i
CN;'Z?, (0’2)(q). Napominjemo takoder da samo protucla-
novi ovise o renormalizacijskoj skali M. Pretpostav-
ljamo da je vezanje dovoljno slabo da svaki ¢lan C-S
jednadzbe doprinosi samo s najnizom mogucéom poten-
cijom veli¢ine g (to smo implicitno pretpostavili i kod
perturbativnog ra¢una korelacijskih funkcija u prethod-
nom poglavlju). Na taj nacin nalazimo:

52,0
62 o -
oM p2 OM
N P
iMoo A
Mo aar T 29 =0,
()= M2
)= oM



aézl;} (0,2) _, _ Quqv 5 862 (5 9)
oM I = "2 ) 2 oM '
; T A
iM (gw 2 ) 2 8M+
*iéab quqv

+ 272(9) <q2 (gw - 22 )) =0,

M 9
Y2(9) = 2 oM’

Na koncu uvr§tavamo (2,1) k. f. koja je dana s (4.30),
71 1 2 u C-S jednadzbu i sredujemo:

0 0 ~
i = (2,1) —
(0557 + @)y +2(0) +ula) ) G2 =0,
(5.10)
900 MO8 e
(MaMJrﬁ() +M8M+28M)G =0,

() o) () (5 (- 22))

0 00
(MaM( Opgr + 2901 + gd2) — ﬂ(g)*gMaTz
_ MO% N
Yo om)
0
B(g) = aM( Opgr + 961 + 52)

Ubacujuéi u posljednji izraz protuélanove (4.34) koje
smo eksplicitno dobili nametanjem renormalizacijskih
uvjeta na teoriju i koriStenjem razvoja

I'(z) = 1

-4+ 0(1),
~+0(1)
dobiva se beta funkcija opée ne-Abelove teorije u naj-
nizem redu koja je ujedno dobro definirana u ¢etiri fizi-
kalne dimenzije, §to u konac¢nici o¢ekujemo za sve fizi-
kalno mjerljive veli¢ine:

og ¢ (11 4
a7 =~y (7720 -

(5.11)

Blg) =

(5.12)
Rjesenje te diferencijalne jednadzbe nam daje klizanje
parametra vezanja g o renormalizacijskoj skali:

2
P = —— N ,
1+ o552 (5 C2(G) — 3C(r)ny) In (32)
(5.13)
gdje je go vrijednost fizikalno mjerljivog vezanja na ener-
giji M, a ne gola konstanta teorije. U posebnom slucaju
SU(N) teorija izraz poprima oblik:

11

Za, asimptotski slobodne teorije se izraz (5.13) dodatno
pojednostavljuje uz definiciju

Bo = %Cz(G) - gC(T)nf >0, (5.15)

iz Cega slijedi
gt 1672

271.2
g° (k%) = = Tom
1+ (4#)2601n (1) 1232 + Foln (W)

Ako dio nazivnika u (5.16) zapisemo kao

1672
—Boln (A%) = —2— — Boln (M?),, (5.17)
5
imamo konaé¢no:
2,19 1672
Pk = ———. 5.18
(k) Boln (2) (5.18)

6. RASPRAVA I ZAKLJUCAK

Dobiveni izrazi (5.13) i (5.14) su od velikog fizikal-
nog znacaja i predstavljaju najvaznije rezultate u ovome
radu. Oni pokazuju da u opcenitoj ne-Abelovoj teoriji,
nastaloj kao izravna generalizacija kvantne elektrodina-
mike, postoji moguénost asimptotske slobode, odnosno
slabljenja vezanja fermionskih i gluonskih polja kako
energija procesa raste, ¢ime smo naknadno opravdali
dosad napravljen tretman u okvirima ra¢una smetnje.
To nije ispunjeno u svim slu¢ajevima; ukoliko je broj
vrsta fermionskih cestica koje se vezu na gluone do-
voljno velik, asimptotska sloboda nestaje i teorija ima
tzv. Landauov pol, energiju na kojoj konstanta vezanja
divergira. S druge strane, ako je struktura grupe sime-
trija na kojoj se teorija temelji dovoljno jednostavna,
kao sto je to slu¢aj s KED-om i njenom odgovaraju¢om
grupom U(1), Casimirova invarijanta Cy(G) i8Cezava i
teorija se pocinje problemati¢no ponaSati na visokim
energijama za proizvoljan broj fermiona.

Suprotni predznaci izmedu ¢istog gluonskog i fermi-
onskog doprinosa u nazivniku (5.14) pokazuju da je pos-
tojanje Landauovog pola ili asimptotske slobode odre-
deno dvama efektima koji se medusobno natje¢u. Prvi
od njih je nastanak virtualnih fermion-antifermion pa-
rova u gluonskom polju koje se stvara oko realnog gluon-
ski nabijenog fermiona. Postojeée gluonsko polje orijen-
tira virtualan par na nacin da je fermion sa suprotnim
nabojem realnom takoder mu i blizi, ¢ime se oblikuje
virtualan gluonski dipol koji djeluje tako da smanji glu-
onsko polje fizikalnog fermiona, uc¢inkovitije na nizim
energijama nego visim. Drugi efekt klasi¢no analizi-
ramo pomoc¢u Gaussovog zakona za ’elektri¢no’ gluon-
sko polje i promatramo pozitivno a = 1 nabijen fermion
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u ishodistu koordinatnog sustava:

8iEai — 95(3)(52")6@1 —I—gEabCGbiECi, (61)
gdje smo zbog konkretnosti uzeli teoriju temeljenu na
SU(2) ¢ije su strukturne konstante dane Levi-Civita

. Poéetno polje E! je radijalno. Uzmimo
da se na nekoj udaljenosti (oznac¢imo taj polozaj s d)
od naboja dogodi fluktuacija polja G?*. Tada na tom

mjestu elektriéno polje a = 3 zadovoljava jednakost:

tenzorom e%¢

0, B3 _gé'Q B
(6.2)
¢ime je efektivno na tom mjestu nastao izvor polja E3 =

—|E?|sgn(G?)7 4, gdje je 77 radijalan vektor koji izlazi

_ gsachbiEci — g€321G2iE1i —_

iz tocke d. Na istom polozaju pocetno polje E'? sada
ispunjava sljedece:

BEY = geeGY et = gelBGAEY = ¢G? . B (6.3)
~ —g|E*||G®|(sgn(GY))* (75 - 77)

~ —g|B°(|G?|(7g - 7)-

Posljednji rezultat pokazuje da se i u ovom slucaju
stvara elektri¢ni gluonski dipol, medutim sada je orijen-
tiran suprotno od virtualnog fermion-antifermion para,
pozitivan izvor je blizi po¢etnom fermionskom izvoru u
ishodistu, ¢ime se ukupno polje pojacava. Drugi uc¢inak
u slu¢aju dovoljno malog broja vrsta fermiona u teoriji
nadvladava prvi, zbog ¢ega dolazi do pojave asimptot-
ske slobode.

Buduéi da se Standardni model (SM) temelji na lokal-
noj bazdarnoj simetriji grupa U(1)y ® SU(2), ® SU(3),
iz dosadasnje analize slijedi da posjeduje Landauov pol
zbog prisutnosti U(1) grupe. U nacelu Landauov pol bi
se mogao javiti i zbog interakcije kvarkova s gluonima,
ukoliko bi ih postojalo u 17 ili viSe okusa, premda eks-
perimentalni rezultati pokazuju suprotno. Neke analize
(npr. [10]) idu korak dalje s razmatranjima i nalaze pod
opéim pretpostavkama na koji nacin bi se SM mogao
modificirati tako da zadrzava svojstvo asimptotske slo-
bode ne-Abelovih teorija trazeé¢i kompliciraniju lokalnu
grupu bazdarnih transformacija teorije koja se svodi na
SM u niskoenergijskom rezimu, a istovremeno uklanja
prisutne Landauove polove na visokim energijama.

DODATAK 1: ANALITICKA PROSIRENJA
DIVERGENTNIH INTEGRALA

S obzirom da nije tesko analiti¢ki prosiriti dvije vr-
ste integrala koje koristimo u ovom radu na proizvoljnu
dimenziju, ovdje samo citiramo rezultate relevantne za
nasa razmatranja zbog potpunosti (izvodi se mogu pro-

naéi u [2] i [7]):

dz
Il(A;d,n)/(;iﬂ)dM (D1.1)
1 T(n—9) /1\" %
~ (4m): T(n) <A) ’
d.’lf 56'2
L(Asd,n) :/(STVW (D1.2)

[Nl

“ar e (3)

DODATAK 2: FEYNMANOVA
PARAMETRIZACIJA

Umnozak dvaju propagatora s kojima najceSée ra-
¢unamo mogu se kombinirati u jedan izraz koristenjem
Feynmanove parametrizacije kojom ga pretvaramo u in-
tegral jednostavne funkcije:

1
(k2 =m?)((k +p)* —m?)

(D2.1)

1 1
:/ dx
o (k2 + 22k - p + xp? — m?)?
1
1
_(l—k—l—xp)—/o dz 1 a(l— ) — o)

DODATAK 3: IDENTITETI VEZANI UZ
GENERATORE GRUPE SIMETRIJA

Navodimo ukratko identitete i definicije Casimiro-
vih invarijanti koje ispunjavaju generatori i strukturne
konstante grupe simetrija ne-Abelove teorije ¢iji se do-
kazi mogu pronaci npr. u [3]:

tr(t*t®) = C(r)5, (D3.1)
facdfbcd =Cy (G)éab’ (D32)
9 = Cy(r)1,,. (D3.3)

U slucaju specijalne unitarne grupe SU(N) nadalje vri-
jedi posebno:

(D3.4)



Kod ra¢una struktura fermion-gluon-fermion vrha ko-
ristimo sljedeéi identitet:

t0194% = 02t [t 17
= O (r)t* + tP(if0e1°)

(D3.5)

= Oy (r)te + % £l £]

1

= Oy (T)ta _ §fabCfbcdtd
1

= Cy(r)t® — 5@(G)é‘“ﬂfd

= (CQ(r) - CQ;G)) te.
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DODATAK 4: TENZORSKI INTEGRALI

Integrali neparnih funkcija preko simetri¢nih domena
trivijalno i$¢ezavaju:

/ddk FEE" = /ddk FEE"EEP = 0.  (D4.1)

Integrali ¢ije su podintegralne funkcije proporcionalne s
k* k¥ mogu se pojednostavniti na sljedeéi nacin:

I = / dk f(k?)k EY, (D4.2)
uv
g™ = [tk f00E = 2 [ ok pe e
ng
/ddk Fog =L /ddk FR)R,

v g/LV 2
k'E —k-.
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