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Zadatak
Dokaºite da je [1, 1, 1, . . . ] =

√
5+1
2

.



Neka je α iracionalan broj. U dokazu pro²li put pokazali smo da

svaka konvergenta od α zadovoljava nejednakost |α − p
q | <

1
q2
.

Teorem
Neka su pn−1

qn−1
i pn
qn

dvije uzastopne konvergente od α. Tada barem

jedna od njih zadovoljava nejednakost∣∣∣α − p

q

∣∣∣ < 1

2q2
.

Dokaz: Brojevi α − pn
qn
, α − pn−1

qn−1
imaju suprotni predznak, pa je∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣+ ∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣ = ∣∣∣pn
qn

− pn−1

qn−1

∣∣∣ = 1

qnqn−1
<

1

2q2n
+

1

2q2n−1

(jer je 2ab < a2 + b2 za a ̸= b, mi uzmemo a = 1
qn
, b = 1

qn−1
).

Prema tome, vrijedi∣∣∣α − pn
qn

∣∣∣ < 1

2q2n
ili

∣∣∣α − pn−1

qn−1

∣∣∣ < 1

2q2n−1

.



Teorem (Borel)

Neka su pn−2
qn−2

, pn−1
qn−1

, pn
qn

tri uzastopne konvergente od α. Tada barem

jedna od njih zadovoljava nejednakost∣∣∣α − p

q

∣∣∣ < 1√
5q2

.

Dokaz: Stavimo α = [a0, a1, . . . ], αi = [ai , ai+1, . . . ] i βi =
qi−2
qi−1

za

i ≥ 1.

Imamo α = [a0, a1, . . . , an, αn+1], te zapi²imo broj s desna kao

razlomak p′n+1/q′n+1, (gdje ni brojnik ni nazivnik nisu racionalni

brojevi).

Kori²tenjem ranije dokazane rekurzije dobivamo

qnα − pn = qn ·
αn+1pn + pn−1

αn+1qn + qn−1
− pn =

αn+1pnqn + pn−1qn − αn+1pnqn − pnqn−1

αn+1qn + qn−1
=

(−1)n

αn+1qn + qn−1
.



Stoga je ∣∣∣α − pn
qn

∣∣∣ = 1

q2n(αn+1 + βn+1)
. (1)

Da bi dovr²ili dokaz, moramo pokazati da ne postoji prirodan broj n
takav da za i = n− 1, n, n+ 1 vrijedi

αi + βi ≤
√
5. (2)

Pretpostavimo da je (2) ispunjeno za i = n− 1, n. Tada iz

αn−1 = an−1 +
1

αn
,

1

βn
=

qn−1

qn−2
=

an−1qn−2 + qn−3

qn−2
= an−1 +

qn−3

qn−2
= an−1 + βn−1

slijedi
1

αn
+

1

βn
= αn−1 + βn−1 ≤

√
5.



Stoga je

1 = αn ·
1

αn
≤

(√
5− 1

βn

)
αn ≤

(√
5− βn

)(√
5− 1

βn

)
,

=⇒ 5−
√
5βn −

√
5

βn
+ 1 ≥ 1.

Mnoºenjem s −βn/
√
5 dobivamo β2

n −
√
5βn + 1 ≤ 0.

Odavde slijedi da je βn ∈
[√

5−1
2

,
√
5+1
2

]
, dakle budu¢i da je βn

racionalan, βn >
√
5−1
2

.



Ako bi (2) tako�er bilo ispunjeno za i = n, n+ 1, onda bi

kori²tenjem istih argumenata dobili βn+1 >
√
5−1
2

, pa iz

qn = anqn−1 + qn−2 slijedi an =
qn
qn−1

− qn−2

qn−1
,

1 ≤ an =
qn
qn−1

− qn−2

qn−1
=

1

βn+1
− βn <

2√
5− 1

−
√
5− 1

2
= 1,

²to je kontradikcija.



Sada ºelimo dokazati da je Borelov teorem najbolji mogu¢i.

Teorem
Pretpostavimo da α ima razvoj u veriºni razlomak oblika

α = [a0, a1, . . . , aN , 1, 1, 1, . . . ].

Tada je limn→∞ q2n

∣∣∣α − pn
qn

∣∣∣ = 1√
5
.

Dokaz: Po dokazu Borelovog teorema uz oznake αi = [ai , ai+1, . . . ]
i βi =

qi−2
qi−1

za i ≥ 1 imamo:∣∣∣α − pn
qn

∣∣∣ = 1

q2n(αn+1 + βn+1)
.

Ovdje je, za n dovoljno velik, αn+1 = [1, 1, 1, . . . ] =
√
5+1
2

i

1

βn+1
=

qn
qn−1

= an +
1

qn−1
qn−2

= an +
1

an−1 +
1

qn−2
qn−3

= · · · = [an, an−1, . . . , a1] = [1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−N

, aN , . . . , a1].



Budu¢i da su [1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−N−1

] i [1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−N

] susjedne konvergente od

1
βn+1

, slijedi da se 1
βn+1

nalazi izme�u njih. Stoga je

limn→∞
1

βn+1
= [1, 1, 1, . . . ] =

√
5+1
2

. Prema tome,

lim
n→∞

βn+1 =
(√5+ 1

2

)−1

=

√
5− 1

2
,

lim
n→∞

(αn+1 + βn+1) =
√
5.



Teorem (Legendre)

Neka su p, q cijeli brojevi takvi da je q ≥ 1 i∣∣∣α − p

q

∣∣∣ < 1

2q2
.

Tada je p
q neka konvergenta od α.

Dokaz: Moºemo pretpostaviti da je α ̸= p
q ; ina£e je tvrdnja

trivijalno zadovoljena.

Tada moºemo pisati α − p
q = εϑ

q2
, gdje je 0 < ϑ < 1

2
i ε = ±1.

Neka je
p

q
= [b0, b1, . . . , bn−1]

razvoj od p
q u jednostavni veriºni razlomak, gdje je n izabran tako

da vrijedi (−1)n−1 = ε. To uvijek moºemo posti¢i jer je

[a0, a1, . . . , am] = [a0, a1, . . . , am − 1, 1].



De�nirajmo ω sa

α =
ωpn−1 + pn−2

ωqn−1 + qn−2
, (3)

tako da je α = [b0, b1 . . . , bn−1,ω] (zbog relacije koja je dokazana

ako "uvrstimo" an = ω).

Neka je pi
qi
= [b0, b1, . . . , bi ]. Primjetimo da je pn−1/qn−1 = p/q.

Sada je, po formuli dokazanoj u dokazu Borelovog teorema, imamo

qnα − pn = (−1)n

αn+1qn+qn−1
vrijedi

εϑ

q2
= α − p

q
=

1

qn−1
(αqn−1 − pn−1) =

1

qn−1
· (−1)n−1

αnqn−1 + qn−2
,

=
1

qn−1
· (−1)n−1

ωqn−1 + qn−2
,

pa je ϑ = qn−1
ωqn−1+qn−2

.

Rje²avanjem ove relacije po ω, dobivamo ω = 1
ϑ − qn−2

qn−1
.

Odavde slijedi da je ω > 2− 1 = 1. Razvijmo ω u jednostavan

veriºni razlomak: ω = [bn, bn+1, bn+2, . . . ].



Budu¢i da je ω > 1, svi bj (j = n, n+ 1, . . . ) su prirodni brojevi.

Stoga je

α = [b0, b1, . . . , bn−1, bn, bn+1, . . . ]

razvoj u jednostavni veriºni razlomak od α i

p

q
=

pn−1

qn−1
= [b0, b1, . . . , bn−1]

je konvergenta od α, ²to je i trebalo dokazati.



Teorem (Hurwitz)

(i) Za svaki iracionalan broj α postoji beskona£no mnogo

racionalnih brojeva p
q takvih da je∣∣∣α − p

q

∣∣∣ < 1√
5q2

.

(ii) Tvrdnja (i) ne vrijedi ukoliko se
√
5 zamijeni s bilo kojom

konstantom A >
√
5.

Dokaz: Tvrdnja (i) slijedi direktno iz Borelovog teorema, dok

tvrdnja (ii) slijedi iz dva teorema koja smo sada dokazali.

Naime, ako je iracionalan broj α oblika [a0, a1, . . . , aN , 1, 1, 1, . . . ],
onda se po Legendrevom Teoremu sva rje²enja nejednadºbe

q2
∣∣∣α − p

q

∣∣∣ < 1
A , gdje je A >

√
5, nalaze me�u konvergentama od α.

Me�utim po dokazanom teoremu je lim→∞ q2n |α − pn
qn
| = 1√

5
ovu

nejednadºbu zadovoljava samo kona£no mnogo konvergenti od

α.



Teorem (Zakon najboljih aproksimacija)

Neka je α iracionalan broj, te p0
q0
, p1q1 , . . . konvergente od α. Tada

vrijedi:

(i) |αq0 − p0| > |αq1 − p1| > |αq2 − p2| > · · ·
(ii) Ako je n ≥ 1 i 1 ≤ q ≤ qn, te ako je (p, q) ̸= (pn−1, qn−1),
(pn, qn), onda je |αq − p| > |αqn−1 − pn−1|.
Dokaz: Po ranije dokazanoj formuli je

|αqn − pn| =
1

αn+1qn + qn−1
<

1

qn + qn−1
,

|αqn−1 − pn−1| =
1

αnqn−1 + qn−2
>

1

(an + 1)qn−1 + qn−2

=
1

qn−1 + qn
,

£ime je dokazana tvrdnja (i).



Da bi dokazali (ii), de�nirajmo brojeve µ, ν pomo¢u jednadºbi

µpn + νpn−1 = p,

µqn + νqn−1 = q.

Matrica ovog sustava (s nepoznanicama µ, ν) ima determinantu

pnqn−1 − pn−1qn = ±1, pa su brojevi µ, ν cijeli brojevi (jer se

determinanta pojavljuje u nazivniku u rje²enju sustava po

Cramerovom pravilu).

Ako je ν = 0, onda je p = µpn, q = µqn, a to je nemogu¢e jer je

0 < q ≤ qn i (p, q) ̸= (pn, qn).

Ako je µ = 0, onda je p = νpn−1, q = νqn−1.

Budu¢i da je (p, q) ̸= (pn−1, qn−1), slijedi ν ≥ 2 i zato je

|αq − p| ≥ 2|αqn−1 − pn−1| > |αqn−1 − pn−1|.

Ako su µ ̸= 0, ν ̸= 0, onda zbog 1 ≤ q ≤ qn, µ i ν imaju suprotne

predznake, pa brojevi µ(αqn − pn) i ν(αqn−1 − pn−1) imaju iste

predznake (po²to su susjedne konvergente s razli£itih strana od α).



Stoga je

|αq − p| = |α(µqn + νqn−1)− µpn − νpn−1|

= |µ(αqn − pn)|+ |ν(αqn−1 − pn−1)|,

pa je, zbog µν ̸= 0, |αq − p| > |αqn−1 − pn−1|.

Razlomke oblika
pn,r
qn,r

=
rpn+1 + pn
rqn+1 + qn

, r = 1, 2, . . . , an+2 − 1,

n ≥ −1, nazivamo sekundarne konvergente veriºnog razlomka

[a0, a1, . . . ].

Uo£imo:
pn,0
qn,0

=
pn
qn

,
pn,an+2
qn,an+2

=
pn+2

qn+2
.



Propozicija

Za n paran vrijedi

pn
qn

< · · · < pn,r
qn,r

<
pn,r+1

qn,r+1
< · · · < pn+2

qn+2
,

dok za n neparan vrijedi

pn
qn

> · · · > pn,r
qn,r

>
pn,r+1

qn,r+1
> · · · > pn+2

qn+2
.

Nadalje, za svaki prirodan broj n vrijedi

qn,r+1pn,r − pn,r+1qn,r = (−1)n+1. (4)

Dokaz: Dovoljno je dokazati relaciju (4). Imamo:

qn,r+1pn,r − pn,r+1qn,r

= [(r + 1)qn+1 + qn](rpn+1 + pn)− [(r + 1)pn+1 + pn](rqn+1 + qn)

= qn+1pn − pn+1qn = (−1)n+1.



De�nicija

Za beskona£ni veriºni razlomak [a0, a1, a2, . . . ] kaºemo da je

periodski ako postoje cijeli brojevi k ≥ 0, m ≥ 1 takvi da je

am+n = an za sve n ≥ k . U tom slu£aju veriºni razlomak pi²emo u

obliku

[a0, a1, . . . , ak−1, ak , ak+1, . . . , ak+m−1],

gdje �crta� iznad brojeva ak , . . . , ak+m−1 zna£i da se taj blok

brojeva ponavlja u nedogled.

Primjer

(i) Neka je β = [2, 3, 2, 3, . . . ] = [2, 3]. Tada je β = 2+ 1

3+ 1

β

. To

daje kvadratnu jednadºbu za β: 3β2 − 6β − 2 = 0, pa zbog β > 0,

dobivamo da je β = 3+
√
15

3
.

Zadatak: Neka je α = [3, 1, 3]. Odredite α. ♢



Ova dva primjera ilustriraju op¢u situaciju.

De�nicija

Za iracionalan broj α kaºemo da je kvadratna iracionalnost ako je α
korijen kvadratne jednadºbe s racionalnim koe�cijentima.

Teorem (Euler, Lagrange)

Razvoj u jednostavni veriºni razlomak realnog broja α je periodski

ako i samo ako je α kvadratna iracionalnost.



Dokaz: Neka je α = [b0, b1, . . . , bk−1, a0, a1, . . . , am−1], te neka je

β = [a0, a1, . . . , am−1], tj. neka je β £isto periodski dio od α. Iz

β = [a0, a1, . . . , am−1, β]

slijedi da je

β =
βpm−1 + pm−2

βqm−1 + qm−2
,

a to je kvadratna jednadºba za β (s cjelobrojnim koe�cijentima).

Budu¢i da je β iracionalan (jer mu je razvoj beskona£an), slijedi da

je β kvadratna iracionalnost.

Zapi²imo α pomo¢u β:

α =
βp + p′

βq + q′
, (5)

gdje su p
q i p′

q′ zadnje dvije konvergente od [b0, b1, . . . , bk−1].

Me�utim, β ima oblik a+
√
b

c , pa iz (5) slijedi da i α ima isti oblik.

Budu¢i da α nije racionalan, prvi dio teorema je dokazan.



Dokaºimo sada obrat. Neka je α kvadratna iracionalnost, tj. neka je

α = a+
√
b

c , a, b, c ∈ Z, b > 0, c ̸= 0 i b nije potpun kvadrat.

Mnoºe¢i brojnik i nazivnik od α sa |c |, dobivamo

α =
ac +

√
bc2

c2
ili α =

−ac +
√
bc2

−c2
,

u ovisnosti o tome je li c pozitivan ili negativan.

Stoga α moºemo zapisati u obliku

α =
s0 +

√
d

t0
,

gdje su d , s0, t0 ∈ Z, t0 ̸= 0, d nije potpun kvadrat i t0|(d − s20 ).



Sada ¢emo opisati razvoj [a0, a1, . . . ] u jednostavni veriºni razlomak

broja α. Neka je α0 = α, te neka je

ai = ⌊αi⌋, αi =
si +

√
d

ti
, si+1 = ai ti − si , ti+1 =

d − s2i+1

ti
.

(6)

Imamo:

αi − ai =
si +

√
d − ai ti
ti

=

√
d − si+1

ti
=

d − s2i+1

ti (
√
d + si+1)

=
ti+1√
d + si+1

=
1

αi+1

,

pa je zaista α = [a0, a1, . . . ].

Pokaºimo sada matemati£kom indukcijom da su si , ti cijeli brojevi
takvi da je ti ̸= 0 i ti |(d − s2i ).
To vrijedi za i = 0. Ako tvrdnja vrijedi za neki i , onda iz

si+1 = ai ti − si slijedi da je broj si+1 cijeli.



Relacija

ti+1 =
d − s2i+1

ti
=

d − s2i
ti

+ 2ai si − a2i ti

pokazuje da je i ti+1 cijeli broj.

Nadalje, ti+1 ̸= 0, jer bi ina£e d = s2i+1 bio potpun kvadrat.

Kona£no, iz ti =
d−s2i+1
ti+1

slijedi da ti+1|(d − s2i+1).

Sa α′
i ozna£imo konjugat od αi , tj. α′

i =
si−

√
d

ti
. Budu¢i da je

konjugat kvocijenta jednak kvocijentu konjugata, imamo:

α′
0 =

α′npn−1+pn−2
α′nqn−1+qn−2

.

Odavde je

α′
n = −qn−2

qn−1

(α′
0 −

pn−2
qn−2

α′
0 −

pn−1
qn−1

)
.

Kad n teºi u ∞, pn−1
qn−1

i pn−2
qn−2

teºe prema α0, a α0 ̸= α′
0.

Stoga izraz u zagradi teºi prema 1, pa je zbog toga pozitivan za

dovoljno velike n, recimo za n > N.



Sada je za n > N broj α′
n negativan. No, αn je pozitivan za n ≥ 1,

pa je αn − α′
n = 2

√
d

tn
> 0.

Dakle, tn > 0 za n > N. Nadalje, za n > N imamo:

s2n < s2n + tn−1tn = d =⇒ |sn| <
√
d ,

dok iz αn > 1 i upravo dokazanog slijedi

tn < sn +
√
d < 2

√
d .

Odavde slijedi da ure�eni parovi (sn, tn) mogu poprimiti samo

kona£no mnogo vrijednosti, pa postoje prirodni brojevi j , k , j < k ,
takvi da je sj = sk , tj = tk .

Sada (6) povla£i da je αj = αk , pa je

α = [a0, . . . , aj−1, aj , aj+1, . . . , ak−1],

²to je i trebalo dokazati.


