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Zadatak

Dokazite da je [1,1,1,...] = @



Neka je « iracionalan broj. U dokazu prosli put pokazali smo da
svaka konvergenta od a zadovoljava nejednakost |a — 2] < %

Teorem
Neka su =1 j Pr dyije uzastopne konvergente od a. Tada barem

jedna od /;th zacnfovoljava nejednakost

1
N

ql =~ 2¢%

Dokaz: Brojevi oo — %, n— % imaju suprotni predznak, pa je
1 1 1
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(jer je 2ab < 2>+ b%zaa # b, mi uzmemo a = %, b= qil ).
Prema tome, vrijedi
1

_ Pn—1
2qr2171

2qn anl
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Teorem (Borel)

Neka su 5" 2, Z”*i 5" tri uzastopne konvergente od «. Tada barem
n

jedna od njih zadovoljava nejednakost

1
-2 <
NG
Pokaz: Stavimo & = [ao, a1, ...], a; = [3j, 3j11,...] i Bi = I=2 za
i >1.
Imamo « = [ag, a1, ..., 3n, Xn+1], te zapisimo broj s desna kao

razlomak p},.;/4q;. 1, (gdje ni brojnik ni nazivnik nisu racionalni
brojevi).

Koristenjem ranije dokazane rekurzije dobivamo

_ Xn+1Pn + Pn—-1 o
gnX —Pp=Qqn- ———————— — Pn =
Xn+1qn + an-1

®nt1PnGn + Pn—1Gn — Xnt1PnGn — PnGn-1 _ (=1)"

Xn+1Gn + Gn-1 Xpt1Gn + Gn-1




Stoga je
1
= } 1
Blern + Br) .

o
dn

Da bi dovrsili dokaz, moramo pokazati da ne postoji prirodan broj n
takav da zai=n—1,n n+1 vrijedi

aj+ B < V5. (2)
Pretpostavimo da je (2) ispunjeno za i = n—1,n. Tada iz

Xp—1 = ap-1+—,
n

1 _ an—1Gn—2 + qn— _
7:qn1: n—1Gqn-2 qn3:3n71+qn3:3n71+‘5n71
Bn dn—2 Adn—2 qn—2
slijedi
1 1
—+ :“n—1+ﬁn—1 < \/g



Stoga je

NG
— V5B, 5.

Mnozenjem s —B,/+/5 dobivamo B2 — /58, +1 < 0.
Odavde slijedi da je B, € [[ L fﬂ} dakle buduéi da je B,

racionalan, B, > @




Ako bi (2) takoder bilo ispunjeno za i = n, n+ 1, onda bi
V5-1

koristenjem istih argumenata dobili B,41 > *=5—, pa iz

dn = anqn-1 + dn—2 SIUedI an = An _ qn_2'
Gn—-1 dn-1
n  Gn-2 1 ) V5 —1 B

1< a,

= - - < -
an-1 an-1 ,Bn—i-l ,Bn \/g— 1 2

§to je kontradikcija. O

=1,



Sada zelimo dokazati da je Borelov teorem najbolji mogudi.

Teorem
Pretpostavimo da « ima razvoj u verizni razlomak oblika

x = [ao,al,...,aN,l,l,l,...].
Tada je lim, o0 g2|a Bl = %
Dokaz: Po dokazu Borelovog teorema uz oznake a; = [a;, aj41, - - -
i Bi = =2 za i >1imamo:
-2 g
gn qa(&nt1+ Bnt1)
Ovdje je, za n dovoljno velik, a1 =[1,1,1,...] = \/§2+1 i
1 An 1 1
= -] —|— — =3 + -
Bnt1 Gn-1 LT A+ s
9n—-3
= --=lapan-1,...,a1]=1[1,1,...,1,an,...,a1].
h\/—/

n—N



Buduéi dasu [1,1,...,1]i[1,1,...,1] susjedne konvergente od
N—— S——

n—N-1 n—N
ﬁnlj, slijedi da se ﬁ nalazi izmedu njih. Stoga je

Iim,,_mﬁ =1[,11,...]= @ Prema tome,

\@Jrl)—l: V5 —1

,,'Lmooﬁ”+1:( 2 2

(an+1 + ﬁn+1) - \/g

lim
n—00

OJ



Teorem (Legendre)
Neka su p, q cijeli brojevi takvida jeq > 11

p 1
a o <3

Tada je g neka konvergenta od «.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je a # g; inace je tvrdnja
trivijalno zadovoljena.

Tada mozemo pisati & — g = Z—‘Z, gdieje0 <9< % ie==£1.

Neka je

P — Ibo, by, ..., bp1]

razvoj od g u jednostavni verizni razlomak, gdje je n izabran tako

da vrijedi (—1)""! = e. To uvijek mozemo postiéi jer je
[a0,a1,.-.,am| = [a0, a1, ..., am — 1, 1].



Definirajmo w sa
K= Wpn-1 + pn—2y (3)
Wwdn-1 + dn-2

tako da je w = [bg, b1 ..., bp—1, w] (zbog relacije koja je dokazana
ako "uvrstimo" a, = w).

Neka je % = [bg, b1, ..., bj]. Primjetimo da je pp—1/qgn-1 = p/q.

Sada je, po formuli dokazanoj u dokazu Borelovog teorema, imamo

(="

In = Pn = T gntart vrijedi
ev 1 1 _1)n-1
il g =0 (XGn-1 — pn-1) = — “n;nl)Jr —
1 (—1)"1
 Gn ‘ WQqn-1+ qn-2'
paje 0 = W_
Rjesavanjem ove relacije po w, dobivamo w = § — gzj_

Odavde slijedi da je w > 2 — 1 = 1. Razvijmo w u jednostavan
verizni razlomak: w = [bp, bpt1, bpto, ... ]



Buduéi da je w > 1, svi bj (j =n,n+1,...) su prirodni brojevi.

Stoga je
® = [bo,bl,...,bnfl, b,,, bn+1,...]

razvoj u jednostavni verizni razlomak od « i

q qn-1

P = Prl  ipg, by,... bpi]

je konvergenta od &, Sto je i trebalo dokazati.



Teorem (Hurwitz)

(i) Za svaki iracionalan broj a postoji beskonacno mnogo
racionalnih brojeva g takvih da je

1

V5q2

-

(i) Tvrdnja (i) ne vrijedi ukoliko se \/5 zamijeni s bilo kojom
konstantom A > /5.

Dokaz: Tvrdnja (i) slijedi direktno iz Borelovog teorema, dok
tvrdnja (ii) slijedi iz dva teorema koja smo sada dokazali.

Naime, ako je iracionalan broj a oblika [ag, a1,...,an,1,1,1,...],
onda se po Legendrevom Teoremu sva rjeSenja nejednadzbe

q2‘0¢ — S‘ < %, gdje je A > /5, nalaze medu konvergentama od «a.

Medutim po dokazanom teoremu je lim o g2|a — B = 5 owu

nejednadzbu zadovoljava samo konacno mnogo konvergentl od
x. L



Teorem (Zakon najboljih aproksimacija)

Neka je « iracionalan broj, te %, %, ... konvergente od x. Tada
vrijedi:

(i) lago — po| > |aqr — p1| > aga — p2| > -+

(”) Ako jen>1i1 < q < q,, te ako je (P, q) 7£ (pnfly anl),
(pnv qn)r onda je ‘ch - P‘ > ’“qn—l - pn—1|-

Dokaz: Po ranije dokazanoj formuli je

1 1

Xdqn — p = < )

1435 = o ®ni1Gn+ Gn-1  Gn+ Q-1
|IX | 1 S 1

dn-1 — Pn-1| =
" " XpQn—1+ gn—2 (an + 1)%71 + qn-2
. 1
an-1 + qn’

Cime je dokazana tvrdnja (i).



Da bi dokazali (ii), definirajmo brojeve p, v pomocu jednadzbi

Upn+Vvpp-1 = p,

Mqn+Vqn-1 = q.
Matrica ovog sustava (s nepoznanicama y, v) ima determinantu
PnGn—1 — Pn—19n = £1, pa su brojevi p, v cijeli brojevi (jer se
determinanta pojavljuje u nazivniku u rjeSenju sustava po
Cramerovom pravilu).
Ako je v =0, onda je p = upp, 9 = }iqn, a to je nemoguce jer je
0<qg<qni(p q)# (Pn an)
Ako je y =0, onda je p =Vpp—1, 9 = Vqp—_1.
Buduci da je (p, q) # (pPn—1,Gn—1), slijedi v > 2 i zato je

’D‘q - P‘ Z 2\06%—1 - pn—l’ > \04%—1 - pn—l’-

Ako su pu # 0, v # 0, onda zbog 1 < q < g, i vV imaju suprotne
predznake, pa brojevi p(aq, — pn) i v(agn—1 — pn—1) imaju iste
predznake (posto su susjedne konvergente s razliCitih strana od «a).



Stoga je
lag — p| = |«(pqn +vqn-1) — Ppn — vpn-1|

= |]/l((an - pn)‘ + |V(“qn71 - Pn71)|,
pa je, zbog uv # 0, |aq — p| > |agn-1 — pn-1]-

Razlomke oblika Prr _ Pt Pn r=12,...,ap2 — 1,

. dn,r rdn+1 + gn .
n > —1, nazivamo sekundarne konvergente veriznog razlomka

[ao,al,...].
Pno _ Pn Pnan2 _ Pnt2

Uoc&imo: , .
dn,0 dn Qn,ani2 an+2

O



Propozicija
Za n paran vrijedi

&<_”<pn,r<pn,r+1<'”<pn+2y
an dn,r dn,r+1 qn+-2
dok za n neparan vrijedi
&>“.>pn,r>pn,r+1>_“>,Dn+2'
an Adn,r dn,r+1 qn+2

Nadalje, za svaki prirodan broj n vrijedi

dn,r+1Pn,r — Pn,r+19nr = (—1)n+1- (4)

Dokaz: Dovoljno je dokazati relaciju (4). Imamo:

An,r+1Pn,r — Pn,r+19n,r
= [(r+ 1)Gn+1 + o] (rPnt1 + pn) = [(r + 1)Pos1 + Pn] (rdnt1 + Gn)
= 4n+1Pn — Pn+1Gn = (_1)n+1'



Definicija
Za beskonacni verizni razlomak [ag, a1, az, .. .| kaZemo da je
periodski ako postoje cijeli brojevi k > 0, m > 1 takvi da je

amin = an za sve n > k. U tom slucaju verizni razlomak pisemo u
obliku

[ao, dl, ..o dk—1,3k, dk+1, -, ak+m_1],
gdje “crta” iznad brojeva ag, . . ., ak+m—1 znaci da se taj blok
brojeva ponavlja u nedogled.
Primjer
(i) Neka je Bp=[2,3,2,3,...] =[2,3]. Tada je p =2+ ;1 g To
daje kvadratnu jednadzbu za B: 3> — 6B —2 =0, pa zbog B > 0,
dobivamo da je B = M
Zadatak: Neka je o = [ ,3]. Odredite a. &




Ova dva primjera ilustriraju op¢u situaciju.

Definicija

Za iracionalan broj o kaZemo da je kvadratna iracionalnost ako je a
korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Teorem (Euler, Lagrange)

Razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja w je periodski
ako i samo ako je a kvadratna iracionalnost.



Dokaz: Neka je o = [bg, by, ..., bk_1,30, 21, ..., am—_1), te neka je

B = [20, 31, -~ 3am_1), tj. neka je B Cisto periodski dio od a. Iz
B =lao,a1,....am-1, P
slijedi da je
‘B _ ,Bpm—l + Pm-2
,qu—l + dm-2 ,

a to je kvadratna jednadzba za B (s cjelobrojnim koeficijentima).
Buduci da je B iracionalan (jer mu je razvoj beskonacan), slijedi da
je B kvadratna iracionalnost.

Zapisimo a pomocu f:

/
L PPt p,, (5)
Ba+aq
gdje su g i Z—: zadnje dvije konvergente od [by, b1, ..., bk-1].

Medutim, B ima oblik %\/B, pa iz (5) slijedi da i @ ima isti oblik.
Budu¢i da « nije racionalan, prvi dio teorema je dokazan.



Dokazimo sada obrat. Neka je a kvadratna iracionalnost, tj. neka je
§ = %\/B, a,bceZ,b>0,c+#0i b nije potpun kvadrat.

, dobivamo

Mnozeci brojnik i nazivnik od « sa |c

ac++vbc? . _ —ac+ vV bc?
2 2 '

— i a=_—-"Y7°

c —c
u ovisnosti o tome je li ¢ pozitivan ili negativan.

Stoga @ mozemo zapisati u obliku

_So-l-\/g

= o

gdje su d, sy, to € Z, to # 0, d nije potpun kvadrat i to|(d — sg).



Sada ¢emo opisati razvoj [ag, a1, - - - | u jednostavni verizni razlomak
broja «. Neka je ap = a, te neka je
Y —

ai = |ai], wa;= o Si1 = aiti —Ssi, ti1 =

i ti
(6)
Imamo:
0i—a = Si—i—\/g—aiti:\/g—siﬂz d—s,'2+1
ti i ti(vV/d+sii1)
tiy1 1

Vd+sipn it
pa je zaista & = [ap, a1, ...].

Pokazimo sada matematickom indukcijom da su s;, t; cijeli brojevi
takvi da je t; # 0 t;|(d — s?).

To vrijedi za i = 0. Ako tvrdnja vrijedi za neki /, onda iz

si+1 = a;jt; — s; slijedi da je broj s;11 cijeli.



Relacija
d—s? d—s?
tiy1 = il — L 4+ 2a;5 — a%t;
ti ti

pokazuje da je i tjy1 cijeli broj.

Nadalje, tj11 # 0, jer bi inace d = s,-2+1 bio potpun kvadrat.

o . d—s? T
Konacno, iz tj = == slijedi da tiv1|(d — s )
1

Sa a; oznacimo konjugat od a;, tj. a} = 5’17\/3 Buduéi da je
konjugat kvocijenta jednak kvocijentu konjugata, imamo:
ol — YnPn-1tpn-2
0 — “;qn71+qn72 ’
Odavde je
D‘/ __ Pn—2
o = _qn72< 0 qH)
n / Pn—1 | *
qn—1 \Xy — Gn1

31 Pn—1 : Pn-2 3 /
oo, /| — .
Kad n tezi u co, 22=1 i P2=2 teZe prema g, a Ao 7 g

Stoga izraz u zagradi tezi prema 1, pa je zbog toga pozitivan za
dovoljno velike n, recimo za n > N.



Sada je za n > N broj a), negativan. No, a, je pozitivan za n > 1,

pajean—aﬁ,:¥>0.

Dakle, t, > 0 za n > N. Nadalje, za n > N imamo:
2 < 24ty t,=d = |s)| < Vd,

dok iz @, > 1 i upravo dokazanog slijedi
ty < sn+Vd < 2Vd.

Odavde slijedi da uredeni parovi (s,, t,) mogu poprimiti samo
konaéno mnogo vrijednosti, pa postoje prirodni brojevi j, k, j < k,
takvi da je 5 = si, tj = ty.

Sada (6) povladi da je aj = ay, pa je

K = [ao, ...,aj_l,aj,aj+1, ...,ak_l],

to je i trebalo dokazati. O



