
JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

VJEROJATNOST
Drugi kolokvij � 9. velja£e 2022.

� Dozvoljeno je koristiti pribor za pisanje i brisanje, te kalkulator.

� Rje²enja i rezultati ¢e biti objavljeni do srijede, 16. velja£e u 12 sati na web-stranici kolegija.

Zadatak 1.

(a) Neka su X1, X2, X3 diskretne slu£ajne varijable de�nirane na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P) te
koje poprimaju vrijednosti u skupu N = {1, 2, . . . }.

(a1) (1 bod) De�nirajte nezavisnost slu£ajnih varijabli X1, X2, X3.

(a2) (2 boda) Ako su X1, X2, X3 nezavisne, pokaºite da za sve B1, B2, B3 ⊆ N vrijedi

P(X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, X3 ∈ B3) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2)P(X3 ∈ B3) .

(b) (3 boda) Ako su X1, X2, X3 nezavisne slu£ajne varijable s radiobom Xi ∼ G(pi), i = 1, 2, 3 pri £emu
je p1 = 1

2
, p2 = 1

3
, p3 = 1

4
, odredite razdiobu slu£ajne varijable Y = min{X1, X2, X3}. Precizno

objasnite na kojem mjestu i kako koristite nezavisnost.

(c) (4 boda) Bacamo tri simetri£na nov£i¢a te ozna£imo s X1 ukupan broj pisama na 1. i 2. nov£i¢u,
a s X2 ukupan broj pisama na 2. i 3. nov£i¢u. Odredite distribuciju slu£ajnog vektora (X1, X2)
(obrazloºite kako ste do²li do nje) i provjerite jesu li X1 i X2 nezavisne.
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Zadatak 2.

(a) (2 boda) De�nirajte pojam apsolutno neprekidne slu£ajne varijable X na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P).

(b) (3 boda) Neka je X slu£ajna varijabla uniformno distribuirana na [0, 1], X ∼ U(0, 1). Pokaºite da
je Y := sin(πX) tako�er apsolutno neprekidna te joj na�ite funkciju gusto¢e.

(c) (2 boda) Neka je X apsolutno neprekidna slu£ajna varijabla te h : R → [0,∞) funkcija. Detaljno
dokaºite da za svaki c > 0 vrijedi

P(h(X) ≥ c) ≤ E [h(X)]

c
.

(d) (3 boda) Neka je X slu£ajno odabrana to£ka u segmentu [−1, 1] takva da za −1 < a < b < 1 vrijedi

P
(
X ∈ (a, b)

)
=

∫ b

a

(1− |x|) dx.

Segment [−1, 1] podijeljen je to£kom X na dva dijela. Na�ite o£ekivanu duljinu dijela segmenta koji
sadrºi to£ku c = 0.
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Zadatak 3.

(a) (2 boda) Precizno de�nirajte uvjetno o£ekivanje diskretne slu£ajne varijable X uz dano Y = a, gdje
je Y tako�er diskretna slu£ajna varijabla.

(b) (2 boda) Neka su X ∼ Bern(p1) i Y ∼ Bern(p2) nezavisne slu£ajne varijable, p1, p2 ∈ (0, 1). Odredite
E [X + Y |X − Y = 0].

(c) (3 boda) Neka je (X, Y ) diskretni slu£ajni vektor takav da postoje o£ekivanja od X i od E [X|Y ].
Dokaºite i detaljno obrazloºite:

E [E [X|Y ]] = EX.

(d) (3 boda) Predavanja iz vjerojatnosti se £esto razlikuju po svojem trajanju. Ozna£imo s X trajanje
predavanja. Tijekom predavanja studenti postave pitanja s vjerojatno²¢u 2

3
. Neka je Y slu£ajna

varijabla takva da je Y = 1 ako je bilo pitanja tijekom predavanja, a Y = 0 ako nije. Poznato
je da je X uvjetno na doga�aj da nije bilo pitanja uniformno distribuirana slu£ajna varijabla na
skupu {75, 80}, dok je X uvjetno na doga�aj da je bilo pitanja uniformno distribuirana na skupu
{80, 85, 90}. Odredite E [X|Y ] i EX.
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Zadatak 4.

(a) (2 boda) Neka je X diskretna slu£ajna varijabla s vrijednostima u N ∪ {0}. Precizno defnirajte
funkciju izvodnicu vjerojatnosti slu£ajne varijable X.

(b) (2 boda) Neka je X ∼ B(n, p), p ∈ 〈0, 1〉. Izra£unajte funkciju izvodnicu vjerojatnosti od 2022X+3.

(c) (3 boda) Neka je (Xj)j∈N niz nezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli s vrijednostima
u Z+, te neka je N slu£ajna varijabla s vrijednostima u Z+ nezavisna od niza (Xj)j∈N. De�niramo

S :=
∑N

j=1Xj . Ozna£imo sa GX1 , GN i GS funkcije izvodnice vjerojatnosti slu£ajnih varijabli X1, N
i S. Dokaºite da je GS = GN ◦GX1 . Obrazloºite svaki korak dokaza.

(d) (3 boda) U jednoj tvornici vjerojatnost da se proizvede neispravan proizvod je 1
100

. Tvornica proizvede
150 proizvoda. Ako je proizvedeni proizvod ispravan, proizvod ide na skladi²te, a ako je neispravan,
onda se odlaºe na otpad. Nakon toga se proizvod iz skladi²ta s vjerojatno²¢u 1

5
²alje u trgovinu.

Ozna£imo s S ukupan broj proizvoda koji su do²li iz skladi²ta u trgovinu. Odredite GS i E(S).
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Zadatak 5.

(a) (2 boda) Precizno de�nirajte pojam konvergencije po vjerojatnosti niza slu£ajnih varijabli.

(b) (3 boda) Bacamo simetri£ni nov£i¢, pri £emu su bacanja nezavisna. Za svaki prirodan broj n, neka
je Sn broj bacanja potrebnih da se pismo pojavi n puta. Dokaºite da niz

(
Sn

n

)
n≥1 konvergira gotovo

sigurno i odredite grani£nu slu£ajnu varijablu.

(c) (2 boda) Precizno iskaºite centralni grani£ni teorem.

(d) (3 boda) Simetri£nu kocku bacamo 1500 puta, pri £emu su bacanja nezavisna. Koriste¢i centralni
grani£ni teorem, odredite pribliºnu vjerojatnost doga�aja da je zbroj dobivenih brojeva ve¢i od 5300.


