LINEARNA ALGEBRA 1
Drugi kolokvij - 31. sijeénja 2025.

|ZADATAK 1]

Zadana je matrica
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(a) (6 bodova) Koristec¢i elementarne transformacije nad retcima, izracunajte A=

1
(b) (4 boda) Izracunajte inverz matrice F12A te matrice Fij3A.

Rjesenge.
(2)
10 -10:1000 1000: 1 000
22 0 0:0100 2200:-2100
01 1 1:0010 0111: 0 010
00 1 1:0001 0011: 0 001
1000: 0 5 -1 1
0100: 0 0 1 -1
0010: -1 & -1 1
0001 : 1 —3 1 0
Dakle,
0 3 -1 1 0o 1 -2 2
e o 0 1 =1 _1}0 0 2 =2
Tl-1 3 -1 1 2(-2 1 -2 2
1 -1 1 0 2 -1 2 0
(b)
1 0 -2 2
- - - - 0 0 2 =2
(Fle)lel(Flg)l—AlFlgz— 1 _2 _2 2
-1 2 2 0
0 1 -2 2
e IR N 310 0 2 =2
(F223A)1—A1(F223)1:A1F232:§ -9 1 _g 92



|ZADATAK 2|

1 =z -1 2
(a) (3 boda) Odredite nepoznanicu x u matrici A= {2 —1 =« 5| ako je poznato da je
1 10 -6 1
12 1 3
A ekvivalentna matrici B = |0 4 4 1].
2 0 =25

(b) (4 boda) Dane su A, B € M, te matrica C' € M, 5, u blok zapisu C = [A B]. Dokazite
ili opovrgnite kontraprimjerom

(bl) r(A)=n = r(C)=n
(b2) r(A) <n = r(C) <n.

(¢) (3 boda) Neka su A, B € M,,, proizvoljne. Pokazite da je r(A + B) < r(A) + r(B).
Rjesenge.
a ako je , oC1to linearno nezavisan skup, te je = 1 — , vidimo da je
Kako je {RP, R} ito li i k je RE = 2R; — RP, vidimo da ]

r(B) = 2. S obzirom da su matrice ekvivalentne ako i samo ako su istog ranga, potrebno
je odrediti x takav da je r(A) = 2. Standardnim na¢inom se dobije da je

2 =3
rA) = T
3, x#3
pa zakljucujemo da mora biti z = 3.

(b1) Ukoliko je r(A) = n, slijedi da stupci matrice A ¢ine linearno nezavisan skup. Posebno,
kako su oni ujedno i stupci matrice C, slijedi da je r(C') > n. S druge strane, zbog
dimenzija je ocito i r(C) < n, odakle slijedi r(C') = n.

(b2) Implikacija ne vrijedi: mozemo uzeti A = 0, B = I,,; u tom slucaju je r(A) = 0 < n no
r(C) = n.

(c) Kako za stupce matrice A + B o¢ito imamo S]-A+B = SJA +SJB, 7 =1,...,n, imamo
{S{H0, St Py C (ST s SE L SEY = ST LS+ ST S

Uzimanjem linearne ljuske u prethodnoj inkluziji te promatranjem dimenzija odmah
slijedi trazena nejednakost.



|ZADATAK 3|

(a) (6 bodova) Izrac¢unajte determinantu matrice A = [a;;] € M,,(R) dane s

{1, i+j=n+1,

Qi =y ..

J, inace.

(b) (4 boda) Neka su A, B € M,, regularne. Pokazite da je AB = BA.
Rjesenge:

(a) Racunamo

1 2 3 n—2 n—1 1
1 2 3 n—2 1 n
1 2 3 1 n—1 n 4
detA=|: : : : L] = e D
121 n—2 n—1n e
11 3 n—2 n—1n
1 3 n—2 n—1n
1 0 0 0 0 —(n—1)
1 0 0 0 —(n—2) 0
1 0 0 —(n—3) 0 0
_ . __ Laplaceov razvoj
- : ~ po zadnjem retku
1 0 =2 0 0 0
1 -1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0O 0 O 0 0 —(n—-1)
O 0 O 0 —(n—2) 0
O 0 O —(n—13) 0 0
:(_1)n+1 ~u tremzli‘r(lliarfla?ngﬁcle?ﬁalima
0O 0 =3 ... 0 0 0
0o -2 0 ... 0 0 0
-1 0 0 ... 0 0 0
=(—1)" (=) TTET () - D = (<) T (- 1)

(b) Kako su A i B regularne, tada je i AB regularna. Stoga je

AB = det(AB)(AB) ™' BC (det A - det BYB'A™! = BA.



|ZADATAK 4|

(a) (5 bodova) Rijesite homogeni sustav

l'1+21'2+2$3 =0
201+ o9+ x3+2x4=0
4I1+5$2+7£L’3+2I4:O

(b) (2 boda) Nadite sva rjeSenja sustava

r| + 25(72 + 2.173 = bl
201+ w4+ w3+ 274 = by
41’1 -+ 51}2 + 7.’13'3 + 2.1'4 = bg

ako znate da je jedno rjeSenje (1,1,2,1).

(¢) (3 boda) Dokazite ili opovrgnite sljede¢u tvrdnju za kvadratnu matricu A s cjelobrojnim
elementima: ako je det A = 1, tada za svaki vektor Y s cjelobrojnim elementima postoji
vektor X s cjelobrojnim elementima takav da vrijedi AX =Y.

Rjesenge:
(a)
1220 1 2 2 0 100 3 100 3
A,=(2112])~(0 -3 32|]~[011-2]~|010 -2
4 5 7 2 0 -3 -1 2 002 O 001 O
Dakle, 1 = —§x4 12y = §x4, x3 = 0. Neka je x4 = s, s € R. Skup rjesenja homogenog
sustava je

(b) Koristeci (a) i ¢injenicu da imamo zadano jedno partikularno rjesenje, zaklju¢ujemo da
je skup svih rjeSenja zadanog sustava linearna mnogostrukost

o
(

— N =

tj. rjeSenja su oblika:
4
3

s, seR.

_— N ==
— O wliN



(c) S obzirom da je matrica kvadratna i det A = +1 # 0 zaklju¢ujemo da je sustav definiran
matricom A Cramerov. Neka je y desna strana sustava s cjelobrojnim elementima.
Rjesenje mozemo dobiti kao

pri ¢emu je D = det A = 11 D; determinanta matrice u kojoj je i-ti stupac matrice A
zamijenjen s y. Kako i A i y imaju cjelobrojne elemente, tada i opisana matrica ima
cjelobrojne koeficijente pa joj je i det A cijeli broj (po definiciji). Dakle z; je cijeli broj
zasvakii=1,...,n.



(a)

(b)

|ZADATAK 5|

(3 bodova) Neka je A € Ma, ; antisimetricna matrica (to jest, takva da je AT = —A).
Dokazite da je A singularna matrica.

(7 bodova) Neka je A € M,,,,n > 2, matrica ranga n — 1, te neka su S, Ss,...,S,
njezini stupci. Ako je prvi stupac matrice A jednak sumi svih preostalih stupaca od A,
odredite skup svih rjesenja sustava AX = 57 — 25,.

Rjesenge:

(a)

(b)

Iz det A = det AT = det(—A) = (=1)*""'det A = —det A slijedi det A = 0, pa je A

singularna.

Znamo da je (z1,xs,...,2,) rjeSenje sustava AX = B ako i samo ako je B = 15 +
x9So+. . .+1,5,. Odavde slijedi da je (1, —2,0,...,0) jedno partikularno rjeSenje sustava
AX = 51 —28,. Takoder, zbog S; = Sa+...4+ S, to jest S — Sy —...— S, = 0, slijedi
idaje (1,—1,—1,...,—1) jedno rjeSenje homogenog sustava AX = 0. lzr(A)=n—1
zakljucujemo da je dimQ =n — (n—1) =1, paje Q = [{(1,—1,...,—1)}]. Sada je
skup svih rjesenja sustava AX = 57 — 255 jednak

{1,-2,0,...,0)+ A(1,-1,—1,...,—1): A € F}.



