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Glavna motivacija za algebarsku teoriju brojeva nam je rješavanje Diofans-
tkih jednadžbi, kao što su npr y2 + 3 = x3, x2 + y2 = z2, xn + yn = zn, itd.
Ideja je ovakve jednadžbe faktorizirati :

(y +
√
−2)(y −

√
−2) = x3, (x+ iy)(x− iy) = z2,

(x− y)(x− ζny)(x− ζ2ny) . . . (x− ζn−1
n y) = zn, ζn = e

2πi
n .

Iako tražimo rješenja nad Z, faktorizacija se odvija nad proširenjima od Z.
Faktoriziramo u Z ⊂ O, gdje je O red(ili poretci, eng. order), veći prsteni koji
sadrži Z.

Pojmovi grupa, prstena, ideala s kojima ste se susretali u algebri i algebar-
skim strukturama zapravo imaju povijesnu motivaciju iz teorije brojeva. Alge-
barsku teoriju brojeva možemo smatrati teorijom brojeva "u proširenjima od
Z". Vrijedit će sljedeće analogije:

Z←→ Z ⊆ O − red
Q←→ Q ⊆ K − polje algebarskih brojeva, tj. konačno proširenje od Q

a | b←→ a | b u O znači ∃c ∈ O t.d. b = ac,

{±1} = Z× ←→ O× − obično beskonačna grupa,

prosti brojevi←→

{
prosti elementi, 0 ̸= p /∈ O×, p|ab⇒ p|a ili p|b
ireducibilni elementi, 0 ̸= p /∈ O×, q|p⇒ q ∈ O× ili q = up i u ∈ O×.

Osnovni teorem aritmetike (jedinstvena fakt. na proste br.)←→? (općenito ne vrijedi).

Predznanje za koje se pretpostavlja da ga znate na kolegiju: gradivo iz Al-
gebarskih struktura, Algebre 1 i 2; grupe, prsteni, ideali (prosti, maksimalni),
domene glavnih ideala, domene jedinstvene faktorizacije, Kineski teorem o os-
tacima, proširenja polja, Galoisova teorija (iako ćemo nju ponoviti).

0.1 Gaussovi cijeli brojevi
Proučavamo jednadžbu x2 + y2 = z2, gdje su x, y, z ∈ Z. Promotrimo polje
Gaussovih racionalnih brojeva

Q[i] = Q+ iQ = {x+ iy | x, y ∈ Q} .

Za bilo koja dva Gaussova racionalna broja x1+iy1

x2+iy2
, rezultat je:

x1 + iy1
x2 + iy2

=
x1x2 + y1y2 + i(x2y1 − x1y2)

x22 + y22

Prsten Gaussovih cijelih brojeva je definiran kao

Z[i] = {x+ iy | x, y ∈ Z}.
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Funkcija norme N : Z[i] → Z definirana je s N(x + iy) = x2 + y2 = |x + iy|2.
Neka je α ∈ Q[i], tada je norma N(α) = α · ᾱ, i vrijedi:

N(ab) = N(a)N(b), a, b ∈ Q[i]

Vrijedi i N(Z[i]) ⊆ Z.

Lema 1. Vrijedi:

(i) Za a ∈ Z[i], vrijedi a ∈ Z[i]× ⇔ N(a) = 1.

(ii) Z[i]× = {±1,±i}.

Dokaz. (i) Ako a ∈ Z[i]×, tada postoji b ∈ Z[i] tako da a · b = 1. Prema tome:

N(a · b) = N(a)N(b) = N(1) = 1.

Norme N(a) i N(b) su nenegativni cijeli brojevi, stoga mora vrijediti N(a) = 1.

(ii) Očito je da {±1,±i} ⊆ Z[i]×. Dokažimo obratnu inkluziju: iz (i) vrijedi
N(x+ iy) = 1

⇒ x2 + y2 = 1 x, y ∈ Z ⇒ (x, y) ∈ {(±1, 0), (0,±1)}
⇒ x+ iy ∈ {±1,±i}

Definicija. Definiramo da je prsten D Euklidova domena ako postoji funkcija
φ : D \ {0} → Z takva da:

(i) φ(z) ≥ 0, ∀z ∈ D \ {0},

(ii) za sve a ∈ D i b ∈ D \ {0}, postoje g, r ∈ D takvi da a = gb + r, gdje je
r = 0 ili r ̸= 0 i φ(r) < φ(b).

Propozicija 2. Z[i] je Euklidova domena.

Dokaz. Očito je da je N(z) = |z|2 ≥ 0 za sve z ∈ Z[i]. Ako su a, b ∈ Z[i] i b ̸= 0,
tada vrijedi:

a

b
∈ Q(i)⇒ ∃g ∈ Z[i] takav da

∣∣∣Re a
b
− Re g

∣∣∣ ≤ 1

2
i
∣∣∣Im a

b
− Im g

∣∣∣ ≤ 1

2
.

⇒
∣∣∣a
b
− g
∣∣∣2 =

∣∣∣(Re a
b
− g
)
+ i Im

(a
b
− g
)∣∣∣2

=
∣∣∣Re a

b
− Re g

∣∣∣2 + ∣∣∣Im a

b
− Im g

∣∣∣2
≤ 1

4
+

1

4
=

1

2
(množimo s |b|2)

⇒ |a− gb|2 ≤ |b|
2

2
, tj. N(a− gb) ≤ N(b)

2
.
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Označimo a− gb = r. Sada imamo a = gb+ (a− gb) = gb+ r, gdje je r ∈ Z[i].
Ako r ̸= 0, tada vrijedi N(r) ≤ N(b)

2 < N(b) (vrijedi N(b) > 0 jer je b ̸=
0).

Propozicija 3. Vrijedi:

(a) Svaka Euklidova domena je DGI (domena glavnih ideala),

(b) Svaka Euklidova domena je DJF (domena jedinstvene faktorizacije).

Dokaz. (a) Neka je D Euklidova domena s pripadajućom funkcijom φ, te pret-
postavimo da I ̸= 0 ideal u D. Odaberimo x takav da je φ(x) jednak minimumu
skupa {φ(a) : a ∈ I\{0}}. Očito je da (x) ⊆ I.

Pokažimo obrnutu inkluziju. Neka je a ∈ I. Tada postoje g, r ∈ D takvi da
a = gx + r, gdje je r = 0 ili r ̸= 0 i φ(r) < φ(x). Kako je r = a − gx ∈ I,
očito je da druga mogućnost nije moguća jer bi φ(r) bila manja od φ(x), što je
u suprotnosti s definicijom od x. Dakle a = gx ∈ (x), dakle I ⊂ (x).

(b) Neka je D Euklidova domena.
1. Egzistencija faktorizacije: Neka je a ∈ D neinvertibilan i a ̸= 0. Ako je a
ireducibilan, onda smo gotovi. Ako nije ireducibilan, tada postoji faktorizacija
a = bc gdje b, c ∈ D nisu invertibilni.

Koristeći φ, znamo da se φ(a) smanjuje kroz ovu faktorizaciju jer φ(b), φ(c) <
φ(a). Budući da je φ(a) prirodan broj, proces se mora zaustaviti nakon konačno
mnogo koraka, pri čemu dobivamo konačnu faktorizaciju a = p1p2 · · · pn, gdje
su svi pi prosti elementi.
2. Jedinstvenost faktorizacije: Pretpostavimo da postoji druga faktorizacija
istog elementa a ∈ D:

a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm,

gdje su svi pi i qj prosti elementi. Trebamo pokazati da su n = m i da su faktori
jedinstveni do redoslijeda i invertibilnih faktora.

Budući da je p1 prost (koristimo da su u DGI prosti = ireducibilni), mora
dijeliti jedan od faktora u desnoj faktorizaciji, recimo qj . No, budući da su p1
i qj prosti, to znači da se p1 i qj razlikuju samo po invertibilnom faktoru. Na
taj način možemo eliminirati p1 i qj i nastaviti s istim argumentom za preostale
faktore.

Na kraju, dolazimo do zaključka da su pi i qj isti do na redoslijeda i inver-
tibilnih faktora, čime je faktorizacija jedinstvena.

Rješenje jednadžbe x2 + y2 = z2, gdje su x, y, z ∈ Z (cijeli brojevi) nazivamo je
Pitagorinom (ili Pitagorejskom) trojkom. Primjetimo

NZD(x, y, z) = 1⇔ NZD(x, y) = NZD(x, z) = NZD(y, z) = 1.

Ako je najveći zajednički djelitelj od x, y, i z jednak 1, tada kažemo da je
Pitagorina trojka primitivna.
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Promotrimo svojstva Pitagorinih trojki. Primijetimo da kvadrat bilo kojeg
broja pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1. Zbog toga, ako su x i y različite
parnosti, tada je z neparan.

Jednadžba (x+yi)(x−yi) = z2 faktorizira se u Z[i] (Gaussovi cijeli brojevi),
tako da su Gaussovi cijeli brojevi prirodno mjesto za promatranje Pitagorinih
trojki.

Neka je (x, y, z) primitivna Pitagorina trojka:

x2 + y2 = z2, tj. (x+ iy)(x− iy) = z2, (x, y) = (y, z) = (x, z) = 1,

Neka je ((x+ iy), (x− iy)) = π.

⇒ π|2x, π|2iy
⇒ N(π)

∣∣4x2, N(π)
∣∣ 4y2

⇒ N(π) | 4

Također, N(π) | N(z) = z2, što je neparno.

⇒ N(π) | 1 ⇒ N(π) = 1

⇒ ((x+ iy), (x− iy)) = 1

⇒ x+ iy = v(m+ iu)2,m, u ∈ Z, v ∈ Z[i]× = {±1}
⇒ x+ iy = v

(
m2 + 2mui− u2

)
⇒ {x, y} =

{
±
(
m2 − u2

)
,±2mu

}
⇒ z = ±

(
m2 + u2

)
, (m,u) = 1.

Korolar 4. Jednadžba x4 + y4 = z2 nema rješenja u N.

Dokaz. Fermatova metoda beskonačnog spusta, ostavljeno za DZ (vidi skriptu
iz teorije brojeva).

0.2 Neki primjeri u drugim prstenovima
Primjer 1. Dokažite da prsten Z[

√
−5] nije DGI (domena glavnih ideala).

Rješenje: Vrijedi 6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5). Ako pokažemo da

su 2, 3, 1 ±
√
−5 ireducibilni, to znači da postoji više različitih faktorizacija u

ireducibilne u Z[
√
−5].

Definirajmo normu N : Z[
√
−5]→ Z sa:

N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2.

Tvrdnja: N(xy) = N(x)N(y) za sve x, y ∈ Z[
√
−5].

Dokaz: Računski, DZ.
Primjeri:

N(2) = 4, N(3) = 9, N(1 +
√
−5) = N(1−

√
−5) = 6.
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Tvrdnja: x ∈ Z[
√
−5]× ⇐⇒ N(x) = 1 i Z[

√
−5]× = {±1}.

Dokaz: Neka je: x = a+ b
√
−5.

=⇒ Iz definicije vrijedi:

a2 + 5b2 = 1 ⇐⇒ (a+ b
√
−5)(a− b

√
−5) = 1

Dakle, ako N(x) = 1, tada je x multiplikativno inverzan i pripada Z[
√
−5]×.

⇐= Neka je x ∈ Z[
√
−5]×

=⇒ ∃y ∈ Z[
√
−5]×t.d.N(xy) = N(x)N(y) = N(1)

=⇒ N(x) = 1 jer N(x), N(y) ∈ N0.

Odmah zaključujemo da su jedini elementi s normom 1 upravo ±1.
Tvrdnja: 2, 3, 1±

√
−5 su ireducibilni elementi.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. 2 = ab, gdje a, b /∈ Z[
√
−5]×. Sada imamo:

N(2) = 4 = N(a)N(b),

što implicira da N(a) = N(b) = 2. Neka je a = x1 + y1
√
−5, tada:

x21 + 5y21 = 2

No, rješavanje ove jednadžbe mod 5 pokazuje da nema rješenja jer x21 ≡ 2
(mod 5) nije moguće. Analogno se dokaže i za 3, 1±

√
−5.

Primjetimo da 2, 3, 1±
√
−5 nisu prosti elementi u Z[

√
−5]: Pretpostavimo

da je 2 prost. Vrijedi

2 | 6 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5) =⇒ 2|(1 +

√
−5) ili 2|(1−

√
−5)

=⇒ 4 = N(2) | N(1±
√
−5) = 6.⇒⇐

.

Definicija. Neka je R prsten, te neka su a1, a2, . . . , an ∈ R. Najveći zajednički
djelitelj elemenata a1, a2, . . . , an u prstenu R je element d ∈ R, koji zadovoljava:

(a) d | ai za sve i.

(b) Ako neki element c ∈ R dijeli svaki element ai, tada vrijedi c | d.

Primjer 2. Elementi 6 i 2+2
√
−5 u prstenu Z[

√
−5] nemaju najveći zajednički

djelitelj.

Rješenje:

N(6) = 62 = 36, N(2(1 +
√
−5)) = N(2) ·N(1 +

√
−5) = 4 · 6 = 24.

Pretpostavimo da d = gcd(6, 2(1+
√
−5)) postoji, tj. da je d najveći zajednički

djelitelj elemenata 6 i 2(1 +
√
−5)) u Z[

√
−5]. Tada bi po (a) vrijedilo da d | 6

i d | 2(1 +
√
−5). Vrijedi

2 | 6, 2 | 2(1 +
√
−5) (b)

==⇒ 2|d,
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(1 +
√
−5) | 6, (1 +

√
−5) | 2(1 +

√
−5) (b)

==⇒ (1 +
√
−5)|d,

=⇒ 2(1 +
√
−5) | 6 =⇒ 24 = N(2(1 +

√
−5)) | N(6) = 36⇒⇐ .

Primjer 3. Z[
√
3]× je beskonačna.

Rješenje: Definiramo normu kao:

N(a+ b
√
3) = (a+ b

√
3)(a− b

√
3) = a2 − 3b2.

Lako se dokaže, kao i prije da je element invertibilan ako i samo ako njegova
norma iznosi 1, tj. N(a + b

√
3) = 1 (lako se vidi da je N(a + b

√
3) = −1

nemoguće). Pellova jednadžba x2 − 3y2 = 1 ima beskonačno mnogo rešenja.
Generalna rešenja Pellove jednadžbe su:

xn + yn
√
3 = (x1 + y1

√
3)n,

gdje je (x1, y1) = (2, 1) prvi član. Vrijedi

N(x1 + y1
√
3)n = (x1 + y1

√
3)n(x1 − y1

√
3)n = 1,

pa je (x1 + y1
√
3)n ∈ Z[

√
3]×.

Može se pokažzati i više, tj. da je Z[
√
3]× = ⟨−1, 2 +

√
3⟩ ≃ Z/2Z× Z.

Primjer 4. Odredite koji su od elemenata 1 + i, 2 − 7i, 5, 7 i 12i ireducibilni
u prstenu Z[i].

Rješenje:

• Element 1 + i:
N(1 + i) = 12 + 12 = 2.

Norma 2 je prosta. Dakle, 1 + i je ireducibilan.

• Element 2− 7i:

N(2− 7i) = 22 + (−7)2 = 4 + 49 = 53.

Norma 53 je prosta. Dakle, 2− 7i je ireducibilan.

• Element 5:
N(5) = 52 + 02 = 25.

Možemo napisati 5 = (2+ i)(2− i), što pokazuje da 5 nije ireducibilan, jer
su oba faktora neinvertibilna. Dakle, 5 je reducibilan.

• Element 12i:
N(12i) = 02 + 122 = 144.

Norma 144 nije prosta (jer 144 = 12 ·12). Slično kao i prethodno, možemo
pisati 12i = (3)(4i), gdje su oba faktora neinvertibilna. Dakle, 12i je
reducibilan.
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• Element 7:
N(7) = 72 + 02 = 49.

Pretpostavimo da 7 nije ireducibilan. Tada je 7 = z1z2, gdje je N(zi) = 7
i zi = ai + bi za i = 1, 2. Međutim tada bi bilo N(zi) = a2i + b2i = 7, što
je nemoguće modulo 4. Dakle 7 je ireudcibilan. Općenitije, vrijedi da je
prost prirodan broj p ≡ 3 (mod 4) ireduciblan u Z[i].

Primjer 5. Riješite (u Z) jednadžbu y2 + 4 = z3.

Rješenje: Faktorizirajmo desnu stranu: (y + 2i)(y − 2i) = z3. Neka je π =
gcd((y+2i)(y−2i)). Tada π|(y+2i) i π|(y−2i), pa π|2y i π|4i. Dakle N(π)|4y2,
N(π)|16, te N(π)|(y2 +4). Ako je y neparan onda je ovaj zadnji izraz neparan,
pa mora biti gcd((y + 2i)(y − 2i)) = 1.

Riješimo prvo slučaj kada je gcd((y + 2i)(y − 2i)) = 1 .
Slijedi

y + 2i = u(a+ bi)3, y + 2i = v(a− bi)3, za neke a, b ∈ Z, u, v ∈ Z[i]×.

Primjetimo da je Z[i]× ≃ Z/4Z, pa slijedi da su u i v kubovi u Z[i]×, tj. možemo
samo zapisati

y + 2i = (a+ bi)3, y − 2i = (a− bi)3

⇒ y + 2i = a3 + 3a2bi− 3a2b− b3i, y − 2i = a3 − 3a2bi− 3ab2 + b3i

(oduzmemo ove dvije jednadžbe i pogledajmo imaginarni dio)

⇒ 2 = 3a2b− b3 = b
(
3a2 − b2

)
⇒ b = ±1 ili b = ±2.

Pogledajmo prvo slučaj b = ±1⇒ 2 = ±1
(
3a2 − 1

)
. Primjetimo da 3a2 − 1 =

−2 nema rješenja, pa slijedi a = ±1. Uvrštavanjem dobijemo i b = 1 i dalje

y = a3 − 3ab2 = ±1∓ 3⇒ y = ±2

⇒ (y, z) = (±2, 2) .

Promotrimo sada b = 2. Slijedi 3a2 − 4 = 1, tj. 3a2 = 5, što je nemoguće.
Ostaje slučaj b = −2. Slijedi 3a2 − 4 = −1. Imamo

3a2 = 3⇒ a = ±1⇒ y = ±1∓12 ∈ {−11, 11} ⇒ z = 5⇒ (y, z) = (±11, 5) .

gcd((y + 2i)(y − 2i)) > 1

Kao što smo već pokazali, y mora biti paran, pa imamo y = 2t, pa slijedi
4t2+4 = z3; zaključujemo da je z paran, tj. z = 2u. Slijedi 4t2+4 = 8u3, dakle
t2 + 1 = 2u3. Faktorizirajmo lijevu stranu:

(t+ i)(t− i) = 2u3.
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Neka π | (t± i); slijedi
π | 2t, π | 2i

⇒ π|2⇒ π ∈ {u, u(1 + i), u · 2} za neki u ∈ Z[i]×.
Primjetimo sada da 2 ne dijeli t+ i, jer bi u suprotnom bi bilo 2(a+ bi) = t+ i,
što je nemoguće za a, b ∈ Z.

Ostaje jedino mogućnost gcd(t+i,−1−i) = 1+i (sjetimo se da je gcd dobro
definiran do na asociranost).

⇒ t+ i = (1 + i) · (a+ bi)3, t− i = (1− i)(a− bi)3

⇒ t+ i = (1 + i)
(
a3 + 3a2bi− 3ab2i− b3i

)
= a3 + 3a2bi− 3ab2i− b3i+ a3i− 3a2b+ 3ab2 + b3

(pogledajmo realni dio)

⇒1 = 3a2b− 3ab2 − b3 + a3 = (a− b)3 +
(
6ab2 − 6a2b

)
= (a− b)3 − 6ab(b− a)

= (a− b)
(
a2 − 2ab+ b2 + 6ab

)
= (a− b)

(
a2 + 4ab+ b2

)
.

Pogledajmo prvo slučaj a− b = 1, to jest a = b+ 1.

1 = 1 ·
(
(a+ b)2 + 2ab

)
= (2b+ 1)2 + 2b(b+ 1)

= 4b2 + 4b+ 1 + 2b2 + 2b = 6b2 + 6b+ 1

⇒ b(6b+ 6) = 0 ⇒ b = 0,−1.

Ako b = 0, tada a = 1, pa y = 2 i z = 2, što je rješenje koje smo već dobili.
Analogno b = −1 da je y = −2 i z = 2, koje također već imamo.

Pogledajmo sada a − b = −1, to jest a = b − 1. Imamo −1 = 6b2 − 6b + 1,
te lako vidimo da to nema rješenja za b ∈ Z.

0.3 Ciklotomska polja
Definicija. Za pozitivan cijeli broj n, n-to ciklotomsko polje K = Q(ζn) je
proširenje polja racionalnih brojeva Q, koje se dobije dodavanjem primitivnog
n-tog korijena iz jedinice ζn. Ovaj korijen je kompleksni broj koji zadovoljava

ζn = e
2πi
n ,

gdje ζnn = 1, a ζn nije k-ti korijen iz jedinice za k < n.

Definicija. n-ti ciklotomski polinom Φn(x) definira se kao polinom čiji su ko-
rijeni svi primitivni n-ti korijeni iz jedinice. Drugim riječima, n-ti ciklotomski
polinom Φn(x) je zadan kao

Φn(x) =
∏

1≤k≤n
gcd(k,n)=1

(
x− ζkn

)
,

gdje je ζn = e
2πi
n primitivni n-ti korijen iz jedinice, a produkt ide po svim k

takvim da je gcd(k, n) = 1, odnosno za sve k koji su relativno prosti s n.
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Polinom Φn(x) zadovoljava sljedeću jednadžbu:

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x),

gdje produkt ide po svim djeliteljima n, a Φd(x) su ciklotomski polinomi za
sve d. Ova jednadžba omogućuje rekurzivno računanje ciklotomskih polinoma.
Vidimo da je stupanj od Φn(x) jednak φ(n).

Na primjer, kada je n = p, gdje je p prost broj, n-ti ciklotomski polinom je

Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1.

Lema 5. Polinom Φp(x) je ireducibilan u Q[x].

Dokaz. Vrijedi

Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 =
xp − 1

x− 1
.

Uvedimo supstituciju y = x− 1. Sada imamo

g(y) := Φp(x+ 1) =
(y + 1)p − 1

y
=
yp +

(
p
1

)
yp−1 + . . .+

(
p

p−1

)
y

y

= yp−1 + pyp−2 + . . . p.

Upotrebom Eisensteinovog kriterija zaključujemo da je g ireducibilan. Slijedi
da je i Φp(x) ireducibilan.

Neka je ζ = ζp primitivni p-ti korijen iz jedinice. Tada su nultočke od Φp(x)
ζ, ζ2, . . . ζp−1. Dakle (nad Q(ζp)) vrijedi

Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 = (x− ζ)(x− ζ2) . . . (x− ζp−1).

Uvrštavanjem x = 1 dobivamo

p−1∏
i=1

(1− ζi) = p.

0.4 Uvod u faktorizaciju
Propozicija 6. U integralnoj domeni D, svaki prost element je ireducibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da p ∈ D nije ireducibilan. Po definiciji to znači da
možemo p napisati kao:

p = ab,

gdje su a, b ∈ D, a niti a niti b nisu invertibilni elementi u D.
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Budući da je p prost, ako p | ab, tada prema definiciji imamo:

p | a ili p | b.

Bez smanjenja općenitosti, pretpostavimo da p | a. To znači da postoji element
d ∈ D takav da je:

a = pd.

Uvrstimo a = pd u p = ab:

p = (pd)b = p(db).

Budući da smo u integralnoj domeni i p ̸= 0, možemo podijeliti obje strane s p,
što daje:

1 = db.

Dakle, d i b su invertibilni elementi u D, što je kontradikcija s neinvertibilnošću
od b.

Sjetimo se karakterizacije prostih/ireducibilnih elemenata.

Teorem 7. Neka je D integralna domena i 0 ̸= x /∈ D×.

1. x je ireducibilan ako i samo ako je (x) maksimalan u skupu glavnih ideala.
Ideal (x) je maksimalan (u skupu svih ideala) ako i samo ako je D/(x)
polje.

2. x je prost ako i samo ako je (x) prost, ako i samo ako je D/(x) integralna
domena.

Dokaz. Dokazano na Algebarskim strukturama.

Definicija. Prsten R se naziva Noetherin prsten ako zadovoljava jedno od
sljedeća tri ekvivalentna svojstva:

1. Svaki ideal u R je konačno generiran.

2. Svaki uzlazni lanac ideala u R stabilizira se. To znači da za svaki niz
ideala I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . postoji indeks n takav da za sve m ≥ n vrijedi
In = Im.

3. U svakom skupu ideala postoji maksimalan (u tom skupu), tj. ideal koji
nije sadržan ni u jednom drugom.

Primjer prstena koji nije Noetherin: polinomi u beskonačno mnogo varijabli.

Propozicija 8. Ako je D Noetherin prsten, svaki element se može napisati kao
produkt ireducibilnih elemenata.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, te promotrimo skup S glavnih ideala (y), gdje
se y ne može faktorizirati kao produkt ireducibilnih. Neka je (x) maksimalan
ideal u tom skupu (takav postoji jer je D Noetherin)

Sada x nije ireducibilan, pa se može zapisati kao x = a · b, gdje su a, b
neinvertibilni, te se barem jedan od njih (BSO a) ne može zapisati kao produkt
ireducibilnih. Međutim sada imamo

(x) ⊊ (a), a ∈ S,

što je kontradikcija s maksimalnošću od (x).

Primjer 6. U integralnoj domeni D postoji jedinstvena faktorizacija na iredu-
cibine ako i samo ako je svaki ireducibilan element prost u D

Dokaz. DZ.

0.5 Proširenja polja
Definicija. Element α se naziva algebarski nad poljem K ako:

∃f(x) ∈ K[x] takav da f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

gdje su a0, a1, . . . , an ∈ K i an ̸= 0, a f(α) = 0.
U suprotnom, ako ne postoji takav polinom, onda se α naziva transcen-

dentan nad K.

Primjetimo da je ekvivalentna definicija: α je algebarski ako je skup {α, α2, . . .}
linearno zavisan nad K.

Ako kažemo samo da je α algebarski (bez specifikacije polja), uvijek mislimo
algebarski nad Q. Proširenje polja L ⊃ K je algebarsko ako je svaki element u
L algebarski nad K.

Propozicija 9. Neka su F ⊃ L ⊃ K proširenja polja. Ako je L algebarsko nad
K i F algebarsko nad L, tada je F algebarsko nad K.

Dokaz. DZ.

Sljedeći teorem nećemo dokazivati.

Teorem 10. Neka je R domena jedinstvene faktorizacije. Tada je R[x] domena
jedinstvene faktorizacije.

Korolar 11. Neka je K polje, Prsten polinoma K[x1, . . . , xn] je domena je-
dinstvene faktorizacije.

Primjetimo da K[x1, x2] nije DGI, te je ovo jednostavan primjer DGI koji
nije DJF.

Neka je sada α algebarski nad K, te neka je g ∈ K[x] t.d g(α) = 0. Fakto-
rizirajući g na ireducibilne dobijemo normiran ireducibilan polinom fα ∈ K[x]
takav da je fα(α) = 0. Taj polinom zovemo minimalni polinom od α (nad
K).
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Propozicija 12. Neka je α algebarski nad K. Tada je njegov minimalni poli-
nom nad K jedinstven.

Dokaz. Neka je 0 ̸= h ∈ K[x] t.d. h(α) = 0 i fα ∤ h. Pošto je fα ireducibilan,
to znači da su fα i h relativno prosti, tj. postoje g, k ∈ K[x] takvi da je

fαg + hk = 1.

Međutim, sada imamo

0 = fα(α)g(α) + h(α)k(α) = 1,

što je očito kontradikcija.

Definicija. Neka je fα minimalni polinom od α (nad K). Korijeni od fα se
zovu konjugati od α (nad K).

Neka je n = deg fα. Vrijedi

K(α) ≃ K[x]/(fα),

te je {1, α, . . . αn−1} baza od K(α) nad K.

Definicija. Neka jeK polje i neka je L proširenje poljaK. Polinom f(x) ∈ K[x]
je separabilan ako su svi njegovi korijeni u L različiti, odnosno ako ne postoje
dva ista korijena.

Proširenje L/K je separabilno ako su minimalni polinomi svakog elementa
u L separabilni polinomi nad K.

Neka su K, L polja, te neka je f : K → L homomorfizam prstena. Tada je
ker f ideal u K, a jedini ideal u K je (0), pa zaključujemo da je f injektivan.
Zato se homomorfizmi polja obično nazivaju ulaganja polja.

Definicija. Konačno proširenjeK/Q (tj. K je konačno-dimenzionalni vektorski
prostor nad Q) se zove polje algebarskih brojeva (PAB).

Lema 13. Svi korijeni ireducibilnog polinoma f ∈ K[x] ( u C) su različiti.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da f ima barem dvostruki korijen β. Tada
je f(β) = f ′(β) = 0. Vrijedi deg f ′ ≤ deg f − 1, pa (f ′) ̸⊆ (f). Pošto je (f)
maksimalan slijedi (f ′) + (f) = K[x], pa postoje g, k ∈ K[x] takvi da je

fg + f ′k = 1.

Međutim, sada imamo

0 = f(β)g(β) + f ′(β)k(β) = 1,

što je očito kontradikcija.
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Dakle sva proširenja PAB su separabilna. Pretpostavimo od sada nadalje da
je Q ⊂ K ⊂ C. Sljedeći teorem je dokazan na Algebri.

Teorem 14. Neka su K ⊆ L potpolja od C. Tada se ulaganje σ : K ↪→ C može
proširiti na ulaganje L ↪→ C na točno [L : K] načina.

Definicija. Ulaganje od L u C koje fiksira K se zove K-ulaganje od L u C.

Korolar 15. Postoji [L : K] K-ulaganja L u C.

Definicija. Neka je K ⊆ L. Ako vrijedi L = K(α), kažemo da je L/K prosto
proširenje, te kažemo da je α primitivni element tog proširenja.

Primjetimo da je [K(α) : K] = deg fα.

Teorem 16 (Teorem o primitivnom elementu). Neka su K ⊆ L PAB. Tada je
L = K(α) za neki α ∈ L.

Dokaz. Indukcijom po stupnju proširenja n = [L : K]. Baza n = 1 je očita.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sva proširenja svakog PAB stupnja < n.

Neka je α ∈ L. Ako je L = K(α), gotovi smo. Pretpostavimo L ̸= K(α).
Vrijedi

[L : K] = [L : K(α)][K(α) : K].

Po pretpostavci L/K(α) je prosto proširenje, pa slijedi L = (K(α))(β), tj.
L = K(α, β). Neka je a ∈ K× proizvoljan. Neka je γ = α + aβ. Ako je
L = K(γ), gotovi smo.

Pretpostavimo K(γ) ⊊ L. Neka su σi, i = 1, . . . , n različita K-ulaganja
od L u C. Neka je f minimalni polinom od γ (nad K). Tada je deg f < n.
Promotrimo skup

{σi(γ), i = 1, . . . n}.

Vrijedi
f(γ) = 0, pa je σi(f(γ)) = f(σi(γ)) = 0

(ovdje koristimo da je f ∈ K[x]). Zaključujemo da postoje i ̸= j takvi da je
σi(γ) = σj(γ), tj.

σi(α) + σi(aβ) = σj(α) + σj(aβ) =⇒ σi(α)− σj(α) = a(σj(β)− σi(β)).

Mora vrijediti σi(α) ̸= σj(α) ili σj(β) ̸= σi(β), jer bi u suprotnom K-ulaganja
σi i σj bila identična. Međutim, ako vrijedi jedna nejednakost, vrijedi i druga.

Dakle
a ∈ S :=

{
σi(α)− σj(α)
σj(β)− σi(β)

, 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j

}
.

Zaključujemo da za b ∈ K×\S vrijedi da je K(α+ bβ) = L, što uvijek možemo
izabrati, pošto je S konačan, a K× beskonačan.

Definicija. Kažemo da je L normalno proširenje od K ako zadovoljava slje-
deće: ako je α ∈ L korijen nekog f ∈ K[x] tada su svi konjugati od α nad K
sadržani u L.
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Primjer 7. Polja Q(i), Q(ζn) su normalna proširenje od Q, međutim Q( 3
√
2)

nije.

Sljedeći rezultati su dokazani na Algebri.

Teorem 17. Ekvivalentno je:

1. L/K je normalno proširenje,

2. Svako K-ulaganje L ↪→ C je automorfizam od L,

3. L ima točno [L : K] automorfizama koji fiksiraju K.

Dokaz. 1) =⇒ 2) : Neka je L ⊇ K normalno i ϕ : L ↪→ C K-ulaganje. Tvrdimo
ϕ(L) = L. Za α ∈ L, neka je fα minimalni polinom od α. Vrijedi

0 = ϕ(0) = ϕ(fα(α)) = fα(ϕ(α)).

Slijedi da je ϕ(α) je korijen od fα, pa pošto je L normalno slijedi da je ϕ(α) ∈ L.
Slijedi ϕ(L) ⊆ L, te onda pošto je dimK ϕ(L) = dimK L, slijedi ϕ(L) = L.

Dakle ϕ je automorfizam.
2) =⇒ 1) : Pretpostavimo da je svako K-ulaganje L ↪→ C automorfizam od

L. Neka je α ∈ L, te β konjugat od α nad K.
Neka je ϕ K-ulaganje ϕ : K(α) ↪→ C takvo da je ϕ(α) = β. Po ranije

dokazanom teoremu, to ulaganje možemo proširiti na ulaganje ϕ̃ : L ↪→ C. Po
pretpostavci vrijedi ϕ̃(L) = L. Vrijedi

β = ϕ(α) = ϕ̃(α) ∈ L.

2) =⇒ 3) : Znamo da postoji [L : K] K-ulaganja L u C. Dakle postoji
barem [L : K] automorfizama od L koji fiksiraju K. S druge strane ako kom-
poniramo svaki taj automorfizam sa nekim fiksnim ulaganjem L u K, dobijemo
neko ulaganje L u C, te su sva takva različita. Dakle, ima točno [L : K] auto-
morfizama od L koji fiksiraju K.

3) =⇒ 2) : Kad bi imali neko K-ulaganje koje nije automorfizam, imali bi
≥ [L : K] + 1 ulaganja L ↪→ C, što je kontradickija s ranijim teoremom.

Teorem 18. Neka je L = K(α1, . . . , αn) i neka L sadrži sve konjugate nad K
od (α1, . . . , αn). Tada je L normalno proširenje od K.

Dokaz. Neka je σ : L ↪→ C K-ulaganje. Tada je

σ(L) = K(σ(α1), . . . , σ(αn)) ⊆ L,

pošto su svi σ(α1), . . . , σ(αn) ∈ L. Sada tvrdnja slijedi iz Teorema 17.

Propozicija 19. Neka su F ⊃ L ⊃ K proširenja polja. Ako je F normalno
nad K. Tada je F normalno nad L.
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Dokaz. Neka je ϕ : F ↪→ C L-ulaganje. Slijedi da je ϕ i K-ulaganje. Po Teoremu
17 je ϕ automorfizam od F , pa je opet po Teoremu 17 F normalno i nad L (pošto
je svako L-ulaganje automorfizam).

Primjer 8. Neka su F ⊃ L ⊃ K proširenja polja. Ako je L normalno nad
K i F normalno nad L, tada ne mora vrijediti da je F normalno nad K.
Kontraprimjer je npr. Q ⊆ Q(

√
2) ⊆ Q( 4

√
2).

Da bi to vidjeli primjetimo da je minimalni polinom od 4
√
2 nad Q(

√
2)

jednak x2 −
√
2, te su njegovi korijeni ± 4

√
2 sadržani unutar Q( 4

√
2).

S druge strane minimalni polinom od 4
√
2 nad Q je x4 − 2, te su konjugati

(nad Q) od 4
√
2 jednaki ik 4

√
2, k = 1, . . . 4, koji nisu svi sadržani u 4

√
2 ⊆ R.

Korolar 20. Ako je L ⊇ K, tada postoji proširenje M ⊇ L takvo da je M
normalno nad K.

Napomena: Primjetimo da će M iz korolara biti normalan i nad L.

Dokaz. Neka je L = K(α), takav α postoji po teoremu o primitivnom elementu.
Neka su α1, . . . , αn konjugati od α. Neka je M = K(α1, . . . , αn). Po Teoremu
18 slijedi da je M normalan nad K.

Definicija. Neka je L ⊇ K. Najmanji M ⊇ L koji je normalan nad K se zove
normalno zatvorenje od L nad K.

Napomena: Mi pretpostavljamo cijelo vrijeme da radimo sa separabilnim
i konačnim proširenjima!

Definicija. Neka je L/K normalno proširenje. Grupa od K-automorfizama od
L se zove Galoisova grupa od L nad K i označava s Gal(L/K).

Napomena: Primjetimo da raniji teorem kaže |Gal(L/K)| = [L : K].

Definicija. Za H ≤ Gal(L/K) definiramo fiksno polje od H, s oznakom LH

kao
LH = {α ∈ L | σ(α) = α, ∀σ ∈ H}.

Sada ćemo iskazati bez dokaza (pošto je već dokazano na Algebri) glavne
rezultate Galoisove teorije.

Teorem 21. Neka je L/K normalno proširenje i G = Gal(L/K). Tada je K
fiksno polje od G i K nije fiksno polje niti jedne druge podgrupe od G.

Teorem 22 (Osnovni teorem Galoisove teorije). Neka je L/K normalno proši-
renje i G = Gal(L/K). Tada postoji bijekcija između podgrupa od G i međupolja
K ⊆ F ⊆ L. Ta bijekcija u jednom smjeru šalje podgrupu H u fiksno polje od
H, a u drugom šalje međupolje F u Gal(L/F ).

Nadalje, međupolje F je normalno nad K ako i samo ako je Gal(L/F ) nor-
malna u Gal(L/K).
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Dakle imamo:

{F polje: K ⊆ F ⊆ L} ←→ {H : H ≤ G}
F 7−→ Gal(L/F ) ≤ G

LH ←− [ H ≤ G

Teorem 23. Neka je L/K normalno proširenje, te neka je E ⊇ K bilo koje
proširenje. Označimo s EL polje generirano s E∪L. Tada je EL ⊇ E normalno
i Gal(EL/E) normalno i Gal(EL/E) se ulaže u Gal(L/K) restringirnajem na
L. Ta restrikcija je izomorfizam ako i samo ako je E ∩ L = K.

0.6 Konstruktibilnost ravnalom i šestarom
Problem: Sa ravnalom i šestarom u končano mnogo koraka riješite sljedeće
probleme:

1. "Duplikacija kocke" - konstruirati kocku s duplo većim volumenom,

2. "Trisekcija kuta" - podijeliti zadani kut na 3 jednaka dijela,

3. "Kvadratura kruga" - Za zadani krug konstruirati kvadrat iste površine.

Neka je zadan skup E koji predstavlja skup točaka u ravnini. Definiramo DE

kao skup svih pravaca koji prolaze kroz dvije točke iz E. Također, definiramo
CE kao skup svih kružnica sa središtem u nekoj točki iz E i radijusom jednakim
udaljenosti između nekih točaka iz E.

Točka u ravnini je konstruktibilna u jednom koraku iz E ako je:

1. presjek dvaju pravaca iz DE ,

2. presjek pravca iz DE i kružnice iz CE ,

3. presjek dviju kružnica iz CE .

Konstruktibilnost u n koraka u iz E se definira induktivno.
Koordinatni sustav ćemo postaviti tako da su O ∈ E i (1, 0) također iz E.

Neka je k = Q(F ), gdje je F skup svih koordinata točaka iz E u toj bazi.
Tada:

• Svaki pravac iz DE ima jednadžbu:

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ k

• Svaka kružnica iz CE ima jednadžbu:

x2 + y2 + ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ k

Propozicija 24. Neka je P = (p, q) točka u ravnini konstruktibilna u jednom
koraku iz E. Tada je k(p, q) ili jednako k, ili je kvadratno proširenje od k (vrijedi
i obrat).



SADRŽAJ 18

Dokaz. (a) Presjek dvaju pravaca:

ax+ by + c = 0 i a′x+ b′y + c′ = 0

Pretpostavimo da ovi pravci nisu paralelni.

∃!(x, y) ∈ k2 koji zadovoljava ove 2 jednadžbe
⇒ k(p, q) = k

(b) Presjek pravca i kružnice:

x2 + y2 + ax+ by + c = 0

a′x+ b′y + c′ = 0

⇒ x =
−c′ − b′y

a′

Uvrstimo u jednadžbu kružnice i dobijemo kvadratnu jednadžbu za y.
[k(x, y) : k(y)] = 1

⇒ [k(x, y) : k] = 1 ili 2.

(c) Presjek dvije kružnice:

y2 + y2 + ax+ by + c = 0

x2 + y2 + a′x+ b′y + c′ = 0 /−
(a− a′)x+ (b− b′) y + (c− c′) = 0

svodi se na (b)

Korolar 25. Neka je P = (p, q) konstruktibilna iz E.

1. Tada postoji konačan niz polja Ki, 0 ≤ i ≤ n takav da je svako Ki kva-
dratno proširenje od Ki−1, K0 = K, Kn ⊆ R, Kn = K(p, q).

2. p i q su algebarski nad K i stupanj im je potencija od 2.

Riješimo sada probleme:

1. Neka je stranica kvadrata s vrhovima O i (0, 1). Želimo naći kocku volu-
mena 2. Tada bi kocka s volumenom 2 BSO imala vrhove u O i (0, 3

√
2).

Međutim stupanj od 3
√
2 je 3, pa točka (0, 3

√
2) nije konstuktibilna. Ovo

je dokazao Wantzel 1837.

2. Problem je ekvivalentan iz toga da iz zadanog cos 3α dobijemo cosα. Me-
đutim, lako dobijemo

cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα.

Uzimanjem x := cosα vidimo da zapravo tražimo korijen jednadžbe

4x3 − 3x− cos 3α.
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Npr. ako uzmemo α = 40◦, slijedi cos 3α = −1/2, te vidimo da je 4x3 −
3x+1/2 ireducibilna nad Q. Dakle x je stupnja 3 nad Q. Dakle ne možemo
ga konstuirati. Ovo je dokazao Wantzel 1837.

3. Radijus je BSO 1, slijedi da je volumen jednak π. Dakle problem je
ekvivalentan konstrukciji kvadrata sa stranicom duljine

√
π. BSO jedna

stranica ima vrhove u O i (0,
√
π). Međutim π nije algebarski (Lindeman-

Weierstrassov teorem, 1882.), tako da druga točka nije konstruktibilna.

0.7 Prsteni cijelih
Cilj: Izgradnja "teorije faktorizacije" u poljima algebarskih brojeva K (prošire-
nja nad Q, tj. K/Q) i prsten Z ⊂ Q.

Treba odabrati pravi potprsten R. Želimo:

1. "Smislena teorija faktorizacije."

2. Prsten R odgovara polju K kao što prsten Z odgovara polju Q.

a) K je polje razlomaka od R.
b) (jače) ∀α ∈ K, ∃n ∈ Z t.d. nα ∈ R.

3. R ∩Q = Z

Primjetimo: Svojstvo 2 ne određuje R jedinstveno. Npr. neka je S = pravi
podskup prostih brojeva.

Definicija:

S−1Z =
{a
b
: a, b ∈ Z, gcd(a, b) = 1, i svi prosti faktori od b su iz S

}
Npr. za S = {2},

S−1Z =
{ a
24

: a ∈ Z, u ∈ N0

}
Ono što zapravo želimo postići je jedinstvena faktorizacija proizvoljnog ide-

ala na proste ideale. Sada ćemo vidjeti da to ne možemo postići u svakom
potprstenu polja algebarskih brojeva.

Primjer:
Q(
√
d) ⊃ Z[

√
d]

d = −3
4 = 2 · 2 = (1 +

√
−3)(1−

√
−3)

Elementi 1±
√
−3 su ireducibilni u prstenu Z[

√
−3].

Je li jedinstvena faktorizacija ideala u ovom prstenu? Pogledajmo primjer:

a = (2, 1 +
√
−3) (nije glavni ideal)

a2 = (2, 1 +
√
−3)(2, 1 +

√
−3) = (4, 2(1 +

√
−3),−2 + 2

√
−3)



SADRŽAJ 20

= (4, 2 + 2
√
−3,−2 + 2

√
−3) = (4, 2 + 2

√
−3)

= 2(2, 1 +
√
−3) = (2)a

⇒ Imamo li jedinstvenu faktorizaciju ideala? Ako je tako, onda bismo imali
⇒ (2) = (2, 1 +

√
−3), što nije istina.

Odabrali smo krivi prsten! Pravi prsten bi bio Z
[
1+

√
−3

2

]
, i u njemu je

jedinstvena faktorizacija na proste ideale.

Definicija. Neka je R integralna domena, R ⊂ K, gdje je K polje algebarskih
brojeva. Element α ∈ K je cijeli nad R ako poništava normirani polinom iz
R[x]. Kažemo da je R integralno zatvoren u K ako svaki element iz K, koji
je cijeli nad R, leži u R.

Primjer 9. Neka je R = Z, K = Q, i neka je α = r/s, gdje (r, s) = 1, poništava
polinom f ∈ Z[x] oblika:

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

⇒
(r
s

)n
+ an−1

(r
s

)n−1

+ · · ·+ a1
r

s
+ a0 = 0 /sn ̸= 0

Imamo:
rn + an−1r

n−1s+ · · ·+ a1rs
n−1 + a0s

n = 0,

⇒ s(an−1r
n−1 + · · ·+ a1rs

n−2 + a0s
n−1) = −rn

⇒ s | −rn ⇒ s = 1.

Dakle α ∈ Z.

Propozicija 26. Ako je K polje razlomaka od R, i ako je R DJF, tada je R
integralno zatvoren u K.

Dokaz. Potpuno isto kao i u primjeru.

Obrat ne vrijedi! Prsten Z[
√
−5] = R je integralno zatvoren u K = Q(

√
−5),

koje je polje razlomaka od R, ali R nije DJF.

Primjer 10. Da li je uvjet da je K polje razlomaka od R uvijek potreban?
Promotorimo primjer Z[i] ⊂ Q(i). Element i ∈ Q(i), jer polinom f(x) = x2+1,
zadovoljava f(i) = 0, što znači da je i cijeli nad Z; dakle Z nije integralno
zatvoren u Q(i).

Primjer 11. Neka je

R = Z[
√
−3], K = Q(

√
−3), f(x) = x2 + x+ 1 ∈ Z[

√
3][x].

Vrijedi f(α) = 0 za α = −1±
√
−3

2 . Pošto α /∈ R slijedi da R nije integralno
zatvoren u K.



SADRŽAJ 21

⇒ Z[
√
−3] nije integralno zatvoren.

Definicija. Kažemo da je α ∈ Q (polje algebarskih brojeva) cijeli algebarski
broj ako postoji f ∈ Z[x] takav da je f(α) = 0, pri čemu je f normiran polinom.
Skup cijelih algebarskih brojeva označavamo s A.

Napomena: Uvjeti:

1. R je integralno zatvoren u K.

2. K je polje razlomaka od R.

osiguravaju da je R "dovoljno velik". Mi zapravo tražimo najmanji takav R.

Definicija. Neka je K polje, a R prsten. Integralno zatvorenje od R u K
je podskup od K koji sadrži sve elemente koji su cijeli nad R.

Definicija. Neka je K polje algebarskih brojeva. Definiramo prsten cijelih
brojeva OK u K kao integralno zatvorenje Z u K.

Dakle OK = A ∩K

Treba dokazati da je OK prsten!

Propozicija 27. Neka je K polje algebarskih brojeva (PAB). Za α ∈ K sljedeće
tvrdnje su ekvivalentne:

1. α ∈ A (α ∈ OK).

2. Prsten Z[α] je konačno generiran Z-modul.

3. α pripada podprstenu R ⊂ K koji je konačno generiran Z-modul.

4. Postoji konačno generiran Z-modul R ⊂ K t.d. je αR ⊂ R.

Dokaz:
(1) ⇒ (2): Postoji polinom fα ∈ Z[x] takav da je fα(α) = 0. Vrijedi

Z[α] ∼= Z[x]/ (fα) .

Dakle, Z[α] je konačno generiran kao Z-modul sa generatorima 1, α, α2, . . . , αn−1,
gdje je n = deg(fα).

(2) ⇒ (3): Uzmimo R = Z[α], koji je po pretpostavci konačno generiran.
(3) ⇒ (4): Uzmemo opet R koji zadovoljava (3); on će zadovoljavati i (4).
(4) ⇒ (1): Pretpostavimo da postoji Z-modul R ⊂ K koji je generiran s

a1, a2, . . . , an ∈ R, te αai ∈ R za i = 1, . . . , n. Tada za sve i = 1, . . . , n vrijedi:

αai =

n∑
j=1

bijaj , bij ∈ Z, i = 1, . . . , n.
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Zapištimo to kao:
n∑

j=1

(δijα− bij) aj = 0.

Dakle, jednadžba

n∑
j=1

(δijα− bij)xj = 0, i = 1, . . . , n.

ima netrivijalno rješenje. Definiramo matricu M :

M = (δijα− bij)ij .

Pošto jednadžba ima netrivijalno rješenje, slijedi da je

detM = 0.

Međutim detM je normirani polinom u α:

αn + (b11 + b22 + · · ·+ bnn)α
n−1 + · · · = 0.

Iz ovoga zaključujemo da je α ∈ OK .

Lema 28. Neka je α ∈ K. Tada postoji q ∈ Z takav da qα ∈ OK .

Dokaz. Neka je fα(x) = xn+an−1x
n−1+ . . .+a0 ∈ Q[x] minimalni polinom od

α.
Postoji q ∈ Z takav da

qxn + qan−1x
n−1 + · · ·+ qa0 = qfα(x) ∈ Z[x].

Definiramo polinom:

g(x) =

n∑
i=0

qn−iaix
i ∈ Z[x].

Vidimo i da je g normiran, dakle njegovi korijeni su cijeli. Vrijedi:

g(qα) = qnαn + qnan−1α
n−1 + · · ·+ qna0 = qnf(α) = 0.

Dakle, qα ∈ OK .

Lema 29. Neka je α, β ∈ OK . Tada je Z[α, β] konačno generiran Z-modul koji
je sadržan u K. Općenito, Z[α1, . . . , αn] je konačno generiran podmodul od K
za α1, . . . αn ∈ OK .

Dokaz. Neka su a1, . . . ak generatori od Z[α], a b1, . . . bl generatori od Z[β].
Slijedi da {aibj | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l} generira Z[α, β].

Teorem 30. OK je prsten.
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Dokaz. Neka su α, β ∈ OK . Moramo dokazati da α + β, αβ ∈ OK . Po prošloj
lemi Z [α,β] je končno generiran Z-modul, te slijedi da α+β, αβ ∈ Z [α1, β].

Propozicija 31. Neka je f(x) ∈ OK [x], te je α korijen normiranog polinoma f .
Tada slijedi da je α cijeli nad OK , drugim riječima OK je integralno zatvoren.

Dokaz. Neka je:

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ∈ OK [x], gdje su ai ∈ OK .

Definirajmo S = Z [a0, . . . , an−1]. Po lemi je to konačno generiran Z-modul.
Ako definiramo S′ := S[α], tada je S′ konačno generiran S-modul, a time i
konačno generiran Z-modul. Po propoziciji (3), slijedi da je α ∈ OK .

Zaključak:

OK = K ∩ A = {α ∈ K : fα ∈ Z[x]} = {α ∈ K : fα ∈ OK [x]} ,

gdje zadnja jednakost slijedi iz integralne zatvorenosti od OK . Dakle OK je
"dovoljno velik prsten".

Neka je K = Q(
√
d), gdje je d ∈ Z kvadratno slobodan. Odredimo OK .

Neka je α ∈ K ⇒ α = a + b
√
d, a, b ∈ Q b ̸= 0. Pretpostavimo da je

α /∈ Q i α ∈ OK . Minimalni polinom fα od α je: fα(x) = x2− 2ax+(a2− b2d),
(DZ).

α ∈ Ok ⇔ fα ∈ Z[x]⇔ 2a ∈ Z; a2 − b2d ∈ Z

Ako a ∈ Z ⇒ b2d ∈ Z, pa pošto je d kvadratno slobodan, slijedi da je
b2 ∈ Z⇒ b ∈ Z.

⇒ α ∈ Z[
√
d].

Za α ∈ Z[
√
d] slijedi fα ∈ Z[x], dakle α ∈ OK . Dakle Z[

√
d] ⊆ OK .

Neka je sada a /∈ Z.

a /∈ Z 2a∈Z
=⇒ a =

a1
2
, a1 ∈ Z =⇒ a21

4
− b2d ∈ Z

⇒ b =
b1
2
, b1 ∈ Z

Vidimo, pošto je a1 neparan, da vrijedi a21 ≡ b21 ≡ 1 (mod 4), pa slijedi
1− d ≡ a21 − b21d ≡ 0 (mod 4). Dakle, vrijedi d ≡ 1 (mod 4)

Dobili smo da je, ako K = Q(
√
d), slijedi

OK =

{
Z
[
1+

√
d

2

]
, ako d ≡ 1 (mod 4),

Z[
√
d], ako d ≡ 2, 3 (mod 4).
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0.7.1 Trag i norma
Definicija. Neka je K polje algebarskih brojeva tako da [K : Q] = n. Neka su
σ1, . . . , σn ulaganja K ↪→ C.

Za element α ∈ K definiramo:

TK/Q(α) =

n∑
i=1

σi(α), je trag od α nad Q,

NK/Q(α) =

n∏
i=1

σi(α), je norma od α nad Q.

Odmah slijedi iz definicija:

T (α+ β) = T (α) + T (β),

N(αβ) = N(α)N(β), ∀α, β ∈ K,

T (rα) = rT (α)

N(rα) = rnN(α), r ∈ Q, α ∈ K,
T (r) = n · r,
N(r) = rn, ∀r ∈ Q.

Neka je α element stupnja d nad Q ([Q(α) : Q] = d). Tada definiramo trag
t(α) i normu n(α) kao zbroj (umnožak) konjugata od α nad Q.

Lema 32. Vrijedi T (α) = n
d t(α), i N(α) = n(α)

n
d .

Dokaz. Ovdje su t(α) i n(α) trag i norma od α u odnosu na proširenje Q(α)/Q.
Budući da se svako laganje iz Q(α) ↪→ C može proširiti na točno n

d ulaganja
K ↪→ C, te je svako ulaganje od α određeno djelovanjem na Q(α), lema slijedi.

Korolar 33. T (α) i N(α) ∈ Q.

Dokaz. Dovoljno je prema Lemi 32 dokazati da t(α) i n(α) ∈ Q.
Neka je minimalni polinom od α nad Q:

f(x) = xd + ad−1x
d−1 + · · ·+ a1x+ a0

= (x− α1)(x− α2) · · · (x− αd).

Prema Vieteovim formulama,

t(α) = −ad−1 ∈ Q,
n(α) = (−1)da0 ∈ Q.

Korolar 34. Ako je α ∈ OK , tada je T (α), N(α) ∈ Z.
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Dokaz. Budući da je α ∈ OK i da je f(x) ∈ Z[x], slijedi odmah t(α), n(α) ∈
Z.

Primjer 12.
K = Q(

√
d)

TK/Q(a+ b
√
d) = 2a

NK|Q(a+ b
√
d) = a2 − db2.

Lema 35. Za u ∈ OK vrijedi

u ∈ O×
K ⇐⇒ N(u) = ±1.

Dokaz. ⇒
Postoji v ∈ OK takav da uv = 1 /N

N(uv) = 1[K:Q] = 1

⇒ N(u)N(v) = 1

Po Korolaru, N(u), N(v) ∈ Z

⇒ N(u) = ±1.

⇒ Neka je f minimalni polinom od u.

f(x) = xd + ad−1x
d−1 + . . .+ a1x+ (−1)dn(u) ∈ Z[x],

0 = f(u) = ud + ad−1u
d−1 + . . .+ (−1)dn(u)

⇒ u
(
ud−1 + ad−1u

d−2 + . . .+ a1
)
= (−1)d+1n(u) ∈ {±1}

⇒ u ∈ O×
K .

Primjer 13. Odredite O×
K za: (1) K = Q(

√
−2).

Znamo da je OK = Z[
√
−2]. Vrijedi α ∈ OK ⇒ α = a + b

√
−2, a, b ∈ Z

Dalje vrijedi
N(α) = a2 + 2b2

N(α) = ±1 ⇔ a2 + 2b2 = 1

⇔ a = ±1, b = 0

O×
K = {±1}.

Analogno vrijedi za sve Q(
√
d), gdje je d < 0, osim za d = −1,−3.

(2) K = Q(i) Već smo pokazali:

O×
K = {±1,±i}.
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(3) Neka je:
K = Q(

√
−3),

OK = Z
[
1 +
√
−3

2

]
.

Za α ∈ OK imamo α = a+ b 1+
√
−3

2 , a, b ∈ Z. Tada vrijedi:

N(α) =

(
a+

b

2

)2

+
3

4
b2

= a2 + ab+ b2.

Ako je N(α) = ±1, tada imamo:

a2 + ab+ b2 = 1.

Zaključujemo:

|b| ≤ 1,

b = −1⇒ 1− a+ a2 = 1⇒ a ∈ {0, 1} ⇒ α ∈
{
1−
√
−3

2
,
−1−

√
−3

2

}
,

b = 0⇒ a2 = 1⇒ α ∈ {±1},

b = 1⇒ 1 + a+ a2 = 1⇒ a ∈ {−1, 0} ⇒ α ∈
{
1 +
√
−3

2
,
−1 +

√
−3

2

}
.

Dakle,

O×
K =

{
±1, 1±

√
−3

2
,
−1±

√
−3

2

}
.

(ii) U slučaju kada je K = Q(
√
2), imamo

OK = Z[
√
2],

α = a+ b
√
2, a, b ∈ Z,

N(α) = ±1⇔ a2 − 2b2 = ±1.

Vrijedi: N(1 +
√
2) = −1, N((1 +

√
2)n) = (−1)n. Dakle O×

K je beskonačna
grupa. Iz teorije brojeva zapravo možemo zaključiti

O×
K = {(1 +

√
2)n, n ∈ Z}.

Norma se može koristiti da se pokaže da je element α ∈ K ireducibilan ako
je N(α) = ± prost broj. Očito to implicira da je α ireducibilan.

1. 9+
√
10 je ireducibilan u K = Q(

√
10), jer je N(9+

√
10) = 81− 10 = 71,

što je prost broj
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2. Neka je OK = Z[
√
−5]. Tada u OK ne sadrži elemente ≡ ±2 (mod 5)

pošto
a2 + 5b2 = ±2 (mod 5),

nema rješenja. Slijedi da su npr. elementi 2, 3, 1+
√
−5 ireducibilni (pošto

ne postoje elementi norme ±2,±3 u OK).

Norma i trag elementa se mogu definirati općenitije. Neka je L/K proširenje
polja, gdje je [L : K] = n, a σ1, . . . , σn su K-ulaganja L ↪→ C.

Definiramo trag TL/K(α) kao:

TL/K(α) =

n∑
i=1

σi(α)

i normu NL/K(α) kao:

NL/K(α) =

n∏
i=1

σi(α).

Lako se vidi sljedeće:

Propozicija 36. Neka je α ∈ L, te L/K proširenje. Vrijedi TL/K(α) ∈ K, te
NL/K(α) ∈ K. Ako je α ∈ OL, tada je TL/K(α) ∈ OK , te NL/K(α) ∈ OK .

Teorem 37. Neka su K ⊂ L ⊂ M polja algebarskih brojeva. Tada za α ∈ M
vrijedi:

TL/K

(
TM/L(α)

)
= TM/K(α),

NL/K

(
NM/L(α)

)
= NM/K(α).

Dokaz. Neka su σ1, . . . , σn K-ulaganja L ↪→ C i neka su τ1, . . . , τm L-ulaganja
M ↪→ C. σi-eve možemo proširiti na K ulaganja M ↪→ C (neće bitan biti izbor
ulaganja).

Tada imamo:

TL/K

(
TM/L(α)

)
= TL/K

(
m∑
i=1

τi(α)

)

=

u∑
j=1

σj

(
m∑
i=1

τi(α)

)
=
∑
i,j

σjτi(α).

gdje σjτi K-ulaganja M u C, te ih ima m · n = [M : K]. Treba pokazati da su
sva različita, to jest

σiτj = σuτv ⇔ i = u, j = v.
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Neka je σiτj |M = σuτv|M

⇒ σiτj |L = σuτv|L
⇒ σi|L = σu|L

ošto je τj , τv identiteta na L. Dakle i = u. Uvrštavanjem gore dobijemo

τj |M = τv|M ⇒ τj = τv ⇒ j = v.

0.7.2 Diskriminanta
Definicija. Neka je K PAB i neka je [K : Q] = n. Označimo s σ1, . . . , σn,
ulaganja K ↪→ C, i neka su α1, . . . , αn ∈ K. Diskriminanta ∆(α1, . . . , αn) je
kvadrat determinante matrice (σi(αj))i,j .

Primjer: Neka je K = Q(
√
2). Tada:

∆
(
1,
√
2
)
=

∣∣∣∣∣
(
1
√
2

1 −
√
2

)∣∣∣∣∣
2

= (−2
√
2)2 = 8.

Lema 38. Neka su oznake kao i iznad. Tada vrijedi

∆(α1, . . . , αu) = det
(
TK/Q(αiαj)

)
ij
.

Dokaz. Neka je A = (σi(αj))ij . Pošto je det(A) = det(Aτ ), vrijedi

det(A) = ∆(α1, . . . , αn) = (det(A))2 = det(AτA)

= det

(
n∑

k=1

σk(αi)σk(αj)

)

= det

(
n∑

k=1

σk(αiαj)

)
= det

(
TrK/Q(αiαj)

)
ij

Primjer:

∆(1,
√
2) =

∣∣∣∣∣
(
2 0

0 4

)∣∣∣∣∣ = 8.

Korolar 39. ∆(α1, . . . , αn) ∈ Q, i ako su α1, . . . , αn ∈ OK , tada je ∆(α1, . . . , αn) ∈
Z.

Teorem 40. ∆(α1, . . . , αn) = 0⇔ α1, . . . , αn su linearno zavisni nad Q.
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Dokaz. ⇐= Ako su α1, . . . , αn linearno zavisni, tada postoji relacija

α1 =

u∑
i=2

aiαi.

Onda imamo matricu:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1(α1) σ1(α2) · · · σ1(αn)

σ2(α1) σ2(α2) · · · σ2(αn)
...

...
. . .

...
σn(α1) σn(α2) · · · σn(αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i=2

ai

∣∣∣∣∣∣∣
σ1(αi) . . . σ1(αi) . . .

σ2(αi) . . . σ2(αi) . . .

. . . . . . . . .
. . .

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Dakle imamo 2 ista stupca, pa je ∆(α1, . . . , αn) = 0.

=⇒ Neka je ∆(α1, . . . , αn) = 0 i pretpostavimo suprotno, tj, α1, . . . , αn

linearno nezavisni and Q.
Označimo s R1, Rn retke matrice

A = Tr(αiαj)ij

Vrijedi detA = ∆(α1, . . . , αu) = 0.
⇒ R1, . . . , Rn su linearno zavisni nad Q, pa postoji relacija:

a1R1 + a2R2 + . . .+ anRn = 0, gdje su ai ∈ Q, i nisu svi ai = 0

pa pošto suma u j-tom stupcu mora biti 0 vrijedi:

n∑
i=1

ai Tr (αiαj) = 0, ∀j = 1, . . . , n.

Neka je α = a1α1 + a2α2 + . . .+ anαn ⇒ α ̸= 0.
Pogledajmo

Tr(ααj) = Tr

(
n∑

i=1

aiαiαj

)
=

n∑
i=1

ai Tr(αiαj) = 0, ∀j = 1, . . . , n.

⇒ Tr(αβ) = 0, ∀β ∈ K.

Međutim
n = Tr(1) = Tr

(
α · 1

α

)
= 0,

dakle dobili smo kontradikciju.

Propozicija 41. Neka je K PAB s bazom (nad Q) α1, . . . , αn ∈ OK . Tada za
α ∈ OK , α = a1α1+a2α2+. . .+anαn, gdje su ai ∈ Q, vrijedi ∆(α1, . . . , αn)·ai ∈
Z.
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Dokaz. Neka je ∆ := ∆(α1, . . . , αn).
Neka su σ1, . . . , σn ulaganja K ↪→ C. Promotrimo sustav

σi(α) = a1σi(α1) + a2σi(α2) + . . .+ anσi(αn).

Dobili smo linearni sustav s n nepoznanica. može se zapisati u matrici oblika: σ1(α)
...

σn(α)

 =

 σ1(α1) · · · σ1(αn)
...

...
σn(α1) · · · σn(αn)


 a1

...
an

 .
Pošto je ∆ ̸= 0, slijedi da postoji jedinstveno rješenje. Po Cramerovom

pravilu: ai = γi

δ , gdje je γi dobivena zamjenom stupca i sa stupcem rješenja, a
δ je determinanta matrice jednadžbe. Vidimo da su ∆, γi ∈ OK , te

∆ai =
γiδ

2

δ
= γiδ ∈ OK .

Slijedi ∆ai ∈ Q ∩OK = Z.

Teorem 42. Neka je K konačno proširenje polja Q stupnja [K : Q] = n. Tada
je prsten cijelih brojeva OK slobodan Z-modul ranga n.

Dokaz. Neka je {α1, α2, . . . , αn} baza od K nad Q s αi ∈ OK ; takva postoji po
Lemi 28, te

Zα1 + . . .Zαn ⊆ OK ,

slijedi da je rang od OK veći ili jednak od n.
Po prošloj propoziciji vrijedi:

OK ⊆
1

∆(α1, α2, . . . , αn)
(Zα1 + Zα2 + · · ·+ Zαn) ,

pa slijedi da je rang OK manji ili jednak od n.

Korolar 43. OK je Noetherin prsten.

Dokaz. Po prošlom teoremu možemo zapisati

OK = Z[α1, . . . , αn]

za neke α1, . . . , αn.
Dakle postoji surjektivni homomorfizam

Z[x1, . . . , xn]→ Z[α1, . . . , αn].

Pošto je Z[x1, . . . , xn] Noetherin prsten, slijedi da je i Z[α1, . . . , αn].
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0.7.3 Dedekindove domene
Definicija (Dedekindova domena). Integralnu domenu R nazivamo Dedekin-
dovom domenom ako zadovoljava sljedeće uvjete:

• R je Noetherin prsten (svaki ideal u R je konačno generiran),

• R je integralno zatvoren u svojem polju razlomaka,

• Svaki nenul prosti ideal je maksimalan.

Lema 44. Neka je a ideal u OK (prstenu cijelih brojeva PAB K), gdje a ̸= (0).
Tada vrijedi a ∩ Z ̸= {0}.
Dokaz. Neka je α ∈ a. Tvrdimo da

NK/Q(α) ∈ a ∩ Z.

Treba dokazati da NK/Q(α) ⊆ a.
Neka je σ : K ↪→ C neko ulaganje, te α1, α2, . . . , αn svi konjugati elementa

α nad Q. Neka je BSO α1 = σ(α). Tada vrijedi:

NK/Q(α) = α1α2 · · ·αn,

te definirajmo α′ := α2 · · ·αn. Primjetimo da su svi konjugati od α cijeli alge-
barski brojevi, pa je i α′ cijeli algebarski broj.

Slijedi

α′ =
NK/Q(α)

α1
∈ OK .

Neka je α′′ takava da je α′′ := σ(α′).
Budući da je a ideal, zaključujemo da α′′α ∈ a. Konačno imamo:

α′′ · α = σ−1(α′) · σ−1(α1) = σ−1(α1 · . . . · αn) = NK/Q(α).

Dakle α′′ · α ∈ Z ∩ a, te smo gotovi.

Propozicija 45. OK je Dedekindova domena.

Dokaz. Tvrdimo da je svaki prosti ideal p u OK maksimalan ideal.
Neka je P neki prosti ideal, pa po Lemi 44 postoji m ∈ Z ∩ P . Dakle,

(m) ⊆ P .
Pogledajmo preslikavanje φ : OK/(m)→ OK/P zadano sa

a+ (m) 7→ a+ P.

Očito je surjekcija.
Ako je [K : Q] = n, tada je

|OK/(m)|) = |(Zα1 + Zα2 + . . .+ Zαn)/(m)| = mn < +∞,

za neke α1, . . . , αn.
Slijedi da je OK/P konačna integralna domena. Međutim svaka konačna

integralna domena je polje (DZ - pogledajte potencije od x, pa zbog konačnosti
postoji neki m takav da je xm = x, pa slijedi da je xm−1 = x−1.) Slijedi da je
P maksimalan ideal.
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0.7.4 Jedinstvena faktorizacija u Dedekindovim domenam
Lema 46. Neka je A ideal u Dedekindovoj domeni R. Tada postoje prosti
ne-nul ideali p1, . . . , pn t.d p1 · . . . · pn ⊆ A.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka postoje ideali za koje to ne vrijedi, te na-
zovimo skup takvih ideala S. Pošto je R Noetherin, postoji maksimalni element
u tom skupu; nazovimo ga B. Pošto je B iz S, on nije prost.

Dakle postoje α, β ∈ B takvi da αβ ∈ B, ali α /∈ B i β /∈ B.
Pošto je B maksimalan u S, slijedi da B + (α) i B + (β) nisu iz S. Sada

imamo
(B + (α))(B + (β)) = B ·B +B(α) +B(β) + (α)(β).

Vidimo da su svi sumandi iz B, pa je i suma iz B.
Međutim, pošto B + (α) i B + (β) nisu iz S, slijedi da postoje ideali pi, qj

takvi da
B + (α) ⊇ p1 · . . . · pk,

B + (β) ⊇ q1 · . . . · ql,

pa je
p1 · . . . · pkq1 · . . . · ql ⊆ (B + (α))(B + (β)) ⊆ B,

što je kontradikcija s našom pretpostavkom.

Lema 47. Neka je A ̸= 0 ideal u Dedekindovoj domeni R, i neka je A ̸= R.
Neka je K polje razlomaka od R. Tada postoji element γ ∈ K takav da je
γA ⊆ R i γ /∈ R.

Dokaz. Neka je 0 ̸= α ∈ A proizvoljan. Sada po prošloj lemi postoje prosti
ne-nul ideali p1, . . . , pk takvi da je

(α) ⊇ p1 · . . . · pk

takvi da je k minimalan. Pošto je prsten R Noetherin, A je sadržan u nemkom
maksimalnom idealu P . Vrijedi

P ⊇ A ⊇ (α) ⊇ p1 · . . . · pk.

S druge strane, pošto je R DD, slijedi da su p1, . . . , pk maksimalni. Dakle BSO
vrijedi P = p1. Primjetimo da ako je k = 1, tada je p2 · . . . · pk = R.

Po pretpostavci minimalnosti od k, slijdi da α ne sadrži produkt k−1 prostog
ideala. Dakle postoji β ∈ p2 · . . . · pk takav da β /∈ (α).

Neka je γ := β
α . Tvrdimo da γ zadovoljava lemu. Vrijedi

1. γ /∈ R jer β /∈ (α)

2. Za svaki α′ ∈ A, slijedi da je βα′ ∈ p1 · p2 · . . . · pk, pošto je α′ ∈ p1, a
β ∈ p2 · . . . · pk. Dakle βα′ ∈ p1 · . . . · pk ⊆ (α). Slijedi da je

γ · α′ =
βα′

α
∈ 1

α
(α) = R.
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Propozicija 48. Neka je A ̸= 0 ideal u DD (Dedekindovoj domeni) R. Tada
postoji ideal B ⊆ R t.d je AB glavni ideal.

Dokaz. Neka je 0 ̸= α ∈ A i neka je

B := {β ∈ R|βA ⊆ (α)}.

Pošto je α ∈ B, slijedi da B ̸= (0). Također, lako se provjeri da je B ideal.
Nadalje, po definiciji od B slijedi da je

AB ⊆ (α).

Tvrdimo da je AB = (α). Promotrimo C := 1
αAB ⊆ R. Vrijedi

AB = (α)⇐⇒ C = R.

Pošto su A i B ideali u R, slijedi i da je C ideal u R.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je C ̸= R. Po Lemi 47, postoji γ ∈ K takav

da γ /∈ R takav da je γC ⊆ R.
Mi ćemo pokazati da je γ nultočka normiranog polinoma iz R[x], iz čega

će slijediti da je γ ∈ R, pošto je R integralno zatvoren. To će međutim biti
kontradikcija s našom pretpostavkom na γ.

Primjetimo da za svaki β ∈ B vrijedi

β =
1

α
αβ ∈ C,

pa je B ⊆ C. Imamo
γB ⊆ γC ⊂ R.

Sada tvrdimo: γB ⊆ B . Neka je β ∈ B proizvoljan. On zadovoljava
βα′ ∈ (α) za sve α′ ∈ A. Želimo dokazati:

∀α′ ∈ A, γβα′ ∈ (α).

Fiksirajmo α′ ∈ A. Vrijedi

βα′ ∈ (α) (po definiciji od B),

=⇒ βα′ = αδ, za neki δ ∈ R

=⇒ δ =
1

α
α′β ∈ C

=⇒ γδ ∈ γC ⊆ R

=⇒ γβα′ = αγδ ∈ (α) pošto je γδ ∈ R.

=⇒ γβ ∈ B =⇒ γB ⊆ B.
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Imamo da je B ideal u R, pa pošto je R Noetherin, B je konačno generiran
kao R-modul, tj. B = R[b1, . . . , bn]. Ako promotrimo množenje s γ to je "line-
arni operator" u B, pa možemo djelovanje na bazu {b1, . . . , bn} zapisati s nekom
matricom M s koeficijentima iz R. Po Hamilton-Cayleyevom teoremu postoji
normirani polinom iz R[x] koji poništava γ, pošto je γ svojstvena vrijednost od
matrice M .

Lema 49. Neka su A,B,C ideali u R. Tada AB = AC povlači da je B = C.

Dokaz. Neka je A′ ⊆ R ideal takav da je AA′ = (α) glavni ideal; takav postoji
Propoziciji 48.

Pošto je AB = AC, slijedi da je

AA′B = AA′C,

pa je
(α)B = (α)C, to jest αB = αC.

Slijedi da je B = C.

Definicija. Za ideale A,B u Dedekindovoj domeni R kažemo da B dijeli A ako
postoji ideal C u R takva da je A = BC.

Primjetimo da ako B dijeli A, tada B ⊇ A. Dokažimo da u Dedekindovoj
domeni vrijedi i obrat ovoga.

Lema 50. Neka su A,B ideali u Dedekindovoj domeni R. Tada B dijeli A ako
i samo ako B ⊇ A.

Dokaz. =⇒ Ovo je očito.
⇐= Neka je B ⊆ A, B′ ideal takav da BB′ = (β). Neka je

C =
1

β
B′A ⊂ R.

Ovo je ideal u R pošto je B ⊇ A. Slijedi

BC =
1

β
BB′A =

1

β
βA = A.

Definicija. Kažemo da se ideal A ⊆ R faktorizira u proste ideale ako se može
zapisati kao A = P1P2 . . . Pk, gdje su Pi ̸= 0 prosti ideali u R. Kažemo da se A
jedinstveno faktorizira u proste ideale ako je faktorizacija od A u proste ideale
jedinstvena do na poredak Pi-ova.

Teorem 51 (Teorem o jedinstvenoj faktorizaciji u DD). Svaki ne-nul ideal u
DD R ima jedinstvenu faktorizaciju u proste ideale.
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Dokaz. Dokažimo prvo da se svaki ne-nul ideal faktorizira u proste ideale. Neka
je S skup pravih ideala koji se ne faktorizira u proste ideale. Pretpostavimo
S ̸= ∅.

Pošto je R Noetherin, slijedi da S ima maksimalni element A (primjetimo da
ovo ne znači da je A maksimalan ideal). Slijedi da je A ⊆ P za neki maksimalan
ideal P . Pošto je R Dedekindova domena, P je prost ideal. Po Lemi 50 slijedi
da P dijeli A, pa je A = PB za neki ideal B u R.

Pokažimo da A ̸= B. Pretpostavimo suprotno, tj. A = B. Podijelimo
B = A = PB s P ; dobijemo P = R, što je kontradikcija.

Dakle imamo A ⊆ B, A ̸= B, tj. A ⊊ B. Slijedi da B /∈ S, dakle B se
faktorizira na proste ideale

B = P1 . . . Pt.

Slijedi da se A faktorizira u proste ideale

A = PP1 . . . Pt,

što je kontradickija.
Dokažimo sada jedinstvenost faktorizacije. Pretpostavimo

Q1 . . . Qs = A = P1 . . . Pr,

za neke proste ideale Qi, Pj . Slijedi P1|Q1 . . . Qs, pa je P1 ⊇ Q1 . . . Qs. Pošto je
P1 prost, slijedi da P1 ⊇ Qi za neki i ∈ {1, . . . s}. BSOMP i = 1. Imamo P1 ⊇
Q1, te je Q1 maksimalan, pošto smo u DD. Dakle slijedi P1 = Q1. Dijeljenjem
s P1 = Q1, te ponavljanjem ovog postupka dokazujemo teorem.

Primjer 14. Pogledajmo faktorizaciju 6 u Z[
√
−5]. Neka je

P1 = (2, 1 +
√
−5), P2 = (3, 1 +

√
−5), P3 = (3, 1−

√
−5).

Sada imamo

(P 2
1 )(P2P3) = (2)(3) = 6 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5) = (P1P2)(P1P3).

Iako faktorizacija elemenata u ireducibilne nije jedinstvena, faktorizacija u proste
ideale je.

0.7.5 Određivanje OK

Sjetimo se da je slobodna Abelova grupa ranga n generirana s {x1, . . . , xn} .̧

Lema 52. Neka je G slobodna Abelova grupa ranga n s bazom {x1, . . . , xn}.
Pretpostavimo da je A = (aij) n× n matrica, s aij ∈ Z. Tada su elementi

yi =

n∑
j=1

aijxj , i = 1, . . . , n

baza za G ako i samo ako detA = ±1.
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Dokaz. =⇒ Imamo

yi =

n∑
j=1

aijxj , i = 1, . . . , n

pa pošto yi-evi čine bazu, imamo i

xi =

n∑
j=1

bijyj , i = 1, . . . , n

za neke bij-eve. Neka je B = (bij). Slijedi

yi =

n∑
j=1

aij

n∑
i=1

bjiyi =

n∑
j=1

(

n∑
i=1

aijbji)yi.

Dakle imamoAB = In, pa je det(AB) = detAdetB = 1. Pošto su detA,detB ∈
Z, slijedi detA ∈ {±1}.
⇐= Neka je detA ∈ {±1}. Primjetimo da to implicira da su yi-evi linearno

nezavisni. Vrijedi A−1 = (detA)−1Ã, te su koeficijenti od Ã iz Z. Slijedi da su
koeficijenti od A−1 iz Z. Neka je B = A−1 = (bij). Imamo da je

xi =

n∑
j=1

bijyj ,

pa slijedi da yj-evi generiraju G (pošto možemo generirati sve xi-eve.)

Sjetimo se ∆({α1, . . . , αn}) = det(σi(αj))ij . Uzmimo neki skup {β1, . . . βn}
takav da

βk =

n∑
i=1

cikαi,

za neke cik ∈ K, te neka je C = (cij).
Tada vrijedi (ostavljamo dokaz za DZ):

∆({β1, . . . , βn}) = (detC)2∆({α1, . . . , αn}). (1)

Definicija. Diskriminanta ∆K od PABK je ∆({α1, . . . , αn}), gdje je {α1, . . . , αn}
baza od OK kao Z-modula.

Teorem 53. Neka je G aditivna podgrupa od OK ranga [K : Q] = n sa Z-bazom
{α1, . . . , αn}. Tada |OK/G|2 (ovdje OK promatramo kao aditivnu grupu) dijeli
∆({α1, . . . , αn}).

Dokaz. Vrijedi (DZ): Postoji baza {β1, . . . βn} odOK takva da je {µ1β1, . . . , µnβn}
Z-baza od G, gdje su µi ∈ Z. Sada je po (6)

∆({α1, . . . , αn}) = (µ1 · . . . · µn)
2∆({β1, . . . , βn}) = |OK/G|2∆K .

Sada tvrdnja teorema slijedi iz ∆K ∈ Z.
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Propozicija 54. Neka je G ⊊ OK aditivna podgrupa s Z-bazom {α1, . . . , αn}.
Tada postoji x ∈ OK oblika

0 ̸= x =
1

p
(λ1α1 + . . . λnαn),

gdje si 0 ≤ λi ≤ p− 1, λi ∈ Z, i p je prost broj takav da p2|∆({α1, . . . , αn}).

Dokaz. Ako je G ⊊ OK , slijedi da je |OK/G| > 1, pa postoji prost p koji dijeli
|OK/G| i element G ̸= U ∈ OK/G takav da pU = G.

Dakle postoji x ∈ 1
pG, pa se on može zapisati kao

x =
1

p
(λ1α1 + . . . λnαn).

Možemo (ako je potrebno, nakon dodavanja elemenata iz G) pretpostaviti 0 ≤
λi ≤ p− 1.

Primjer 15. Dokažite da za K = Q(
√
5) vrijedi OK = Z

[
1+

√
5

2

]
.

Pošto su generatori od Z
[
1+

√
5

2

]
cijeli algebarski brojevi, očito je da OK ⊇

Z
[
1+

√
5

2

]
..

Treba samo provjeriti da Z
[
1+

√
5

2

]
nije strogo manji od OK .

Baza za Z
[
1+

√
5

2

]
(nad Z) je

{
1, 1+

√
5

2

}
, te je

∆

({
1,

1 +
√
5

2

})
=

∣∣∣∣∣2 1

1 3

∣∣∣∣∣ = 5

(ovdje smo računali diskriminantu preko traga). Pošto je ∆
({

1, 1+
√
5

2

})
kva-

dratno slobodan, slijedi OK = Z
[
1+

√
5

2

]
.

Primjer 16. Odredite OK za K = Q( 3
√
5). Neka je θ = 3

√
5. Očito je {1, θ, θ2}

Z-baza od Z[ 3
√
5], koji je ranga [K : Q]. Imamo 3 ulaganja σi : K ↪→ C, za

i = 0, 1, 2, gdje je σi(θ) = ζiθ, gdje je ζ treći korijen iz jedinice.
Sada imamo

∆({1, θ, θ2}) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 θ θ2

1 ζθ ζ2θ2

1 ζ2θ ζθ2

∣∣∣∣∣∣∣
2

= (θ3)2

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 ζ ζ2

1 ζ2 ζ

∣∣∣∣∣∣∣
2

= 52(ζ2−ζ)2 = 5232(ζ2−ζ)2

= 5232(ζ2 − ζ)2 = −3352.

Dakle zaključujemo [OK : Z
[
1+

√
5

2

]
] ∈ {1, 3, 5, 15}.

Ako Z[ 3
√
5] ̸= OK tada postoji α ∈ OK gdje vrijedi jedna od sljedeće moguć-

nosti:
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(1) 0 ̸= α = 1
3 (λ1 + λ2θ + λ3θ

2), gdje su 0 ≤ λi ≤ 2, ili

(2) 0 ̸= α = 1
5 (λ1 + λ2θ + λ3θ

2), gdje su 0 ≤ λi ≤ 4.

Pokažimo da (2) nije moguće, dok (1) ostavljamo za DZ. Pošto je 1+ζ+ζ2 =
0 slijedi da je T (α) = 3/5λ1 ∈ Z, pa slijedi λ1 = 0. Računamo N(aθ + bθ2) =
. . . = 5a3 + 25b3. Dakle imamo

N(α) =
λ32 + 5λ33

25
∈ Z.

Slijedi
λ32 + 5λ33 ≡ 0 (mod 25). (2)

Primjetimo
λ2 ≡ 0 (mod 5)⇐⇒ λ3 ≡ 0 (mod 5),

i ako je to istina, dobijemo α = 0, pa možemo ovaj slučaj odbaciti.
Neka je sada λ3 ̸≡ 0 (mod 5); sada iz (7) slijedi da je(

−λ2
λ3

)
≡ 5 (mod 25),

pa slijedi (
−λ2
λ3

)
≡ 0 (mod 5),

što je očito kontradikcija jer implicira λ2 ≡ 0 (mod 5).

Primjer 17. Neka je K = Q(ζp). Pokažimo da je OK = Z[ζp]. Očito je OK ⊇
Z[ζp]. Vrijedi

T (ζp) = ζp + ζ2p + . . .+ ζp−1
p = −1.

Također T (ζip) = T (ζp) = 1 za sve 1 ≤ i ≤ p− 1. Vrijedi T (1) = p− 1. Također

T (1− ζp) = T (1− ζip) = p za sve 1 ≤ i ≤ p− 1.

Sjetimo se da je

ϕp(x) = (1 + x+ . . .+ xp−1) =
∏

1≤i≤p−1

(x− ζi),

pa slijedi
p = ϕp(1) =

∏
1≤i≤p−1

(1− ζi) = N(1− ζip) (3)

za sve 1 ≤ i ≤ p− 1.

Lema 55. Vrijedi pZ = (1− ζp)OK ∩ Z.
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Dokaz. Primjetimo da (1 − ζp)|p (u OK) pa je pZ ⊆ (1 − ζp)OK ∩ Z. Pretpos-
tavimo da ne vrijedi jednakost. Tada pošto je (1− ζp)OK ∩ Z ideal u Z i pZ je
maksimalan u Z, slijedi (1− ζp)OK ∩ Z = Z.

Dakle 1 ∈ (1 − ζp)OK , to jest postoji α ∈ OK takav da je 1 = (1 − ζp)α.
Međutim tada bi moralo vrijediti N(1− ζp) = ±1, što smo vidjeli da ne vrijedi.

Korolar 56. Za svaki α ∈ OK vrijedi T ((1− ζp)α) ∈ pZ.

Dokaz. Neka su σi takvi da je σi(ζp) = ζip.

T ((1− ζp)α) = σ1((1− ζp)α) + . . .+ σp−1((1− ζp)α)

= (1− ζp)σ1(α) + (1− ζ2p)σ2(α) + . . . (1− ζp−1
p )σp−1(α).

Primjetimo da je

1− ζip
1− ζp

= 1 + ζp + ζ2p + . . .+ ζi−1
p ∈ OK ,

pa (1− ζp)|T ((1− ζp)α). Dakle imamo

T ((1− ζp)α) ∈ (1− ζp)OK ∩ Z = pZ.

Propozicija 57. OK = Z[ζp] ≃ Z[x]/ϕp.

Dokaz. Znamo Z[ζp] ⊆ OK . Neka je α ∈ OK . Tada je

α = a0 + a1ζp + . . .+ ap−2ζ
p−2
p , ai ∈ Q.

Pomnožimo sve s (1− ζp); dobijemo

α(1− ζp) = a0(1− ζp) + a1(ζp − ζ2p) + . . . ap−2(ζ
p−2
p − ζp−1

p ).

Slijedi

T (α(1− ζp)) = T (a0(1− ζp)) + T (a1ζp)− T (a1ζ2p) + T (a2ζ
2
p)− T (a2ζ3p)+

. . .+ T (ap−2ζ
p−2
p )− T (ap−2ζ

p−1
p ).

Sada pošto je T (aiζip) = T (aiζ
j
p) za svaki 1 ≤ i ≤ p− 1, slijedi

T (α(1− ζp)) = T (a0(1− ζp)) = a0T ((1− ζp)) = a0p.

Pošto je po Korolaru 56 T (α(1− ζp)) ∈ pZ, zaključujemo da je a0 ∈ Z.
Imamo da je α− a0 ∈ OK , te slijedi

β := (α− a0)ζ−1
p = (α− a0)ζp−1

p = a1 + a2ζp + . . . ap−2ζ
p−3
p ∈ OK

Ponavljanjem istog postupka za β, tj. promatranjem T (β(1 − ζp)), dobijemo
a1 ∈ Z, i analogno za ostale ai-eve.
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0.8 Faktorizacija ideala u poljima algebarskih bro-
jeva

Želimo vidjeti kako se (n) faktorizira u OK za PAB K. Vidjeli smo da se u
Z[
√
−5] ideal (6) faktorizira kao (6) = P 2

1P2P3.
Pogledajmo kako se (n) faktorizira u OK za n ∈ N. Primjetimo da vrijedi

(n) = (p1) . . . (pk) gdje n =

k∏
i

pi.

Dakle treba samo odrediti kako se (pi)-evi faktoriziraju. Vidjeli smo na primjer
(5) = (2+ i)(2− i) u Z[i]. Može se i općenitije promatrati, kako se za proširenje
PAB L/K kako se faktoriziraju prosti ideali POK u OL, tj, koja je faktorizacija
u proste ideale od POL.

Lema 58. Neka je K PAB i p prost ideal u OK . Tada postoji prost broj p ∈ Z
takav da je p ∈ Z ∩ p.

Dokaz. Prema Lemi 44 imamo p ∩ Z ̸= {0}. Očito je i p ∩ N ̸= {0}. Neka je
n = min p∩N. Tvrdimo da je n prost. Pretpostavimo suprotno. Neka je n = ab,
gdje a, b ∈ N\{1}. Pošto je n ∈ p, vrijedi da je ab ∈ p, pa pošto je p prost,
slijedi da je ili a ∈ p ili b ∈ p.

Posljedica je da se svaki prosti ideal u nekom OK može naći kao faktor nekog
(p) za p ∈ Z. Dakle trebamo vidjeti kako se faktorizira pOK .

Pogledajmo sada jednostavniji slučaj kada je OK = Z[α], za neki α ∈ OK .
Ovo ne mora vrijediti općenito! Neka je f = f_alpha minimalni polinom
od α.

Imamo

OK OK/pOK

Z[x]/(f) Z[x]/(p, f) ≃ Fp[x]/(f)

∼ ∼ ,

gdje su vertikalne strelice izomorfizmi, a f označava redukciju od f modulo p.
Pogledajmo prvo slučaj kada je f stupnja 2. Onda dakle mora i f biti stupnja

2, jer je f normiran. Polinom f je ireducibilan, ali f ne mora biti. Imamo 3
mogućnosti

1. f je ireducibilan

2. f = gh, gdje su g, h ∈ Fp[x] stupnja 1, te nisu međusobno asocirani.

3. f = g2, gdje je g ∈ Fp[x] stupnja 1.
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Pogledajmo sada što se dogodi u svakom od slučaja:
1) f je ireducibilan ⇐⇒ (f) je maksimalan ideal u Fp[x] ⇐⇒ Fp[x]/(f) je

polje ⇐⇒ OK/pOK je polje ⇐⇒ pOK je maksimalan ⇐⇒ pOK je prost.
2) f = gh =⇒

Fp[x]/(f) ≃ Fp[x]/(g)× Fp[x]/(h) ≃ Fp × Fp.

Pogledajmo homomorfizam

φ : OK → Fp[x]/(g) ≃ Fp[x]/(g)× Fp[x]/(h),

α 7→ (x+ (p, f)) 7→ (x+ (p, g), x+ (p, h)).

Vidimo da je jezgra tog preslikavanja pOK . Stavimo φ(α) = (φ1(α), φ2(α)).
Tada će biti kerφ1 = (p, g(α))i kerφ2 = (p, h(α)) . Dakle imamo kerφ =
kerφ1 ∩ φ2. Pošto su (p, g(α)) i (p, h(α)) relativno prosti (jer su g i h), tj.
(p, g(α)) + (p, h(α)) = 1, vrijedi

pOK = kerφ = kerφ1 ∩ φ2 = kerφ1 · φ2 = (p, g(α)) · (p, h(α)),

tj pOK je produkt 2 različita prosta ideala.
3) U ovom slučaju analogno dobijemo pOK = (p, g(α))2.

Primjer 18. Pogledajmo faktorizaciju 2, 3, 5 u Z[i] ≃ Z[x]/(x2 + 1).

x2 + 1 ≡ (x+ 1)2 (mod 2) =⇒ (2) = (2, 1 + i)2 = (1 + i)2.

x2 + 1 je ireducibilan u F3 =⇒ (3) je prost u Z[i].

x2 + 1 ≡ (x− 2)(x+ 3) (mod 5) =⇒ (5) = (5, i− 2)(5, i− 3) = (2 + i)(2− 1).

Notacija: K = Q(
√
d), gdje je d kvadratno slobodan, OK prsten cijelih K,

OK = Z[α], f = fα je minimalni polinom od α, a f̄ je redukcija polinoma f
modulo p.

Za prost broj p postoje tri moguće situacije za faktorizaciju f̄(x):

1. f̄(x) je ireducibilan, te je tada pOK prost.

2. f̄(x) = g(x)2, gdje je g linearni polinom, tada pOK = (p, g(α))2.

3. f̄(x) = g1(x)g2(x), gdje su g1 i g2 linearni polinomi. Tada je pOK =
(p, g1(α))(p, g2(α)).

Definicija. U slučaju (1), kažemo da je p inertan OK . U slučaju (2), kažemo
da se p grana (ili ramificira) u OK . U slučaju (3), kažemo da se p cijepa u OK .

Sjetimo se

fα =

{
x2 − d ako je d ≡ 2, 3 (mod 4),

x2 − x+ 1−d
4 ako je d ≡ 1 (mod 4).
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Propozicija 59. Ako je d ≡ 1 (mod 4), tada se p grana u Q(
√
d) ako i samo

ako p dijeli d. Ako je d ≡ 2, 3 (mod 4), tada se p grana u Q(
√
d) ako i samo

ako p = 2.

Dokaz. Promotrimo prvo slučaj d ≡ 2, 3 (mod 4). Vrijedi da se p grana ako i
samo ako postoji a ∈ Fp takav da je x2−d = (x−a)2 (mod p), što je ekvivalentno
s:

x2 − d ≡ x2 − 2ax+ a2 (mod p).

Oduzimajući x2 s obje strane, dobivamo:

2ax− d ≡ a2 (mod p).

Ovo je kongruencija polinoma koja je ekvivalentna s

2a ≡ 0 (mod p), a2 ≡ −d (mod p).

Prva jednadžba je zadovoljena ako i samo ako p | 2 ili p | a. Za p = 2 očito
postoji a ≡ a2 ≡ −d (mod 2). Ako je p | a, slijedi d ≡ 0 (mod p), dakle p | d.

Obrnuto, ako p|d onda uzmemo x2 − d (mod x)2 (mod p), pa se p grana.
Neka je sada d ≡ 1 (mod 4) i označimo s f = fα. Korijeni od f su

x1,2 =
1±
√
d

2
.

Primjetimo da se p grana ako i samo ako su korijeni isti, što je ekvivalentno s
tim da je

√
d = 0 u Fp. Za p ̸= 2, to je ekvivalentno s d ≡ 0 (mod p), tj. p | d.

Za p = 2, f ima linearni član, pa nije kvadrat (x2 + a2 ≡ (x+ a)2 (mod 2)),
dakle 2 se ne grana.

Primjer 19. Neka je d = −5, OK = Z[
√
−5]. Faktorizirajmo prvih nekoliko

prostih cijelih brojeva u OK .

x2 + 5 ≡ x2 + 1 = (x+ 1)2 (mod 2),

=⇒ 2OK =
(
2,
√
−5 + 1

)2
x2 + 5 ≡ x2 + 2 ≡ (x+ 1)(x+ 2) (mod 3),

=⇒ 3OK = (2,
√
−5 + 1)(2,

√
−5 + 2),

5OK = (5,
√
−5)2 = (

√
−5)2,=⇒ 5 se grana,

x2 + 5 ≡ (x+ 3)(x+ 4) (mod 7).

=⇒ 7OK = (7,
√
−5 + 3)(7,

√
−5 + 4) =⇒ 7

Pogledajmo p = 11: x2 + 5 je ireducibilan u F11[x], jer:

x (mod 11) 0 1 2 3 4 5

x2 + 5 (mod 11) 5 6 9 3 10 8

pa zaključujemo da x2 + 5 nema nultočaka u F11, pa je ireducibilan. Stoga je
11 inertan u OK .
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Pogledajmo p = 17. Promatramo x2 ≡ −5 (mod 17).
Međutim, provjerimo da je

(
−5
p

)
= −1, pa je 17 inertan.

Definicija. Neka je p ̸= 2 prost broj. Definiramo Legendreov simbol kao funk-
ciju: (

•
p

)
: Z/pZ→ {0,±1},

gdje vrijedi:

(
a

p

)
=


1, ako je a ̸= 0 kvadratni ostatak modulo p,
0, ako a = 0,

−1, inače.

Često pišemo
(

a
p

)
i za a ∈ Z, gdje se onda zapravo uzima kompozicija s

redukcijom modulo p.

Korolar 60. Neka je p ̸= 2 prost broj i OK prsten cijelih nekog kvadratnog
polja K = Q(

√
d). Tada vrijedi:

• p se cijepa u OK ⇐⇒
(

d
p

)
= 1,

• p je inertan u OK ⇐⇒
(

d
p

)
= −1,

• p se grana u OK ⇐⇒
(

d
p

)
= 0.

Dokaz. Promotrimo d ≡ 2, 3 (mod 4). p |⇐⇒ p se grana. Ako p ∤ d, tada se
x2−d faktorizira kao produkt linearnih polinoma u Fp[x] ako i samo ako x2 ≡ d
(mod p) ima rješenje

⇐⇒
(
d

p

)
= 1.

Ako je d ≡ 1 (mod 4), tada su korijeni od fα jednaki

x1,2 =
1±
√
d

2
.

Dakle fα se faktorizira u Fp[x] postoji⇔ x1,2 ∈ Fp ⇔
√
d ∈ Fp ⇔

(
d
p

)
= 1.

0.9 Konačna polja
Definicija. Kažemo da je polje konačno ako ima konačno mnogo elemenata.

Neka je F konačno polje i neka je f : Z→ F homomorfizam prstenova takav
da f(1) = 1. Pošto je F konačno, f ima netrivijalnu jezgru, dakle ker f = mZ
za neki m ∈ N. Dakle Z/mZ se ulaže u F . Slijedi da Z/mZ mora biti integralna
domena, dakle m mora biti prost. Pišemo p umjesto m da bismo to naglasili.
Dakle vrijedi charF = p. Dakle F je proširenje polja Fp := Z/pZ. Dakle F je
vektorski prostor nad Fp. Neka je [Fp : F ] = n. Slijedi |F | = pn.
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Teorem 61. Neka je Fq konačno polje s q = pn elemenata, gdje je p prost broj,
a n ≥ 1. Multiplikativna grupa F×

q = Fq \ {0} je ciklička.

Dokaz. Neka F×
q označava multiplikativnu grupu svih nenul elemenata u Fq. Ta

grupa ima q − 1 elemenata jer |Fq| = q. Očito je grupa F×
q konačna Abelova

grupa.
Dakle

F×
q ≃ Z/m1Z× . . .× Z/mkZ,

pa slijedi da je xmk − 1 za svaki x ∈ F×
q .. Međutim, xmk − 1 ima najviše mk

nultočaka u F×
q , pa onda vrijedi da je k = 1 |F×

q | = mk, tj. F×
q je ciklička.

Posljedica je da za konačno polje F karakteristike p vrijedi F = Fp[α], gdje
je α generator od F×.

Označimo sa σ : F → F , definiran sa σ(x) = xp. Ovo preslikavanje je očito
multiplikativno. Također

σ(x+ y) = (x+ y)p = xp + yp +

p−1∑
i=1

(
p

i

)
xiyp−i = xp + yp,

pošto je
(
p
i

)
= 0 u karakteristici p ta i = 1, . . . , p− 1. Dakle σ je automorfizam

od F , pošto je injekcija, i F je konačan, pa je i surjekcija. σ se često naziva
Frobeniusovo preslikavanje ili Frobenius.

Sjetimo se da je βp = β za svaki β ∈ Fp (Mali Fermatov teorem). Također
znamo da xp− x ima ≤ p korijena u F . Zaključujemo da su nultočke xp− x, tj.
fiksne točke od σ upravo elementi od Fp.

Također βpn−1 = 1 za sve β ∈ F×, pa je βpn

= β, tj. σn = id|F . Primjetimo
da σk, za 1 ≤ k ≤ n − 1 vrijedi σk ̸= id|F , jer σk(α) = αpk ̸= α, pošto je α
reda pn − 1. Također σi ̸= σj za 1 ≤ i < j ≤ n − 1, jer bi u suprotnom bilo
σj−1 = id|F .

Dakle imamo
AutF ⊇ {id, σ, σ2, . . . σn−1}.

Tvrdimo da vrijedi jednakost. Neka je φ ∈ AutF . Zbog φ(1) = 1, vrijedi
φ(k) = k za k ∈ Fp, dakle φ|Fp

= id|Fp
. Primjetimo da su σi(α) nultočke od fα,

te da su sve različite, tj.

fα(x) =

n−1∏
i=0

(x− σi(α)).

S druge strane φ(α) je također nultočka od fα, dakle mora biti φ(α) = σi(α) za
neki 1 ≤ i ≤ n− 1. Pošto α generira F×, slijedi da je φ = σi.

Slijedi
AutF = Gal(F/Fp) = ⟨σ⟩ ≃ Z/nZ. (4)

Napomena: Svi rezultati koje smo dokazivali iz Galoisove teorije vrijedi i za
proširenja F/Fp.
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Primjetimo da to povlači da za svaki djelitelj d | n, n = dm, vrijedi da postoji
jedinstvena podgrupaH ≤ Gal(F/Fp) reda d, pošto je Gal(F/Fp) ciklička, pa po
Galoisovoj teoriji, postoji jedinstveno potpolje K od F takvo da je [F : K] = d,
tj. |K| = pm.

Propozicija 62. Postoji jedinstveno, do na izomorfizam, polje s pn elemenata.

Oznaka: Polje s pn elemenata označavamo s Fpn .

Dokaz. Neka je fn(x) := xp
n−x ∈ Fp[x] i neka je F skup korijena od fn cijepanja

od fn. Kako fn nema višestrukih točaka, slijedi da F ima pn elemenata. Lako
se provjeri da je umnožak i zbroj korijena, te inverz elementa, opet korijen, pa
slijedi da je F polje (s pn elemenata).

Primjetimo da je svaki element od F korijen polinoma f(x) = xp
n − x, koji

ima najviše pn korijena, dakle F je polje cijepanja od f . Sada tvrdnja slijedi iz
jedinstvenosti polja cijepanja nekog polinoma.

Primjer 20. Konstruirajmo polje s 9 elemenata. Zapisat ćemo ga kao F9 :=
F3[x]/(x

2 + 1); to možemo pošto je x2 + 1 ireducibilan u F3[x]. Dakle element
od F9 su {ax+ b|a, b ∈ F3}. Množenje se radi modulo x2 + 1, npr. x(x+ 1) =
x2 + x = x+ 2.

0.9.1 Dalje o faktorizaciji
Neka je sada K općenito polje algebarskih brojeva.

Definicija. Ako je p ideal u OK , te p ∩ Z = pZ, kažemo da p leži nad p, te p
leži ispod p.

Definicija. Neka je p ∈ Z prost. Tada je

pOK =
∏

p∩Z=p

pe(p/P ),

gdje produkt ide po različitim prostim idealima p. Tada se e(p/P ) zove stupanj
grananja od p nad p.

Neka je n := [K : Q].Pošto je OK = Zα1 + . . .+ Zαn, vrijedi

|OK/pOK | = pn,

te
OK/pOK ≃ OK/p

e(p1/p)
1 × . . .×OK/p

e(pk/p)
n .

Primijetimo da je za prost ideal p, OK/p uvijek polje, pa je |OK/p| = pf(p/p),
za neki f(p/p).

Definicija. Vrijednost f(p/p) takva da je |OK/p| = pf (p/p) zove se stupanj
inercije od p nad p.
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Definicija. Neka je A ideal u OK . Definiramo normu NK/Q(A) od A kao
NK/Q(A) := |OK/A|.

Primijetimo da ako je p prost, tada je NK/Q(p) = pf(p/p).

Lema 63. Norma ideala je multiplikativna, tj., NK/Q(AB) = NK/Q(A)NK/Q(B).

Dokaz. Ako su A i B relativno prosti, tada tvrdnja odmah slijedi iz

OK/AB ≃ OK/A×OK/B.

Treba samo dokazati da je

NK/Q(p
m) = NK/Q(p)

m,

za prost ideal p. Prvo primijetimo da po 3. teoremu o izomorfizmu vrijedi

|OK/p
m| = |OK/p| · |p/p2| · . . . |pm−1/pm|.

Sada tvrdimo da je

|pk/pk+1| = |OK/p| za sve k = 1, . . .m− 1.

Neka je γ ∈ pk\pk+1. Primijetimo da takav γ postoji jer pk ̸= pk+1 zbog
jedinstvene faktorizacije u proste ideale.

Definirajmo preslikavanje

OK → pk/pk+1, α 7→ α(γ + pk+1).

Lako se vidi da je ovo surjekcija, te da je jezgra upravo p, te smo dokazali da je

pk/pk+1 ≃ OK/p.

Propozicija 64. Neka je K PAB, [K : Q] = n, te p prost broj. Neka je

pOK =

r∏
i=1

p
e(pi/P )
i

faktorizacija od pOK na proste ideale. Označimo s fi := f(pi/p), te ei :=
e(pi/p). Tada je

∑r
i=1 eifi = n.

Dokaz. Imamo

pn = NK/Q(pOK) = NK/Q(

r∏
i=1

peii ) =

r∏
i=1

N(pi)
ei =

r∏
i=1

(pfi)ei = p
∑r

i=1 fiei.
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Pretpostavimo sada OK = Z[α] za neki α ∈ K (uz ponovnu napomenu da
ovo ne vrijedi za svako PAB K). Neka je f := fα ∈ Z[x] minimalni polinom od
α. Neka je

f := g1(x)
e1 · g2(x)e2 . . . gr(x)er , gi ∈ Fp[x]

faktorizacija f na ireducibilne polinome. Neka je si = deg gi, pa slijedi
r∑

i=1

siei = n.

Neka je p prost broj. Tvrdimo da je

pOK =

r∏
i=1

(p, gi(α))
ei

faktorizacija od pOK na proste ideale. Neka je pi := (p, gi(α)).
Sjetimo se da je

OK/pi ≃ Z[α]/(p, gi(α)) ≃ Z[x]/(f(x), p, gi(x)) ≃ Fp[x]/(f(x), gi(x)) ≃

≃ Fp[x]/(gi(x)).

Primijetimo prvo iz ovoga da je pi prost pošto je gi(x) ireducibilan u Fp[x].
Također slijedi da je pa slijedi da je si jednak stupnju inercije od pi.

Promotrimo sada preslikavanje redukcija modulo p

φ : OK → OK/pOK .

Očito vrijedi kerφ = pOK , te

OK/pOK ≃ Z[α]/pZ[α] ≃ Z[x]/(p, f(x)) ≃ Fp[x]/(f(x))

≃ Fp[x]/(g1(x)
e1)× . . .× Fp[x]/(gr(x)

er ).
(5)

Neka je ψ sada izomorfizam iz (5) zadan s

α 7→ (x, . . . , x).

gdje označavamo s ψi preslikavanje na i-tu koordinatu.

kerψi = (p, gi(α)
ei),

pa je

pOK = kerψ =

r∏
i=1

(p, gi(α)
ei).

Dokažimo sada da je
(p, gi(α)

ei) = (p, gi(α))
ei .

Inkluzija ⊆ očito vrijedi. S druge strane imamo

(p, gi(α))
ei = (pei , pei−1gi(α), . . . , pgi(α)

ei−1, gi(α)
ei) ⊆ (p, gi(α)

ei)
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pošto p dijeli sve članove u izrazu osim gi(α)
ei , čime smo dokazali tvrdnju.

Dakle, pokazali smo

pOK = kerψ =

r∏
i=1

(p, gi(α))
ei =

r∏
i=1

peii ,

što i pokazuje da su ei-jevi upravo jednaki stupnjevima grananja od pi nad p,
tj. ei := e(pi/p).

Primjer 21. Neka je α korijen od f(x) = x3+2x+1 i K = Q(α). Vrijedi (DZ)
OK = Z[α]. Faktorizirajmo 2OK .

Vrijedi
x3 + 2x+ 1 ≡ (x+ 1)(x2 + x+ 1) (mod 2),

gdje je drugi faktor ireducibilan, pa slijedi

2OK = (2, α+ 1)(2, α2 + α+ 1).

Neka je
p1 := (2, α+ 1), p2 := (2, α2 + α+ 1).

Primjetimo da je
OK/p1 ≃ F2, OK/p2 ≃ F4.

Dakle vrijedi, koristeći oznake kao i ranije, r = 2, e1 = e2 = 1, f1 = 1, f2 = 2.
Faktorizirajmo 3OK . Primjetimo da f(x) nema nultočke modulo 3, pa vrijedi

da je OK/(3) ≃ F27, tj. r = 1, e = 1, f = 3.
Modulo 17, f(x) ima tri nultočke 3, 5, 9, te je

17OK = (17, α− 3)(17, α− 5)(17, α− 9),

pa je r = 3, ei = fi = 1, za i = 1, 2, 3.

Sada proširujemo definiciju "ležati nad" i na relativna proširenja (tj. kada
manje polje nije Q).

Definicija. Ako je p ideal u OK i q ideal u OL, te q ∩ OK = p, kažemo da q
leži nad p, te q leži ispod p.

Lema 65. Neka je L/K Galoisovo proširenje i neka je p prost ideal u OK . Neka
su P1, . . . , Pr prosti ideali od L koji leže iznad p. Tada Gal(L/K) djeluje tran-
zitivno na ovom skupu prostih ideala; to jest, za sve i, j, postoji σ ∈ Gal(L/K)
takav da σ(Pi) = Pj.

Dokaz. Fiksirajmo različite proste ideale P i P ′ koji leže iznad p. Pretpostavimo
da σ(P ) ̸= P ′ za svaki σ ∈ Gal(L/K). Koristeći ovu pretpostavku, prema
Kineskom teoremu o ostatku, možemo pronaći α ∈ OL takav da:

α ≡ 0 (mod P ′)
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i
α ≡ 1 (mod σ(P )) za sve σ ∈ Gal(L/K).

Promotrimo NL/K(α) =
∏

σ∈Gal(L/K) σ(α) ∈ OK . Budući da α ∈ P ′, ova
norma mora biti u P ′ ∩OK = p.

S druge strane, budući da je α ≡ 1 (mod σ(P )) za sve σ, α /∈ σ(P ). Sada
zapišimo normu kao

NL/K(α) =
∏

σ∈Gal(L/K)

σ−1(α).

Budući da niti jedan od faktora nije u P , a P je prost ideal, to implicira da
NL/K(α) /∈ P . Imamo NL/K(α) /∈ P ∩ OK = p, što je kontradikcija, čime se
dokazuje lema.

Primjetimo da analogne tvrdnje onima koje smo dokazali za faktorizaciju
pOK , za prost p, vrijede ako imamo proširenje L/K te promatramo faktorizaciju
nekog prostog ideala p od OK u OL, tj. faktorizaciju od pOL. Tj. vrijedi

pOL =

r∏
i=1

qe(q/p),

za neke e(q/p). Broj e(q/p) se zovu stupanj grananja od q nad p. Također
definiramo stupanj inercije f(q/p) od q nad p s f(q/p) := [(OL/q) : (OK/p)] =
e(q/p)
e(p/p) ; ovdje ulažemo i (OL/q) i (OK/p) u neko fiksno algebarsko zatvorenje od
Fp, gdje je p karakteristika oba ova polja.

Korolar 66. Neka je L/K Galoisovo proširenje stupnja n, i neka je p prosti
ideal od OK . Neka je:

pOL = P e1
1 · · ·P er

r

faktorizacija p u OL, i neka je fi = f(Pi/p). Tada vrijedi:

f1 = f2 = · · · = fr

i
e1 = e2 = · · · = er.

Također vrijedi reifi = n za sve i.

Dokaz. Ako je r = 1, korolar je trivijalan, pa pretpostavljamo r ≥ 2. Dokazat
ćemo da e1 = e2 i f1 = f2; općeniti slučaj je isti. Prema Lemi 65 možemo
pronaći σ ∈ Gal(L/K) takav da σ(P1) = P2. Primjenom σ na našu faktorizaciju
i koristeći činjenicu da σ(p) = p jer σ fiksira K, zaključujemo da:

pOL = σ(P1)
e1σ(P2)

e2 · · ·σ(Pr)
er .

S obzirom na to da je σ(P1) = P2, slijedi e1 = e2 i f1 = f2.
Također primijetimo da je σ : OL/P1 → OL/P2, x + P1 7→ σ(x) + P2 izo-

morfizam, pa slijedi da je OL/P1 ≃ OL/P2, pa je i f1 = f2.
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0.10 Karakteri, norma i Hilbertov teorem 90
Definicija. Neka je K/F konačno proširenje polja tako da je K normalno
nad F . Kažemo da je cikličko/Abelovo proširenje ako je Gal(L/K) cik-
lička/Abelova grupa.

Definicija. Neka je G grupa, a L polje. Karakter grupe G sa vrijednostima
u L je homomorfizam χ : G→ L×.

Lema 67. Neka su χ1, χ2, . . . , χn različiti karakteri grupe G sa vrijednostima
u L. Oni su linearno nezavisni nad L, tj. vrijedi

n∑
i=1

aiχi(g) = 0, za sve g ∈ G,

tada je ai = 0 za sve i = 1, . . . , n.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je n najmanji takav da postoji n linearno
zavisnih karaktera. Neka je a1χ1 + a2χ2 + . . .+ anχn = 0. Očito je da n ≥ 2, te
možemo pretpostaviti da je a1 ̸= 0. Pošto su karakteri χi međusobno različiti,
postoji g ∈ G takav da χ1(g) ̸= χn(g). Sada imamo

a1χ1(x) + . . .+ anχn(x) = 0, ∀x ∈ G, (6)

pa vrijedi i
a1χ1(gx) + . . .+ anχn(gx) = 0, ∀x ∈ G, (7)

to jest
a1χ1(g)χ1(x) + . . .+ anχn(g)χn(x) = 0, ∀x ∈ G. (8)

Pomnožimo (6) s χn(g) i oduzmimo (8) pa dobivamo

n−1∑
i=1

ai(χn(g)− χi(g))χi(x) = 0, ∀x ∈ G.

Budući da je χn(g)− χ1(g) ̸= 0 i a1 ̸= 0, dobili smo linearnu zavisnost ≤ n− 1
karaktera, što je u kontradikciji s našom pretpostavkom.

Korolar 68. Neka su K,L polja i neka su σ1, . . . , σn ulaganja od K u L. Tada
su σ1, . . . , σn linearno nezavisni nad L.

Dokaz. Primijenimo prethodnu lemu na G := K×.

Lema 69. Neka je K/F konačno normalno proširenje. Tada za svaki σ ∈
Gal(K/F ) i α ∈ K× imamo

N

(
σ(α)

α

)
= 1.
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Dokaz.

N

(
σ(α)

α

)
= 1⇐⇒ N (σ(α))N

(
1

α

)
= 1⇐⇒ N(σ(α)) = N(α)

⇐⇒
∏

τ∈Gal(K/F )

τ(σ(α)) =
∏

τ∈Gal(K/F )

τ(α),

što očito vrijedi.

Teorem 70 (Hilbertov teorem 90). Neka je K/F konačno cikličko proširenje,
Gal(K/F ) = ⟨σ⟩. Tada za svaki β ∈ K× takav da je N(β) = 1 postoji α ∈ K
takav da je

β =
σ(α)

α
.

Dokaz. Neka je n := [K : F ] = |Gal(K/F )| = |σ|. Definirajmo ϕ : K → K s

ϕ(x) =
x

β
+

σ(x)

βσ(β)
+

σ2(x)

βσ(β)σ2(β)
+ . . .+

σn−1(x)

βσ(β) . . . σn−1(β)
.

Zbog linearne nezavisnosti id, σ, . . . , σn−1 vrijedi ϕ ̸= 0. Dakle, postoji θ takav
da je ϕ(θ) ̸= 0. Neka je α := ϕ(θ). Tvrdimo da je β = σ(α)

α .
Vrijedi

α =
θ

β
+

σ(θ)

βσ(β)
+

σ2(θ)

βσ(β)σ2(β)
+ . . .+

σn−1(θ)

βσ(β) . . . σn−1(β)
,

te

σ(α) =
σ(θ)

σ(β)
+

σ2(θ)

σ(β)σ2(β)
+

σ3(θ)

σ(β)σ2(β)σ3(β)
+ . . .+

σn(θ)

σ(β) . . . σn−1(β)σn(β)
.

Primjetimo sada da je zadnji član ove sume jednak θ zbog σn = id i jer je
nazivnik jednak N(β) = 1. Slijedi

σ(α)

β
= α.

Lema 71. Neka je p prost, ζp primitivni p-ti korijen iz 1, te ζp /∈ F . Tada je
F (ζp) normalno proširenje i Gal(F (ζp)/F ) ≃ (Z/pZ)× ≃ Z/(p− 1)Z.

Dokaz. Analogno kao i za F = Q.

Primjetimo da je općenitoK(ζn1
, ζn2

) = K(ζNZV (n1n2)), te da je Gal(Q(ζn)/Q) ≃
(Z/nZ)×, a Gal(K(ζn)/K) je podgrupa od (Z/nZ)×.

Teorem 72 (Kummer). Neka je F polje algebarskih brojeva, n ∈ N i pretpos-
tavimo da je ζn ∈ F . Tada
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a) Neka je K/F normalno proširenje takvo da je Gal(K/F ) ≃ Z/nZ. Tada
je K = F ( n

√
a) za neki a ∈ F , tj. K = F (α) za neki α ∈ K takav da je

αn ∈ F.

b) Ako je K = F ( n
√
a) za neki a ∈ F , tada je K/F normalno i Gal(K/F ) ≃

Z/dZ za neki d | n.

Dokaz. a) Neka je ζn ∈ F , N : K → F norma, ⟨σ⟩ = Gal(K/F ). Budući da je
ζn ∈ F , slijedi

NK/F (ζn) =
∏

τ∈Gal(K/G)

τ(ζn) = ζnn = 1.

Po Hilbertovom teoremu 90 slijedi da postoji α ∈ K takav da je ζn = σ(α)
α .

Dalje slijedi
σ(α) = αζn,

=⇒ σi(α) = σi−1(σ(α)) = σi−1(αζn) = σi−1(α)σi−1(ζn) = σi−1(α)ζn =

σi−2(σ(α))ζn = σi−2(αζn)ζn = . . . = αζin, za i = 0, . . . , n− 1.

Slijedi da je |{σi(α) : i = 0, . . . , n − 1}| = n. Slijedi da pošto su svi konjugati
od α različiti, je deg fα = n i da je K = F (α). Ostaje dokazati da je αn ∈ F.

Vrijedi
σ(αn) = (σ(α))n = (αζn)

n = αn,

pa slijedi σi(αn) = σi−1(σ(αn)) = σi−1(αn) = . . . = αn, dakle αn je iz fiksnog
polja od Gal(K/F ), tj. iz F .

b) Neka je b := n
√
a. Slijedi da

fb | xn − a = (x− b)(x− ζnb) . . . (x− ζn−1
n b),

pa slijedi da su {bζin : i = 0, . . . , n − 1} svi konjugati od b. Pošto su oni svi u
F (b) = K, slijedi da je K normalno nad F . Definirajmo preslikavanje

ϕ : Gal(K/F )→ Z/nZ, (b 7→ ζinb) 7→ i.

Lako se vidi da je ϕ homomorfizam grupa, te da je injektivan. Slijedi Gal(K/F ) ≃
Imϕ ≤ Z/nZ, pa je Gal(K/F ) ≃ Z/dZ, za neki d | n.

0.11 Rješivost radikalima
Definicija. Polje K ⊆ C je radikalno proširenje od F ako postoji niz
(Ki)0≤i≤r koji zovemo radiklani toranj t.d. za i = 0, . . . , r vrijedi:

1. Ki+1 ⊃ Ki, F = K0, Kr = K.

2. Za svaki i ∈ {1, . . . , r} postoje ni ∈ N, ai ∈ Ki−1 t.d: Ki = Ki−1( ni
√
ai).
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Primjer 22.

K = Q(
12

√
3

√
2 + 3
√
−7 +

√
5 + 3
√
−7).

Vrijedi
Q ⊃ Q( 3

√
−7) ⊂ Q( 3

√
−7,
√
5) ⊂ Q( 3

√
−7,
√
5, 5
√
−7)

⊂ Q(
3

√
2 + 3
√
−7 +

√
5, 3
√
−7, 5
√
−7,
√
5) ⊂ K,

pa je K radikalno proširenje.

Definicija. Neka je f ∈ F [x]. Kažemo da je jednadžba f(x) = 0 rješiva u
radikalima ako je polje cijepanja od f sadržano u nekom radikalnom proširenju
od f .

Definicija. Grupa G je rješiva ako postoji niz normalnih podgrupa

{e} = G0 �G1 �G2 � · · ·�Gn = G,

takav da su kvocijentne grupe Gi+1/Gi Abelove za svaki i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Primjer 23. S3 je rješiva grupa, budući da imamo niz normalnih podgrupa

{e}�A3 � S3,

i obje kvocijentne grupe A3/{e} ∼= Z/3Z i S3/A3
∼= Z/2Z su Abelove, zaključu-

jemo da je S3 rješiva grupa.

Lema 73 (Galois). Ako je proširenje F ⊆ K radikalno, tada je Galoisovo
zatvorenje proširenja F ⊆ K također radikalno.

Dokaz. Skica: normalno zatvorenje se dobije dodavanjem svih konjugata, a ko-
njugati od m-tih korijena nekog elementa a ∈ F su opet m-ti korijeni tog istog
elementa.

Napomena: (DZ) Ako je G rješiva grupa, tada su sve podgrupe i kvoci-
jentne grupe od G rješive.

Teorem 74 (Galois). Neka je f ∈ F [x], i K polje cijepanja od f nad F . Tada
je f(x) = 0 rješiva u radikalima ⇐⇒ Gal(K/F ) je rješiva grupa.

Dokaz. Dajemo samo dokaz smjera =⇒ (obrat je sličan). Po pretpostavci, pos-
toji radikalno proširenje M/F t.d. K ⊆M . Neka je L Galoisovo zatvorenje od
M nad F . Dakle vrijedi F ⊆ K ⊆ L, pa je po Galoisovoj teoriji

Gal(K/F ) ≃ Gal(L/F )/Gal(L/K).

Po Napomeni prije teorema, dosta je dokazati da je Gal(L/F ) rješiva (jer tada
slijedi i da je Gal(K/F ) rješiva).

Pošto je po Lemi L rješivo proširenje od F , postoji niz

F = L0 ⊆ L1 ⊆ . . . Ls = L,



SADRŽAJ 54

gdje je Li+1 = Li( ni
√
ai). za neki ai ∈ Li, i ni ∈ N. Imamo 2 slučaja.

1) lakši slučaj: ζni
∈ F za sve i = 1, . . . , s. Po Kummerovom teoremu vrijedi da

je Li+1/Li cikličko proširenje.
Definirajmo Gi := Gal(L/Li) i G := Gal(L/F ). Po Galoisvoj teoriji vrijedi

1 = Gs ≤ Gs−1 ≤ . . . ≤ G1 ≤ G0 = G.

Pošto je Li+1/Li normalno proširenje, imamo da je Gi+1 � Gi, te je po Galo-
isovoj teoriji Gal(Li+1/Li) ≃ Gi/Gi+1 ciklička grupa (a time i Abelova). Ovo
dokazuje prvi slučaj.

2) opći slučaj. Definirajmo E := F (ζn1 , . . . ζns). Vrijedi da je E/F Galoisovo,
pa pošto je L/F Galoisovo, vrijedi da je EL/F Galoisovo. Pogledajmo sada niz

E ⊆ EL0 ⊆ EL1 ⊆ . . . ⊆ EL.

Po prvom slučaju, vrijedi da je Gal(EL/E) rješiva. Također,

Gal(E/F ) ≃ Gal(EL/F )/Gal(EL/E)

Pošto je Gal(EL/E) rješiva, Gal(EL/E) � Gal(EL/F ), i Gal(E/F ) Abelova,
slijedi da je Gal(EL/F ) rješiva. Sada po Napomeni slijedi da je Gal(L/F )
rješiva.

Mi nećemo to raditi na ovom kolegiju, ali može se lako dokazati da Sn nije
rješiva grupa za n ≥ 5, te da za svaki n postoji (beskonačno mnogo) polinoma
čije polje cijepanja ima Galoisovu grupu Sn nad Q, za svako n ∈ N. Iz toga
slijedi sljedeći važan teorem.

Teorem 75 (Abel-Ruffini). Opća polinomijalna jednadžba stupnja ≥ 5 nije rje-
šiva radikalima.
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