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Glavna motivacija za algebarsku teoriju brojeva nam je rjeSavanje Diofans-
tkih jednadzbi, kao §to su npr y? + 3 = 23, 22 + % = 22, 2" + y" = 2", itd.
Ideja je ovakve jednadzbe faktorizirati:

+V=-2)(y—V-2)=2° (z+iy)(z—iy) =27
_ 27
@ —y)e =Gy —CGy) ... (e =Gy =2" Gu=en.
Iako trazimo rjeSenja nad Z, faktorizacija se odvija nad proSirenjima od Z.
Faktoriziramo u Z C O, gdje je O red(ili poretci, eng. order), veéi prsteni koji
sadrzi Z.

Pojmovi grupa, prstena, ideala s kojima ste se susretali u algebri i algebar-
skim strukturama zapravo imaju povijesnu motivaciju iz teorije brojeva. Alge-
barsku teoriju brojeva moZemo smatrati teorijom brojeva "u proSirenjima od
Z". Vrijedit ¢e sljedece analogije:

Z<+—7ZCO— red
Q +— Q C K — polje algebarskih brojeva, tj. kona¢no prosirenje od Q
a|lb+—a|buO zad Ice O td. b=ac,
{+1} = Z* +— O™ — obi¢no beskonaéna grupa,
prosti elementi, 0 # p ¢ O, plab = pla ili p|b

prosti brojevi <+— < o . . .
ireducibilni elementi, 0 Zp ¢ O* qlp=q€ O* ilig=upiuec O*.

Osnovni teorem aritmetike (jedinstvena fakt. na proste br.) <—7 (opéenito ne vrijedi).

Predznanje za koje se pretpostavlja da ga znate na kolegiju: gradivo iz Al-
gebarskih struktura, Algebre 1 i 2; grupe, prsteni, ideali (prosti, maksimalni),
domene glavnih ideala, domene jedinstvene faktorizacije, Kineski teorem o os-
tacima, proSirenja polja, Galoisova teorija (iako ¢emo nju ponoviti).

0.1 Gaussovi cijeli brojevi

Prou¢avamo jednadzbu z? + y? = 22, gdje su z,y,2z € Z. Promotrimo polje
Gaussovih racionalnih brojeva

Q] =Q+iQ={z+1iy|z,ycQ}.

T1+1Y1
To+iy2’

Za bilo koja dva Gaussova racionalna broja rezultat je:

Ty iy wxe +y1ye +i(T2y1 — 21y0)

T2 + iy x5+ Y3

Prsten Gaussovih cijelih brojeva je definiran kao

Zli] ={z+iy|z,y € Z}.
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Funkcija norme N : Z[i] — Z definirana je s N(z +iy) = 2% +y* = |z + iy|>.
Neka je o € QJi], tada je norma N(a) = a - @, i vrijedi:
N(ab) = N(a)N(b), a,be Q[i]
Vrijedi i N(Z[i]) C Z.
Lema 1. Vrijedi:
(i) Za a € Z[i], vrijedi a € Z[i]* < N(a) = 1.
(i1) Z[i]* = {£1, +i}.
Dokaz. (i) Ako a € Z[i]*, tada postoji b € Z][i] tako da a-b = 1. Prema tome:
N(a-b)=N(a)N(b)=N(1) =1.
Norme N(a) i N(b) su nenegativni cijeli brojevi, stoga mora vrijediti N(a) = 1.
ii) Ocito je da {£1,+i} C Z[i]*. Dokazimo obratnu inkluziju: iz (i) vrijedi
N(z+iy)=1

= +y?=1 wyel = (z,y) € {(£1,0),(0,£1)}
= x4y e {£1,+i}
U

Definicija. Definiramo da je prsten D Euklidova domena ako postoji funkcija
v : D\ {0} = Z takva da:

(i) ¢(z) 20, vz e D\ {0},

(ii) zasve a € Dib € D\ {0}, postoje g,r € D takvi da a = gb + r, gdje je
r=01ilir#£01ip(r) < o).

Propozicija 2. Z[i] je Euklidova domena.

Dokaz. O¢ito je da je N(z) = |z|> > 0 zasve z € Z[i]. Akosua,b € Z[i]ib# 0,
tada vrijedi:

1 1
%GQ(i)ﬁﬂgeZ[i] takav da ’Re%—Reg‘gii 3

Im%—lmg‘ <

[ of = |(ref —g) + o1 (5 o)

b
2 2
:’Re%—Reg‘ +’Im%71mg‘
11 1 _ )
<4 == 7
_4+4 5 (mnozimo s |b|%)
b|? b
= fa—gb? < 4. V(@ - g) < 2.
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Oznac¢imo a — gb = r. Sada imamo a = gb+ (a — gb) = gb + r, gdje je r € Z[i].
Ako r # 0, tada vrijedi N(r) < X8 < N(b) (vrijedi N(b) > 0 jer je b #
0). 0

Propozicija 3. Vrijedi:
(a) Svaka Euklidova domena je DGI (domena glavnih ideala),
(b) Svaka Euklidova domena je DJF (domena jedinstvene faktorizacije).

Dokaz. (a) Neka je D Euklidova domena s pripadaju¢om funkcijom ¢, te pret-
postavimo da I # 0 ideal u D. Odaberimo z takav da je p(z) jednak minimumu
skupa {¢(a) : a € I\{0}}. O¢ito je da (x) C I.

Pokazimo obrnutu inkluziju. Neka je a € I. Tada postoje g, € D takvi da
a=gr+r,gdjejer =01ir £ 01 p(r) < ¢(z). Kako je r = a — gz € I,
o¢ito je da druga moguénost nije moguca jer bi ¢(r) bila manja od ¢(x), Sto je
u suprotnosti s definicijom od x. Dakle a = gz € (), dakle I C (x).

(b) Neka je D Euklidova domena.

1. Egzistencija faktorizacije: Neka je a € D neinvertibilan i a # 0. Ako je a
ireducibilan, onda smo gotovi. Ako nije ireducibilan, tada postoji faktorizacija
a = bc gdje b, ¢ € D nisu invertibilni.

Koristedi ¢, znamo da se p(a) smanjuje kroz ovu faktorizaciju jer ¢(b), p(c) <
(a). Buduéi da je ¢(a) prirodan broj, proces se mora zaustaviti nakon kona¢no
mnogo koraka, pri ¢emu dobivamo konacnu faktorizaciju a = p1ps - - - pn, gdje
su svi p; prosti elementi.

2. Jedinstvenost faktorizacije: Pretpostavimo da postoji druga faktorizacija
istog elementa a € D:

a=PpPi1P2--Pn = 4192 """ qm,;

gdje su svi p; i g; prosti elementi. Trebamo pokazati da sun = m i da su faktori
jedinstveni do redoslijeda i invertibilnih faktora.

Buduéi da je p; prost (koristimo da su u DGI prosti = ireducibilni), mora
dijeliti jedan od faktora u desnoj faktorizaciji, recimo ¢;. No, buduéi da su p;
i g; prosti, to znaci da se p; i ¢; razlikuju samo po invertibilnom faktoru. Na
taj nac¢in moZzemo eliminirati p; i g; i nastaviti s istim argumentom za preostale
faktore.

Na kraju, dolazimo do zakljucka da su p; i ¢; isti do na redoslijeda i inver-
tibilnih faktora, ¢ime je faktorizacija jedinstvena. O

Rjesenje jednadzbe 22 + y? = 22, gdje su x,y, z € Z (cijeli brojevi) nazivamo je
Pitagorinom (ili Pitagorejskom) trojkom. Primjetimo

NZD(xz,y,z) =1 NZD(z,y) = NZD(x,z) = NZD(y,z) = 1.

Ako je najveéi zajednicki djelitelj od =, y, i z jednak 1, tada kaZemo da je
Pitagorina trojka primitivna.
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Promotrimo svojstva Pitagorinih trojki. Primijetimo da kvadrat bilo kojeg
broja pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1. Zbog toga, ako su x i y razlicite
parnosti, tada je z neparan.

Jednadzba (z+yi)(z —yi) = 2? faktorizira se u Z[i] (Gaussovi cijeli brojevi),
tako da su Gaussovi cijeli brojevi prirodno mjesto za promatranje Pitagorinih
trojki.

Neka je (z,y, z) primitivna Pitagorina trojka:

oy’ =2 (i) —ay) =22 (vy) =(y,2) = (2,2) = 1,
Neka je ((z + iy), (x — iy)) = 7.

= 7|2z, w|2iy
= N(r) [42* N(m)|4y?
= N(m) |4

Takoder, N(m) | N(z) = 22, §to je neparno.

= N(@) |1l =N@m=1

= ((z+iy),(z—iy)) =1

=  x+iy=v(m+iu)’,muc Zvc Z[i]* = {+1}
= x+iy:U(m2+2mui—u2)

= {z,y}={£(m*—v),£2mu}

= z:i(m2+u2),(m,u):1.

Korolar 4. Jednadzba x* + y* = 22 nema rjesenja u N.

Dokaz. Fermatova metoda beskonanog spusta, ostavljeno za DZ (vidi skriptu
iz teorije brojeva). O

0.2 Neki primjeri u drugim prstenovima

Primjer 1. Dokazite da prsten Z[/—5| nije DGI (domena glavnih ideala).

RjeSenje: Vrijedi 6 = 2-3 = (1 ++v/=5)(1 — v/-=5). Ako pokaZemo da
su 2,3,1 £+ /=5 ireducibilni, to znaéi da postoji vise razli¢itih faktorizacija u
ireducibilne u Z[/=5].

Definirajmo normu N : Z[\/=5] — Z sa:

N(a+ bv/=5) = a* + 5b°.

Tvrdnja: N(xy) = N(x)N(y) za sve z,y € Z[/—5].
Dokaz: Racunski, DZ. O

Primjeri:

N(@2)=4, N(3)=9, N(++V-5)=N(-+-5)=6.
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Tvrdnja: z € Z[/—5]* <= N(z) =11 Z[V-5]* = {£1}.
Dokaz: Neka je: © = a + byv/—5.
1z definicije vrijedi:

5P =1 > (a+b/TB)a—bv/oB) =1

Dakle, ako N(z) = 1, tada je x multiplikativno inverzan i pripada Z[v/—5]*.
Neka je z € Z[/—5]*

— Jy € Z[V-5*t.d.N(zy) = N(z)N(y) = N(1)
= N(z) =1 jer N(z),N(y) € No.

Odmah zaklju¢ujemo da su jedini elementi s normom 1 upravo +1. O
Tvrdnja: 2,3,1 £ +/—5 su ireducibilni elementi.
Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. 2 = ab, gdje a,b ¢ Z[/—5]*. Sada imamo:

N(2) =4 = N@)N(b),
sto implicira da N(a) = N(b) = 2. Neka je a = z1 + y1v/—5, tada:

o7+ 5y =2
No, rjesavanje ove jednadzbe mod 5 pokazuje da nema rjeSenja jer x? = 2
(mod 5) nije moguée. Analogno se dokaZe i za 3,1 + /—5. O

Primjetimo da 2,3,1 & 1/—5 nisu prosti elementi u Z[/—5|: Pretpostavimo
da je 2 prost. Vrijedi

216 = (1+v=5)(1 - V=5) = 2|(1+ v=5) ili 2|(1 — vV=5)
= 4=N(2) | N(1£V-5)=6. =<

.
Definicija. Neka je R prsten, te neka su ay,as,...,a, € R. Najveéi zajednicki
djelitelj elemenata aq,as,...,a, u prstenu R je element d € R, koji zadovoljava:

(a) d| a; za sve i.
(b) Ako neki element ¢ € R dijeli svaki element a;, tada vrijedi ¢ | d.

Primjer 2. Elementi 6 i 242+/—5 u prstenu Z[v/—5] nemaju najveéi zajednicki
djelitel;.

Rjesenje:
N(6) =6>=36, N(2(1++v-5))=N(2)-N(1++v-5)=4-6=24.

Pretpostavimo da d = ged(6,2(1 ++/—5)) postoji, tj. da je d najveci zajednicki
djelitelj elemenata 6 1 2(1 + +/—5)) u Z[v/—5]. Tada bi po (a) vrijedilo da d | 6
id|2(1++=5). Vrijedi

216, 2]2(1+v—5) <% 9/,
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(1+vV=5) 6, (1+v=5)|2(1+v=5) L 1+v5)d,
— 2(1++v/=5) |6 =24 = N(2(1++v=5)) | N(6) = 36 =< .
Primjer 3. Z[V3]* je beskonaéna.

Rjesenje: Definiramo normu kao:
N(a+bV3) = (a+ bV3)(a — bV3) = a® — 3b%.

Lako se dokaze, kao i prije da je element invertibilan ako i samo ako njegova
norma iznosi 1, tj. N(a + bv/3) = 1 (lako se vidi da je N(a + bv/3) = —1
nemoguce). Pellova jednadzba z? — 3y?> = 1 ima beskona¢no mnogo reSenja.
Generalna resenja Pellove jednadzbe su:

T+ ynV3 = (21 + 11V3)",
gdje je (z1,91) = (2,1) prvi ¢lan. Vrijedi
N(zy +y1v3)" = (21 + 11V3)" (31 —11V3)" = 1,

paje (v1+y1v/3)" € Z[V3]*. O
Moze se pokazzati i viSe, tj. da je Z[v/3]* = (—1,2 +/3) ~ Z/27Z x Z.

Primjer 4. Odredite koji su od elemenata 1+ 4, 2 — 74, 5, 7 i 127 ireducibilni
u prstenu Z[i].

Rjesenje:

e Element 1+ i:
Nl+i)=1*+1>=2.

Norma 2 je prosta. Dakle, 1 + ¢ je ireducibilan.

e Element 2 — 7::
N(2-T7i) =2+ (=7)> =4 +49 = 53.
Norma 53 je prosta. Dakle, 2 — 7¢ je ireducibilan.

e Element 5:
N(5) = 5%+ 0% = 25.
MoZemo napisati 5 = (2+41)(2 — 1), Sto pokazuje da 5 nije ireducibilan, jer
su oba faktora neinvertibilna. Dakle, 5 je reducibilan.
e Element 12::
N(12i) = 0% + 12* = 144.

Norma 144 nije prosta (jer 144 = 12-12). Sli¢no kao i prethodno, mozemo
pisati 12i = (3)(4i), gdje su oba faktora neinvertibilna. Dakle, 127 je
reducibilan.
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e Element 7:
N(7) = 7%+ 0% = 49.
Pretpostavimo da 7 nije ireducibilan. Tada je 7 = 2129, gdje je N(2;) =7
iz =a;+0b; zai=1,2. Medutim tada bi bilo N(z;) = a? + b? = 7, §to
je nemoguce modulo 4. Dakle 7 je ireudcibilan. Opcdenitije, vrijedi da je
prost prirodan broj p = 3 (mod 4) ireduciblan u Z][i].

O

Primjer 5. Rijegite (u Z) jednadzbu y? + 4 = 23.

RjeSenje: Faktorizirajmo desnu stranu: (y + 2i)(y — 2i) = 23. Neka je 7 =

ged((y+2i)(y—2i)). Tada 7|(y+2i) i 7|(y—2i), pa 7|2y i 7|4i. Dakle N (7)|4y?,
N(m)[16, te N(m)|(y* +4). Ako je y neparan onda je ovaj zadnji izraz neparan,
pa mora biti ged((y + 2i)(y — 27)) = 1.

Rijesimo prvo sluc¢aj kada je ‘ ged((y + 2i)(y — 2i)) =1 ‘

Slijedi

y+2i =u(a+0bi)®, y+2i=uv(a—0bi)?3 zaneke a,b€ Z, u,v € Z[i]*.

Primjetimo da je Z[i]* ~ Z/4Z, pa slijedi da su u i v kubovi u Z[i]*, tj. moZemo
samo zapisati
y+2i=(a+bi)?, y—2i=(a—0bi)?
= y+2i = a® + 3a%bi — 3a®b — b3i, y—2i =a® — 3a%bi — 3ab® + b3i
(oduzmemo ove dvije jednadzbe i pogledajmo imaginarni dio)
=2=3a’—0"=b(3a> - V") => b=%1ilib==2

Pogledajmo prvo slucaj b = +1 = 2 = £1 (3a® — 1). Primjetimo da 3a* — 1 =
—2 nema rjeSenja, pa slijedi a = +1. UvrStavanjem dobijemo i b =1 i dalje

y=a>—3ab’ =41 F3=>y=42
=|(y,2) = (£2,2)}

Promotrimo sada b = 2. Slijedi 3a2 —4 = 1, tj. 3a® = 5, §to je nemoguce.
Ostaje slu¢aj b = —2. Slijedi 3a? — 4 = —1. Imamo

302=3=a=+l=y=+1F12€ {-11,11} > 2=5=|(y,2) = (£11,5)]

| ged((y + 2i)(y — 20)) > 1]

Kao sto smo veé pokazali, y mora biti paran, pa imamo y = 2t, pa slijedi
412 + 4 = 23; zakljucujemo da je z paran, tj. z = 2u. Slijedi 4¢% +4 = 8u?, dakle
t2 + 1 = 2u?. Faktorizirajmo lijevu stranu:

(t+a)(t —1i) = 2u®.
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Neka 7 | (t £ ); slijedi
w|2t, |2

=72 =7 € {u,u(l +14),u- 2} za neki u € Z[i]*.

Primjetimo sada da 2 ne dijeli ¢ + 4, jer bi u suprotnom bi bilo 2(a + bi) =t + 4,
§to je nemoguce za a,b € Z.

Ostaje jedino moguénost ged(t+i, —1 —i) = 1+ (sjetimo se da je ged dobro
definiran do na asociranost).

=tti=1+4) - (a+b)? t—i=(1—1i)(a—0bi)?
= t+i=(1+1) (a® + 3a’bi — 3ab®i — b°i)
= a® + 3a”bi — 3ab%i — b%i + a*i — 3a®b + 3ab® + b°
(pogledajmo realni dio)
=1 =3a’b — 3ab> — b° + a® = (a — b)* + (6ab® — 6a°b) = (a — b)* — 6ab(b — a)
= (a—b) (a® — 2ab+b* + 6ab) = (a —b) (a® + 4ab + b*) .
Pogledajmo prvo slucaj a —b =1, to jest a = b+ 1.
1=1-((a+b)*+2ab) = (2b+1)* + 2b(b+ 1)
=4b* + 4b+ 1 + 26 + 2b = 66> + 6b + 1
=b(6b+6)=0 = b=0,—1.

Akob=0,tadaa =1,pay =21z = 2, §to je rjeSenje koje smo ve¢ dobili.

Analogno b = —1 da je y = —2 i z = 2, koje takoder ve¢ imamo.
Pogledajmo sada a — b = —1, to jest a = b — 1. Imamo —1 = 6b% — 6b + 1,
te lako vidimo da to nema rjeSenja za b € Z. O

0.3 Ciklotomska polja

Definicija. Za pozitivan cijeli broj n, n-to ciklotomsko polje K = Q((n) je
prosirenje polja racionalnih brojeva Q, koje se dobije dodavanjem primitivnog
n-tog korijena iz jedinice (,,. Ovaj korijen je kompleksni broj koji zadovoljava

27

Cp=en,

gdje ¢ =1, a (, nije k-ti korijen iz jedinice za k < n.

Definicija. n-ti ciklotomski polinom ®,,(z) definira se kao polinom ¢iji su ko-
rijeni svi primitivni n-ti korijeni iz jedinice. Drugim rije¢ima, n-ti ciklotomski
polinom ®,,(x) je zadan kao

®,(z) = H (1' - Cvlf) )

1<k<n
ged(k,n)=1

gdje je ¢, = e primitivni n-ti korijen iz jedinice, a produkt ide po svim k
takvim da je ged(k,n) = 1, odnosno za sve k koji su relativno prosti s n.
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Polinom &,,(z) zadovoljava sljedec¢u jednadzbu:

" —1= H@d(x),
d|n

gdje produkt ide po svim djeliteljima n, a ®4(z) su ciklotomski polinomi za
sve d. Ova jednadzba omogucuje rekurzivno ra¢unanje ciklotomskih polinoma.
Vidimo da je stupanj od ®,,(z) jednak ¢(n).

Na primjer, kada je n = p, gdje je p prost broj, n-ti ciklotomski polinom je

dy(z)=aP 4P 241
Lema 5. Polinom ®,(x) je ireducibilan u Q[z].

Dokaz. Vrijedi

P —1

by(z)=aP 4P 24 fatl= T

Uvedimo supstituciju y = x — 1. Sada imamo

y+1p—1 "+ Oyt + (7)Y
Y Yy

9(y) == Pp(z+1) =

:y’F1 +pyp72+...p.

Upotrebom Eisensteinovog kriterija zaklju¢ujemo da je g ireducibilan. Slijedi
da je i ®,(z) ireducibilan. O

Neka je ¢ = (,, primitivni p-ti korijen iz jedinice. Tada su nultocke od @, (z)
¢, ¢%,...¢P71. Dakle (nad Q((,)) vrijedi

Op(x) =aP 4 aP 2t l= (2O —C?) ... (x -7,

Uvrstavanjem x = 1 dobivamo

0.4 Uvod u faktorizaciju

Propozicija 6. U integralnoj domeni D, svaki prost element je ireducibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da p € D nije ireducibilan. Po definiciji to znadi da
mozemo p napisati kao:
p = ab,

gdje su a,b € D, a niti a niti b nisu invertibilni elementi u D.
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Buduéi da je p prost, ako p | ab, tada prema definiciji imamo:
pla ili plb.

Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da p | a. To znaéi da postoji element
d € D takav da je:
a = pd.

Uvrstimo a = pd u p = ab:
p = (pd)b = p(db).

Buduéi da smo u integralnoj domeni i p # 0, moZzemo podijeliti obje strane s p,
Sto daje:
1 =db.

Dakle, d i b su invertibilni elementi u D, $to je kontradikcija s neinvertibilno§éu
od b. O

Sjetimo se karakterizacije prostih/ireducibilnih elemenata.
Teorem 7. Neka je D integralna domena i 0 # x ¢ D*.

1. x je ireducibilan ako i samo ako je (x) maksimalan u skupu glavnih ideala.
Ideal (z) je maksimalan (u skupu svih ideala) ako i samo ako je D/(x)

polje.
2. x je prost ako i samo ako je (x) prost, ako i samo ako je D/(x) integralna
domena.
Dokaz. Dokazano na Algebarskim strukturama. O

Definicija. Prsten R se naziva Noetherin prsten ako zadovoljava jedno od
sljedeéa tri ekvivalentna svojstva:

1. Svaki ideal u R je kona¢no generiran.

2. Svaki uzlazni lanac ideala u R stabilizira se. To zna¢i da za svaki niz
ideala I; C I, C I3 C ... postoji indeks n takav da za sve m > n vrijedi
1, =1,,.

3. U svakom skupu ideala postoji maksimalan (u tom skupu), tj. ideal koji
nije sadrzan ni u jednom drugom.

Primjer prstena koji nije Noetherin: polinomi u beskona¢no mnogo varijabli.

Propozicija 8. Ako je D Noetherin prsten, svaki element se moZe napisati kao
produkt ireducibilnih elemenata.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, te promotrimo skup S glavnih ideala (y), gdje
se y ne moze faktorizirati kao produkt ireducibilnih. Neka je (z) maksimalan
ideal u tom skupu (takav postoji jer je D Noetherin)

Sada x nije ireducibilan, pa se moze zapisati kao * = a - b, gdje su a,b
neinvertibilni, te se barem jedan od njih (BSO a) ne moze zapisati kao produkt
ireducibilnih. Medutim sada imamo

(z) G (@), a€s,
§to je kontradikcija s maksimalnoséu od (z). O

Primjer 6. U integralnoj domeni D postoji jedinstvena faktorizacija na iredu-
cibine ako i samo ako je svaki ireducibilan element prost u D

Dokaz. DZ. O

0.5 Prosirenja polja
Definicija. Element « se naziva algebarski nad poljem K ako:
3f(z) € K[z] takav da f(z) = apz™ 4+ ap_12" " +--- + a1z + ag,

gdje su ag,ay,...,a, € Kia, #0,a f(a) =0.
U suprotnom, ako ne postoji takav polinom, onda se « naziva transcen-
dentan nad K.

Primjetimo da je ekvivalentna definicija: « je algebarski ako je skup {a, o2, ...}
linearno zavisan nad K.

Ako kazemo samo da je « algebarski (bez specifikacije polja), uvijek mislimo
algebarski nad Q. Prosirenje polja L O K je algebarsko ako je svaki element u
L algebarski nad K.

Propozicija 9. Neka su F' O L D K prosirenja polja. Ako je L algebarsko nad
K i F algebarsko nad L, tada je F algebarsko nad K.

Dokaz. DZ. O
Sljedeéi teorem neéemo dokazivati.

Teorem 10. Neka je R domena jedinstvene faktorizacije. Tada je R[x] domena
jedinstvene faktorizacije.

Korolar 11. Neka je K polje, Prsten polinoma Klx1,...,x,] je domena je-
dinstvene faktorizacije.

Primjetimo da K[z, 2] nije DGI, te je ovo jednostavan primjer DGI koji
nije DJF.

Neka je sada « algebarski nad K, te neka je g € K[z] t.d g(a) = 0. Fakto-
rizirajuéi g na ireducibilne dobijemo normiran ireducibilan polinom f, € K|z]
takav da je f,(a) = 0. Taj polinom zovemo minimalni polinom od « (nad
K).
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Propozicija 12. Neka je o algebarski nad K. Tada je njegov minimalni poli-
nom nad K jedinstven.

Dokaz. Neka je 0 # h € K[z] t.d. h(a) =01 f, f h. Posto je f, ireducibilan,
to znadi da su f, i h relativno prosti, tj. postoje g,k € K|[z] takvi da je

fag + hk = 1.
Medutim, sada imamo
0= fa(@)g(@) + h(@)k(a) =1,
§to je ocito kontradikcija. O

Definicija. Neka je f, minimalni polinom od « (nad K). Korijeni od f, se
zovu konjugati od « (nad K).

Neka je n = deg f,. Vrijedi

K(a) ~ Klz]/(fa),
te je {1,c,...a" 1} baza od K(a) nad K.

Definicija. Neka je K polje i neka je L prosirenje polja K. Polinom f(z) € K|x]
je separabilan ako su svi njegovi korijeni u L razli¢iti, odnosno ako ne postoje
dva ista korijena.

Prosirenje L/K je separabilno ako su minimalni polinomi svakog elementa
u L separabilni polinomi nad K.

Neka su K, L polja, te neka je f : K — L homomorfizam prstena. Tada je
ker f ideal u K, a jedini ideal u K je (0), pa zaklju¢ujemo da je f injektivan.
Zato se homomorfizmi polja obi¢no nazivaju ulaganja polja.

Definicija. Konano progirenje K/Q (tj. K je kona¢no-dimenzionalni vektorski
prostor nad Q) se zove polje algebarskih brojeva (PAB).

Lema 13. Svi korijeni ireducibilnog polinoma f € Klz] (u C) su razliciti.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da f ima barem dvostruki korijen 5. Tada

ks st (7)1 (1) ~ e, oo posteje ok & K]tk daJo -
fog+ fk=1
Medutim, sada imamo
0=F(B)g(B) + f'(B)k(B) =1,

Sto je ocito kontradikcija.
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Dakle sva prosirenja PAB su separabilna. Pretpostavimo od sada nadalje da
je Q C K C C. Sljedeci teorem je dokazan na Algebri.

Teorem 14. Neka su K C L potpolja od C. Tada se ulaganje o : K — C moZe
prodiriti na ulaganje L — C na tocno [L : K| nacina.

Definicija. Ulaganje od L u C koje fiksira K se zove K-ulaganje od L u C.
Korolar 15. Postoji [L : K] K-ulaganja L u C.

Definicija. Neka je K C L. Ako vrijedi L = K(«), kaZemo da je L/K prosto
prosirenje, te kazemo da je o primitivni element tog proSirenja.

Primjetimo da je [K(a) : K] = deg f4.

Teorem 16 (Teorem o primitivnom elementu). Neka su K C L PAB. Tada je
L=K(a) za neki « € L.

Dokaz. Indukcijom po stupnju prosirenja n = [L : K|. Baza n = 1 je ocita.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sva proSirenja svakog PAB stupnja < n.

Neka je a € L. Ako je L = K(«), gotovi smo. Pretpostavimo L # K(a).
Vrijedi

[L:K]=[L: K(o)][K(a): K].

Po pretpostavci L/K(«) je prosto progirenje, pa slijedi L = (K(«))(8), tj.
L = K(a,fB). Neka je a € K* proizvoljan. Neka je v = a + af8. Ako je
L = K(v), gotovi smo.

Pretpostavimo K(y) € L. Neka su o;, ¢ = 1,...,n razli¢ita K-ulaganja
od L u C. Neka je f minimalni polinom od v (nad K). Tada je deg f < n.
Promotrimo skup

{o:(7),i=1,...n}.
Vrijedi
f(7) =0, pajeoi(f(7)) = floi(7)) =0
(ovdje koristimo da je f € Klz]). Zakljutujemo da postoje ¢ # j takvi da je
oi(y) = 0;(7), ti.

oi(a) +oi(aB) = oj(a) + 0j(af) = oi(a) — oj(a) = a(o;(B) — 0i(B))-

Mora vrijediti o;(a) # o () ili 0;(8) # 0:(B), jer bi u suprotnom K-ulaganja
0; 1 0; bila identi¢na. Medutim, ako vrijedi jedna nejednakost, vrijedi i druga.

Dakle (@) (@)
oi(la) —o;(a
aES::{Z], 1<4,j <n, i;«éj}.
aj(B) —ai(B)
Zaklju¢ujemo da za b € K*\S vrijedi da je K(a+ bf) = L, §to uvijek mozemo
izabrati, posto je S konacan, a K* beskonacan. O

Definicija. KaZemo da je L normalno prosirenje od K ako zadovoljava slje-
dece: ako je a € L korijen nekog f € Klx] tada su svi konjugati od o nad K
sadrzani u L.
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Primjer 7. Polja Q(i), Q(¢,) su normalna progirenje od Q, medutim Q(+/2)
nije.

Sljedeci rezultati su dokazani na Algebri.
Teorem 17. FEkvivalentno je:
1. L/K je normalno prodirenje,
2. Svako K-ulaganje L — C je automorfizam od L,

3. L ima tocno [L : K] automorfizama koji fiksiraju K.

Dokaz. |1) = 2) |: Neka je L 2 K normalno i ¢ : L — C K-ulaganje. Tvrdimo
¢(L) = L. Za a € L, neka je f, minimalni polinom od «. Vrijedi

0=6(0) = ¢(fala)) = fa(d(a)).

Slijedi da je ¢(«) je korijen od f,, pa posto je L normalno slijedi da je ¢(a) € L.
Slijedi ¢(L) C L, te onda posto je dimg ¢(L) = dimg L, slijedi ¢(L) = L.
Dakle ¢ je automorfizam.
: Pretpostavimo da je svako K-ulaganje L — C automorfizam od

L. Neka je o € L, te 8 konjugat od a nad K.

Neka je ¢ K-ulaganje ¢ : K(a) < C takvo da je ¢(a) = 8. Po ranije
dokazanom teoremu, to ulaganje mozemo prosiriti na ulaganje g?) : L — C. Po
pretpostavci vrijedi ({)(L) = L. Vrijedi

B =d(a) = ¢(a) € L.
2) = 3) |1 Znamo da postoji [L : K| K-ulaganja L u C. Dakle postoji
barem [L : K] automorfizama od L koji fiksiraju K. S druge strane ako kom-
poniramo svaki taj automorfizam sa nekim fiksnim ulaganjem L u K, dobijemo

neko ulaganje L u C, te su sva takva razli¢ita. Dakle, ima to¢no [L : K] auto-
morfizama od L koji fiksiraju K.

3) = 2) | Kad bi imali neko K-ulaganje koje nije automorfizam, imali bi

> [L: K] + 1 ulaganja L < C, sto je kontradickija s ranijim teoremom.
O

Teorem 18. Neka je L = K(ay,...,q,) @ neka L sadrzi sve konjugate nad K
od (a1,...,a,). Tada je L normalno prodirenje od K.

Dokaz. Neka je 0 : L — C K-ulaganje. Tada je
o(L)=K(o(aq),...,o0(ap)) C L,
posto su svi o(a1),...,0(a,) € L. Sada tvrdnja slijedi iz Teorema O

Propozicija 19. Neka su FF D L D K prosirenja polja. Ako je F normalno
nad K. Tada je F normalno nad L.
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Dokaz. Neka je ¢ : F' — C L-ulaganje. Slijedi da je ¢ i K-ulaganje. Po Teoremu
je ¢ automorfizam od F, pa je opet po Teoremu F normalno i nad L (posto
je svako L-ulaganje automorfizam). O

Primjer 8. Neka su F D L D K proSirenja polja. Ako je L normalno nad
K i F normalno nad L, tada ne mora vrijediti da je F' normalno nad K.
Kontraprimjer je npr. Q C Q(v/2) € Q(v/2).

Da bi to vidjeli primjetimo da je minimalni polinom od +v/2 nad Q(v/2)
jednak z2 — v/2, te su njegovi korijeni ++v/2 sadrzani unutar Q({‘/?)

S druge strane minimalni polinom od v/2 nad Q je z* — 2, te su konjugati
(nad Q) od v/2 jednaki i*v/2,k = 1,...4, koji nisu svi sadrzani u v/2 C R.

Korolar 20. Ako je L O K, tada postoji prosirenje M O L takvo da je M
normalno nad K.

Napomena: Primjetimo da ¢e M iz korolara biti normalan i nad L.

Dokaz. Neka je L = K(a), takav a postoji po teoremu o primitivnom elementu.
Neka su aq, ..., a, konjugati od o. Neka je M = K(ay,...,a,). Po Teoremu
[ slijedi da je M normalan nad K. O

Definicija. Neka je L O K. Najmanji M O L koji je normalan nad K se zove
normalno zatvorenje od L nad K.

Napomena: Mi pretpostavljamo cijelo vrijeme da radimo sa separabilnim
i kona¢nim prosirenjimal!

Definicija. Neka je L/K normalno prosirenje. Grupa od K-automorfizama od
L se zove Galoisova grupa od L nad K i oznacava s Gal(L/K).

Napomena: Primjetimo da raniji teorem kaze | Gal(L/K)| = [L : K].

Definicija. Za H < Gal(L/K) definiramo fiksno polje od H, s oznakom L
kao
L ={a€cL|o(a)=a, Yoc H}.

Sada ¢emo iskazati bez dokaza (poSto je veé¢ dokazano na Algebri) glavne
rezultate Galoisove teorije.

Teorem 21. Neka je L/K normalno prosirenje i G = Gal(L/K). Tada je K
fiksno polje od G i K nije fiksno polje niti jedne druge podgrupe od G.

Teorem 22 (Osnovni teorem Galoisove teorije). Neka je L/K normalno prosi-
renje i G = Gal(L/K). Tada postoji bijekcija izmedu podgrupa od G i medupolja
K C F C L. Ta bijekcija u jednom smjeru Salje podgrupu H u fiksno polje od
H, a u drugom Salje medupolje F v Gal(L/F).

Nadalje, medupolje F' je normalno nad K ako i samo ako je Gal(L/F) nor-
malna v Gal(L/K).
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Dakle imamo:
{Fpoljee KCFCL}+—{H:H<G}
Fr+— Gal(L/F)<G
"+ H<G

Teorem 23. Neka je L/K normalno prosirenje, te neka je E O K bilo koje
prosirenje. Oznacimo s EL polje generirano s EUL. Tada je EL O E normalno
i Gal(EL/E) normalno i Gal(EL/E) se ulaZe u Gal(L/K) restringirnajem na
L. Ta restrikcija je izomorfizam ako i samo ako je ENL =K.

0.6 Konstruktibilnost ravnalom 1 Sestarom

Problem: Sa ravnalom i Sestarom u konfano mnogo koraka rijesite sljedece
probleme:

1. "Duplikacija kocke" - konstruirati kocku s duplo veé¢im volumenom,
2. "Trisekcija kuta" - podijeliti zadani kut na 3 jednaka dijela,
3. "Kvadratura kruga" - Za zadani krug konstruirati kvadrat iste povrSine.

Neka je zadan skup F koji predstavlja skup to¢aka u ravnini. Definiramo Dg
kao skup svih pravaca koji prolaze kroz dvije toc¢ke iz E. Takoder, definiramo
Cg kao skup svih kruznica sa sredistem u nekoj tocki iz E i radijusom jednakim
udaljenosti izmedu nekih tocaka iz F.

Tocka u ravnini je konstruktibilna u jednom koraku iz E ako je:

1. presjek dvaju pravaca iz Dg,
2. presjek pravca iz Dg i kruznice iz Cg,
3. presjek dviju kruznica iz Cg.

Konstruktibilnost u n koraka u iz E se definira induktivno.

Koordinatni sustav ¢emo postaviti tako da su O € E i (1,0) takoder iz E.
Neka je k = Q(F), gdje je F skup svih koordinata tocaka iz E u toj bazi.

Tada:

e Svaki pravac iz Dg ima jednadzbu:
ax+by+c=0, a,bcek
e Svaka kruZnica iz Cg ima jednadzbu:
2>+ +ar+by+c=0, abceck

Propozicija 24. Neka je P = (p,q) tocka u ravnini konstruktibilna u jednom
koraku iz E. Tada je k(p, q) ili jednako k, ili je kvadratno proSirenje od k (vrijedi
i obrat).



SADRZAJ 18

Dokaz. (a) Presjek dvaju pravaca:
ar+by+c=0 i dar+by+d=0
Pretpostavimo da ovi pravci nisu paralelni.

3(z,y) € k? koji zadovoljava ove 2 jednadzbe
= klp,g) =k

(b) Presjek pravca i kruznice:
22+ +ar+by+c=0
drx+by+cd =0

—c = by

= = -

a
Uvrstimo u jednadzbu kruznice i dobijemo kvadratnu jednadzbu za y.

[k(z,y) : k(y)] =1
= [k(z,y): k] =11ili 2.

(¢) Presjek dvije kruznice:

Yy +y?+ar+by+c=0

i tde+Vy+d =0 /-
(a—ad)z+b-V)y+(c—c)=0
svodi se na  (b)

Korolar 25. Neka je P = (p,q) konstruktibilna iz E.

1. Tada postoji konacan niz polja K;,0 < i < n takav da je svako K; kva-
dratno progirenje od K;_1, Ko = K, K,, CR, K, = K(p,q).

2. p i q su algebarski nad K i stupanj im je potencija od 2.
Rijesimo sada probleme:

1. Neka je stranica kvadrata s vrhovima O i (0,1). Zelimo naéi kocku volu-
mena 2. Tada bi kocka s volumenom 2 BSO imala vrhove u O i (0, v/2).
Medutim stupanj od /2 je 3, pa tocka (0, V/2) nije konstuktibilna. Ovo
je dokazao Wantzel 1837.

2. Problem je ekvivalentan iz toga da iz zadanog cos 3a dobijemo cos . Me-
dutim, lako dobijemo

cos 3o = 4 cos® o — 3 cos a.
Uzimanjem x := cos a vidimo da zapravo trazimo korijen jednadzbe

423 — 3z — cos 3a.
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Npr. ako uzmemo a = 40°, slijedi cos 3o = —1/2, te vidimo da je 42% —
3x+1/2 ireducibilna nad Q. Dakle z je stupnja 3 nad Q. Dakle ne mozemo
ga konstuirati. Ovo je dokazao Wantzel 1837.

3. Radijus je BSO 1, slijedi da je volumen jednak w. Dakle problem je
ekvivalentan konstrukciji kvadrata sa stranicom duljine /7. BSO jedna
stranica ima vrhove u O i (0, /7). Medutim 7 nije algebarski (Lindeman-
Weierstrassov teorem, 1882.), tako da druga tocka nije konstruktibilna.

0.7 Prsteni cijelih

Cilj: Izgradnja "teorije faktorizacije" u poljima algebarskih brojeva K (proSire-
nja nad Q, tj. K/Q) iprsten Z C Q.
Treba odabrati pravi potprsten R. Zelimo:

1. "Smislena teorija faktorizacije."
2. Prsten R odgovara polju K kao §to prsten Z odgovara polju Q.

a) K je polje razlomaka od R.
b) (jate) Va € K, In € Z t.d. na € R.

3. RNQ=2

Primjetimo: Svojstvo 2 ne odreduje R jedinstveno. Npr. neka je S = pravi
podskup prostih brojeva.
Definicija:

Sz, = {% ta,b € Z,ged(a,b) =1, isvi prosti faktori od b su iz S}

Npr. za S = {2},

S_lZ:{%:aEZ,ueNO}

Ono 8to zapravo zZelimo postiéi je jedinstvena faktorizacija proizvoljnog ide-
ala na proste ideale. Sada ¢emo vidjeti da to ne mozemo posti¢i u svakom
potprstenu polja algebarskih brojeva.

Primjer:

Q(Vd) > Z[Vd]
d=-3
4=2-2=(1+v-3)(1-v-3)

Elementi 1 & /=3 su ireducibilni u prstenu Z[v/—3].

Je 1i jedinstvena faktorizacija ideala u ovom prstenu? Pogledajmo primjer:

a=(2,14++/-3) (nije glavni ideal)
a®=(2,1+vV-3)(2,1+vV=3) = (4,2(1 +V-3), -2 +2V/-3)
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=(4,24+2v-3,-2+4+2v-3) = (4,24 2v-3)
=2(2,14+v=3) = (2)a
= Imamo li jedinstvenu faktorizaciju ideala? Ako je tako, onda bismo imali
= (2) =(2,1+ v/—3), 5to nije istina.
Odabrali smo krivi prsten! Pravi prsten bi bio Z [%], i u njemu je
jedinstvena faktorizacija na proste ideale.
Definicija. Neka je R integralna domena, R C K, gdje je K polje algebarskih
brojeva. Element a € K je cijeli nad R ako poniStava normirani polinom iz

R[z]. KaZemo da je R integralno zatvoren u K ako svaki element iz K, koji
je cijeli nad R, lezi u R.

Primjer 9. Neka je R =7, K = Q, i neka je a = r/s, gdje (r,s) = 1, poniStava
polinom f € Z[z] oblika:

"4 ap 12" P+ taxt+ag=0

n n—1
o ) () e g

Imamo:
"+ 1" s 4 ars™ T 4 ags™ =0,
= S(an,l'r'n_l 4+ 4 alrs"—2 + aosn—l) —
=s|-r"=s=1.
Dakle o € Z.

Propozicija 26. Ako je K polje razlomaka od R, i ako je R DJF, tada je R
integralno zatvoren u K.

Dokaz. Potpuno isto kao i u primjeru. O

Obrat ne vrijedi! Prsten Z[v/—5] = R je integralno zatvoren u K = Q(v/—5),
koje je polje razlomaka od R, ali R nije DJF.

Primjer 10. Da li je uvjet da je K polje razlomaka od R uvijek potreban?
Promotorimo primjer Z[i] C Q(i). Element i € Q(i), jer polinom f(z) = 2% +1,
zadovoljava f(i) = 0, §to znadi da je i cijeli nad Z; dakle Z nije integralno
zatvoren u Q(7).

Primjer 11. Neka je
R=7Z[V=3], K=QW=3), f(z)=2>+z+1¢€Z[V3a

Vrijedi f(a) =0 za «a= %‘/j‘g Posto a ¢ R slijedi da R nije integralno
zatvoren u K.
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= Z[v—3] nije integralno zatvoren.

Definicija. Kazemo da je a € Q (polje algebarskih brojeva) cijeli algebarski
broj ako postoji f € Z[x] takav da je f(a) = 0, pri ¢emu je f normiran polinom.
Skup cijelih algebarskih brojeva ozna¢avamo s A.

Napomena: Uvjeti:
1. R je integralno zatvoren u K.
2. K je polje razlomaka od R.
osiguravaju da je R "dovoljno velik". Mi zapravo trazimo najmanji takav R.

Definicija. Neka je K polje, a R prsten. Integralno zatvorenje od R u K
je podskup od K koji sadrzi sve elemente koji su cijeli nad R.

Definicija. Neka je K polje algebarskih brojeva. Definiramo prsten cijelih
brojeva Ok u K kao integralno zatvorenje Z u K.

Dakle O =ANK

Treba dokazati da je Ok prsten!

Propozicija 27. Neka je K polje algebarskih brojeva (PAB). Za o € K sljedece
turdnje su ekvivalentne:

1. aeA (x€Ok).

2. Prsten Zla] je konacno generiran Z-modul.

3. «a pripada podprstenu R C K koji je konacno generiran Z-modul.
4. Postoji konacno generiran Z-modul R C K t.d. je aR C R.

Dokaz:
(1) = (2): Postoji polinom f, € Z[x] takav da je f,(a) = 0. Vrijedi

Zle] = Z[xl/ (fa) -

Dakle, Z|a] je kona¢no generiran kao Z-modul sa generatorima 1, o, o2, ..., a" "1,

gdje je n = deg(fa).
(2) = (3): Uzmimo R = Za], koji je po pretpostavci konaéno generiran.
(3) = (4): Uzmemo opet R koji zadovoljava (3); on ¢e zadovoljavati i (4).
(4) = (1): Pretpostavimo da postoji Z-modul R C K koji je generiran s
a1,az,...,a4, € Ryteaag; € Rzat=1,...,n. Tadazasve:=1,...,n vrijedi:

n
aa; = E bijaj, bijEZ, t=1,...,n.
Jj=1
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Zapistimo to kao:

<6ij0é — b”) aj =0.
1

n
Jj=

Dakle, jednadzba
((Sija_bij)szo, Z=1,,n
=1

J

ima netrivijalno rjeSenje. Definiramo matricu M:
M = (dijer = bij); -
Posto jednadzba ima netrivijalno rjeSenje, slijedi da je
det M = 0.
Medutim det Mje normirani polinom u a:
™+ (b11 +baa+ -+ bpn)a" =0,
Iz ovoga zaklju¢ujemo da je o € Ok

Lema 28. Neka je a € K. Tada postoji q € Z takav da qa € Ok .

Dokaz. Neka je fo(z) = 2"+ an_12" 1 +...+ag € Q[z] minimalni polinom od
.
Postoji ¢ € Z takav da

qr" + qan_12"" 4+ - + gag = qfa(x) € Z[z].
Definiramo polinom:
g(z) = Zq"iiaixi € Zlx].
i=0
Vidimo i da je g normiran, dakle njegovi korijeni su cijeli. Vrijedi:
9(qa) = ¢"" + ¢"an_10" " + -+ q"ap = ¢" f(a) = 0.
Dakle, qa € O O

Lema 29. Neka je o, 8 € Ok. Tada je Z]a, 5] konacno generiran Z-modul koji
je sadrzan u K. Opéenito, Z[ay,...,a,] je konacno generiran podmodul od K
za aq,. ..o € Ok.

Dokaz. Neka su aq, ...ap generatori od Z[a], a by,...b generatori od Z[f].
Slijedi da {a;b; | 1 <i < k,1 < j <1} generira Z|a, f]. O

Teorem 30. Oy je prsten.
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Dokaz. Neka su «, € Og. Moramo dokazati da o + 8, a8 € Og. Po prosloj
lemi Z [« f] je kon¢no generiran Z-modul, te slijedi da a+8,a8 € Z oy, 8]. O

Propozicija 31. Neka je f(x) € Ok|z], te je a korijen normiranog polinoma f.
Tada slijedi da je o cijeli nad O, drugim rijecima O je integralno zatvoren.

Dokaz. Neka je:

flz) =a" +an71$n_1 +---4ag € OK[ida gdje su a; € Ok.

Definirajmo S = Z|ag,...,a,—1]. Po lemi je to kona¢no generiran Z-modul.

Ako definiramo S’ := S[a], tada je S’ kona¢no generiran S-modul, a time i

kona¢no generiran Z-modul. Po propoziciji (3), slijedi da je a € O. O
Zakljucak:

Ok =KnNA={ae€eK: focZiz]}={aeK: f[f,e€Oxklz]},

gdje zadnja jednakost slijedi iz integralne zatvorenosti od Og. Dakle O je
"dovoljno velik prsten".

Neka je K = Q(V/d), gdje je d € Z kvadratno slobodan. Odredimo Ox-.
Neka jewv € K = o =a+b/d, a,be Q b+#0. Pretpostavimo da je
a ¢ Q1ia € Ok. Minimalni polinom f, od a je: fo(z) = 2% — 2ax + (a® — b%d),
(DZ).
€0, & fo€Zlzle 20€Z; d®>-VdeZ

Ako a € Z = b?d € Z, pa posto je d kvadratno slobodan, slijedi da je
VeZ=>bel.
= acZ|Vd.

Za o € Z[\/d] slijedi f, € Z[z], dakle a € O. Dakle Z[vd] C Ok.
Neka je sada a ¢ Z.

2
agd? EEL =9 aleZ:%—zﬁdeZ

2
b
= b= —1, by €Z
2
Vidimo, posto je a; neparan, da vrijedi a2 = b3 1 (mod 4), pa slijedi

l1—-d=a?—-b3d=0 (mod 4). Dakle, vrijedi d =1 (mod 4)
Dobili smo da je, ako K = Q(\/&), slijedi

O — Z[%}, akod=1 (mod 4),
“ T zva, ako d=2,3 (mod 4).
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0.7.1 Trag i norma

Definicija. Neka je K polje algebarskih brojeva tako da [K : Q] = n. Neka su
o1,...,0, ulaganja K — C.
Za element o € K definiramo:

Trpla) = Zm(a), je trag od a nad Q,
i=1

Ngjola) = H%‘(Oé), je norma od « nad Q.
i=1

Odmabh slijedi iz definicija:

T(a+pB)=T(a)+T(p),
N(af) =N(a)N(B), Va,B€K,
T(ra) =rT(a)
N(ra) =r"N(a), reQaekK,
T(r)y=n-r,
N(r)=r", vr e Q.
Neka je « element stupnja d nad Q ([Q(a) : Q] = d). Tada definiramo trag
t(a)) 1 normu n(a) kao zbroj (umnozak) konjugata od a nad Q.

Lema 32. Vrijedi T(a) = 2t(a), i N(a) = n(a)4.

Dokaz. Ovdje su t(a) i n(«) trag i norma od « u odnosu na prosirenje Q(«a)/Q.
Buduéi da se svako laganje iz Q(«) < C moZe prosiriti na to¢no 2 ulaganja

d
K < C, te je svako ulaganje od « odredeno djelovanjem na Q(«), lema slijedi.
O
Korolar 33. T(a) i N(a) € Q.
Dokaz. Dovoljno je prema Lemi [32| dokazati da ¢(a) i n(a) € Q.
Neka je minimalni polinom od a nad Q:
fx)=a2%+ag_ 129V + -+ a12 + ag
=(x—o)(z—a) - (x—ag).
Prema Vieteovim formulama,
t(a) = —aq-1 € Q,
n(a) = (-1)% € Q.
O

Korolar 34. Ako je a € Ok, tada je T(a), N(a) € Z.
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Dokaz. Buduéi da je o € Ok i da je f(z) € Z[z], slijedi odmah ¢(a),n(a) €
Z. O

Primjer 12.
K = Q(Vd)
Ty jo(a+bVd) = 2a
Ngg(a+bvVd) = a* — db*.
Lema 35. Za u € Ok vrijedi

uw€ 0 <= N(u)==%l.

Dokaz.
Postoji v € Ok takavda ww=1 /N
N(uv) = 1@ =1
= N@)N@w) =1
Po Korolaru, N(u),N(v) € Z
= N(u) ==l
Neka je f minimalni polinom od wu.

f(z) =2 +ag 1297 + ...+ a1z + (1) (v) € Z[z],
0= f(u) =u+ag_1u® 4 ...+ (=1)%n(u)

=u (udfl +ag_ul 4.+ a1) = (=) n(u) € {1}
= wueOg.

Primjer 13. Odredite O za: (1) K = Q(v/-2).

Znamo da je O = Z[v/—2|. Vrijedi « € Ox = a=a+by-2, a,beZ
Dalje vrijedi
N(a) = a® + 2b*

N@)=+1 & aa+20°=1
& a=%1, b=0
0% = {+1}.

Analogno vrijedi za sve Q(v/d), gdje je d < 0, osim za d = —1, —3.
(2) K =Q(i) Ve¢ smo pokazali:

0% = {+1,+i}.
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(3) Neka je:
K =Q(v-3),
Ok =17 {H;/j?’} .

Za o € Ok imamo a = a + b@, a,b € Z. Tada vrijedi:

2
N(a) = <a+ ;) + ZbQ
=a® +ab+ b2
Ako je N(a) = £1, tada imamo:

a’>+ab+ b =1.

Zakljuc¢ujemo:
o] <1,
b:—1:>1—a+a2=1:>a6{0a1}:>a€{1_;/_73’_1_2\/?3}’
b=0=a?>=1=ac{+1},
b:1:>1+a+a2=1=>a€{—1a0}:>a€{1+;/j3’_1+2\/_73}.
Dakle,

Oﬁ_{il,liﬁ,lizm}-

(ii) U slu¢aju kada je K = Q(v/2), imamo

Ok = Z[V?],
a:a—i—b\@, a,beZ,
N(a) = +1 & a? — 2% = £1.

Vrijedi: N(1++v2) = —1, N((1++2)") = (=1)". Dakle O% je beskona¢na
grupa. Iz teorije brojeva zapravo mozemo zakljuciti

O ={(1+V2)",neZ}.

Norma se moze koristiti da se pokaze da je element o € K ireducibilan ako
je N(a) = =+ prost broj. Ocito to implicira da je « ireducibilan.

1. 9++/10 je ireducibilan u K = Q(+/10), jer je N(9++/10) = 81 —10 = 71,
$to je prost broj
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2. Neka je Og = Z[v/-5]. Tada u Ok ne sadrzi elemente = +2 (mod 5)
posto
a® 4+ 5b* = £2  (mod 5),

nema rjeSenja. Slijedi da su npr. elementi 2,3, 1+ +/—5 ireducibilni (posto
ne postoje elementi norme £2,+3 u Ok).

Norma i trag elementa se mogu definirati opcenitije. Neka je L/K proSirenje
polja, gdje je [L: K] =n, a 01,...,0, su K-ulaganja L < C.
Definiramo trag T7, /x (o) kao:

Tp/k(a) = Z oi(a)

i normu Ny, /g () kao:

n

Np/k(a) = Hai(a)-

i=1
Lako se vidi sljedece:

Propozicija 36. Neka je a € L, te L/K prosirenje. Vrijedi Ty, () € K, te
Np/k(a) € K. Ako je a € Oy, tada je Ty, /(o) € Ok, te N/ (a) € Ok.
Teorem 37. Neka su K C L C M polja algebarskih brojeva. Tada za o € M
vrijedi:

Tr x (Tayo(@)) = Tayx (@),

Nijk (Najr(a)) = Nagyre(e).

Dokaz. Neka su oy, ...,0, K-ulaganja L — C i neka su 7,...,7, L-ulaganja
M — C. o;-eve moZemo prosiriti na K ulaganja M < C (nece bitan biti izbor
ulaganja).

Tada imamo:

i=1

Tr ik (Tayo(@) =Tk (Z n(a))

gdje o;7; K-ulaganja M u C, te ih ima m -n = [M : K|. Treba pokazati da su
sva razli¢ita, to jest

0iT; = 0uTy & i=u, J=0.
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Neka je 0:7j|m = ouTo|m
= aiTj|L:0uTv|L
= oilL=0ulL
osto je 7;, T, identiteta na L. Dakle i = u. UvrStavanjem gore dobijemo
TilM=TolM =T =Ty = j=0.
O
0.7.2 Diskriminanta
Definicija. Neka je K PAB i neka je [K : Q] = n. Ozna¢imo s o1,...,0,,
ulaganja K — C, i neka su a1, ...,a, € K. Diskriminanta A (aq,...,a;,) je
kvadrat determinante matrice (0;(c;)), ;-
Primjer: Neka je K = Q(v/2). Tada:
VCAYE
A(l, 2): — (—2V2)? =38
A)-|(} ) -com
Lema 38. Neka su oznake kao t© iznad. Tada vrijeds
A(Oll, ey O[u) = det (TK/Q(OQOZJ))” .
Dokaz. Neka je A= (0;(c;))ij. Posto je det(A) = det(A7), vrijedi
det(A) = Ao, ..., ap) = (det(A))? = det(A™A)
n
= det (Z Uk(ozi)ak(ozj)>
k=1
= det (Z Uk(aiaj)>
k=1
= det (’HK/Q(O‘iaJ‘))ij
O
Primjer:
2 0
A(1,V2) = = 8.
Korolar 39. A(ay,...,ay) € Q, iako suay,...,a, € Ok, tada je Aoy, ..., q,) €

Z.

Teorem 40. A(ay,...,an) =0< ai,...,q, su linearno zavisni nad Q.
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Dokaz. Ako su aq,...,ay linearno zavisni, tada postoji relacija

u
a1 = E ;05
=2

Onda imamo matricu:

or() oi(a) -+ oi(an) o) ... o) ...
SO A P o P P2 B 0
] — al 7 e 7 DRI = .
: i=2 E
O'n(al) an(ag) Un(an)
Dakle imamo 2 ista stupca, pa je A(aq,...,a,) =0.

Neka je A(ai,...,a,) = 0 i pretpostavimo suprotno, tj, ai,...,ay,
linearno nezavisni and Q.
Oznaéimo s Ry, R, retke matrice

A= ’H(aiaj)ij

Vrijedi det A = A (aq,...,0) =0.
= Ry,..., R, su linearno zavisni nad Q, pa postoji relacija:

a1Ry +asRa+ ...+ a,R, =0, gdjesua; €Q, 1inisusvia; =0

pa posto suma u j-tom stupcu mora biti 0 vrijedi:

n
ZaiTr(aiaj) =0, Vj=1,...,n.
i=1

Neka je @ = a1y + asas + ... + ana, = a £ 0.
Pogledajmo

Tr(aa;) = Tr (Z aiaiaj> = Zaf[‘r(aiaj) =0, Vj=1,...,n.
i=1 i=1

= Tr(af) =0, VB€EK.
Medutim

nzTr(l)zTr(a-1>:O,

!
dakle dobili smo kontradikciju. O
Propozicija 41. Neka je K PAB s bazom (nad Q) aq,...,a, € Ok. Tada za

a € Ok, a = ajoy+asas+. . . +anay,, gdje sua; € Q, vrijedi A (aq, ..., ap)-a; €
Z.
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Dokaz. Neka je A := A(aq,...,qn,).
Neka su o1, ..., 0, ulaganja K <— C. Promotrimo sustav

O'Z‘(Oz) = aloi(al) + CLQJZ'(OLQ) + ...+ anol-(an).
Dobili smo linearni sustav s n nepoznanica. moZe se zapisati u matrici oblika:

o1(a) oi(ar) - oi(an) a

O'n(OZ) Un(al) Tt Un(an) (7%

Posto je A # 0, slijedi da postoji jedinstveno rjeSenje. Po Cramerovom
pravilu: a; = %, gdje je ; dobivena zamjenom stupca i sa stupcem rjeSenja, a
¢ je determinanta matrice jednadzbe. Vidimo da su A,~; € Ok, te

2

0
Aa; = VT = ;6 € Og.

Slijedi Aa; € QN Ok = Z. O

Teorem 42. Neka je K konacno proSirenje polja Q stupnja [K : Q] = n. Tada
je prsten cijelih brojeva Ok slobodan Z-modul ranga n.

Dokaz. Neka je {a1,as,...,a,} baza od K nad Q s o; € Og; takva postoji po

Lemi [28] te
Zoy + ... Zoy, € Ok,

slijedi da je rang od O vedi ili jednak od n.
Po prosloj propoziciji vrijedi:

1
Ok C Z Z s+ Do),
K_A(al,ag,...,an)( o+ Zaz -+ Lay)
pa slijedi da je rang Ok manji ili jednak od n. O

Korolar 43. Ok je Noetherin prsten.

Dokaz. Po proslom teoremu mozemo zapisati
Ok =Z]aa, ..., q,]

za neke aq, ..., qy,.
Dakle postoji surjektivni homomorfizam

Zlx1, ..., xn] = Zag, ..., ap).

Posto je Z[x1, ..., x,] Noetherin prsten, slijedi da je i Z[ay, ..., ap]. O
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0.7.3 Dedekindove domene

Definicija (Dedekindova domena). Integralnu domenu R nazivamo Dedekin-
dovom domenom ako zadovoljava sljedece uvjete:

e R je Noetherin prsten (svaki ideal u R je kona¢no generiran),
e R je integralno zatvoren u svojem polju razlomaka,

e Svaki nenul prosti ideal je maksimalan.

Lema 44. Neka je a ideal u O (prstenu cijelih brojeva PAB K ), gdje a # (0).
Tada vrijedi a NZ # {0}.

Dokaz. Neka je a € a. Tvrdimo da
NK/Q(OZ) €ant.

Treba dokazati da Nk q(a) C a.
Neka je 0 : K < C neko ulaganje, te ay, as, ..., q, svi konjugati elementa
a nad Q. Neka je BSO a; = o(a). Tada vrijedi:

Nk gla) = ajag -+~ ay,
te definirajmo o := s - - - a,. Primjetimo da su svi konjugati od « cijeli alge-
barski brojevi, pa je i o cijeli algebarski broj.
Slijedi
N, o
o = Vr/e(@)
a1

€ Ok.
Neka je o takava da je o := o(a).
Bududi da je a ideal, zaklju¢ujemo da o”« € a. Konafno imamo:
o a=0"1d) o7 1) =0 (a1 ... o) = Ngjgla).
Dakle o’ - o € Z N a, te smo gotovi. O

Propozicija 45. Ok je Dedekindova domena.

Dokaz. Tvrdimo da je svaki prosti ideal p u O maksimalan ideal.

Neka je P neki prosti ideal, pa po Lemi [#4] postoji m € Z N P. Dakle,
(m) C P.

Pogledajmo preslikavanje ¢ : Og /(m) — Ok /P zadano sa

a+ (m)—a+ P

O¢ito je surjekcija.
Ako je [K : Q] = n, tada je

Ok /(m)|) = [(Zan + Zas + ...+ Zay,) /(m)| = m"™ < +o0,

za neke aq,..., Q.

Slijedi da je Ok /P kona¢na integralna domena. Medutim svaka konacna
integralna domena je polje (DZ - pogledajte potencije od z, pa zbog kona¢nosti
postoji neki m takav da je 2™ = z, pa slijedi da je 2™~ ! = 271.) Slijedi da je
P maksimalan ideal. O
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0.7.4 Jedinstvena faktorizacija u Dedekindovim domenam

Lema 46. Neka je A ideal u Dedekindovoj domeni R. Tada postoje prosti
ne-nul ideali p1,...,p, t.dpr-... - p, C A.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka postoje ideali za koje to ne vrijedi, te na-
zovimo skup takvih ideala S. Posto je R Noetherin, postoji maksimalni element
u tom skupu; nazovimo ga B. Posto je B iz S, on nije prost.

Dakle postoje o, 5 € B takvida o € B,alia ¢ Bi§ ¢ B.

Posto je B maksimalan u S, slijedi da B + («) i B + (8) nisu iz S. Sada
imamo

(B+(a))(B+(8)) = B- B+ B(a) + B() + (a)(8).

Vidimo da su svi sumandi iz B, pa je i suma iz B.

Medutim, posto B + («) i B + (8) nisu iz S, slijedi da postoje ideali p;, ¢;
takvi da

B+ (o) 2p1- ... pr,
B+@B)2q - -q,
pa je
pre-.prqre--.q S (B+(a)(B+(B)) € B,
Sto je kontradikcija s naSom pretpostavkom. O

Lema 47. Neka je A # 0 ideal u Dedekindovoj domeni R, i neka je A # R.
Neka je K polje razlomaka od R. Tada postoji element v € K takav da je
YACRivy¢R.

Dokaz. Neka je 0 # «a € A proizvoljan. Sada po prosloj lemi postoje prosti
ne-nul ideali py, ..., pg takvi da je
(@) Dp1-... pk

takvi da je £ minimalan. Posto je prsten R Noetherin, A je sadrzan u nemkom
maksimalnom idealu P. Vrijedi

POAD(a)2p1-... Py

S druge strane, posto je R DD, slijedi da su py, ..., pr maksimalni. Dakle BSO
vrijedi P = p;. Primjetimo da ako je k =1, tada je pa-...-pr = R.

Po pretpostavci minimalnosti od k, slijdi da « ne sadrzi produkt k—1 prostog
ideala. Dakle postoji 8 € py - ... pi takav da 8 ¢ ().

Neka je v := g Tvrdimo da v zadovoljava lemu. Vrijedi

Ly¢ Rjer B¢ (a)

2. Za svaki o/ € A, slijedi da je Sa’ € p1 -pa - ... pg, posto je o’ € p1, a
B E€ps-... pg. Dakle o/ € py - ... pr C (). Slijedi da je
!
1
’y-o/zﬁa € —(a) =R.

« «
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O

Propozicija 48. Neka je A # 0 ideal uw DD (Dedekindovoj domeni) R. Tada
postoji ideal B C R t.d je AB glavni ideal.

Dokaz. Neka je 0 # o € A ineka je
B:={f e RIFAC (a)}.

Posto je a € B, slijedi da B # (0). Takoder, lako se provjeri da je B ideal.
Nadalje, po definiciji od B slijedi da je

AB C (a).
Tvrdimo da je AB = (). Promotrimo C := LAB C R. Vrijedi
AB = (a) <= C =R.

Posto su A i B ideali u R, slijedi i da je C' ideal u R.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je C' # R. Po Lemi[d7} postoji v € K takav
da v ¢ R takav da je vC' C R.

Mi ¢emo pokazati da je 7 nultocka normiranog polinoma iz Rz|, iz Cega
¢ée slijediti da je v € R, posto je R integralno zatvoren. To ¢e medutim biti
kontradikcija s naSom pretpostavkom na +y.

Primjetimo da za svaki f € B vrijedi

s=Ltasec,
8]

pa je B C C. Imamo
vB C~vC C R.

Sada tvrdimo: . Neka je 8 € B proizvoljan. On zadovoljava

Ba’ € (a) za sve o € A. Zelimo dokazati:
Vo' € A, yBd € (a).
Fiksirajmo o’ € A. Vrijedi
Ba’ € ()  (po definiciji od B),
— Ba’ =ad, zanekidc R
1
= d=-dpeC
a
= €yCCR

= vBa’ = ayd € (o) posto je vd € R.
— € B=—~vBCB.
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Imamo da je B ideal u R, pa posto je R Noetherin, B je kona¢no generiran
kao R-modul, tj. B = R[by,...,b,]. Ako promotrimo mnoZenje s 7 to je "line-
arni operator”" u B, pa moZemo djelovanje na bazu {b1, ..., b,} zapisati s nekom
matricom M s koeficijentima iz R. Po Hamilton-Cayleyevom teoremu postoji
normirani polinom iz R[x] koji poniStava ~, poSto je v svojstvena vrijednost od
matrice M. O

Lema 49. Neka su A, B,C ideali u R. Tada AB = AC povlaci da je B = C.

Dokaz. Neka je A’ C R ideal takav da je AA’ = («) glavni ideal; takav postoji
Propoziciji
Posto je AB = AC, slijedi da je

AA'B = AA'C,
pa je
(a)B = (a)C, to jest aB = aC.
Slijedi da je B = C. O

Definicija. Za ideale A, B u Dedekindovoj domeni R kazemo da B dijeli A ako
postoji ideal C' u R takva da je A = BC.

Primjetimo da ako B dijeli A, tada B 2 A. Dokazimo da u Dedekindovoj
domeni vrijedi i obrat ovoga.

Lema 50. Neka su A, B ideali u Dedekindovoj domeni R. Tada B dijeli A ako
1 samo ako B D A.

Dokaz. Ovo je ocito.
Neka je B C A, B’ ideal takav da BB’ = (). Neka je

C= %B’A CR.
Ovo je ideal u R posto je B D A. Slijedi
BC = lBB/A = lBA = A.
g s
O

Definicija. Kazemo da se ideal A C R faktorizira u proste ideale ako se moze
zapisati kao A = P1 Py ... Py, gdje su P; # 0 prosti ideali u R. Kazemo da se A
jedinstveno faktorizira u proste ideale ako je faktorizacija od A u proste ideale
jedinstvena do na poredak P;-ova.

Teorem 51 (Teorem o jedinstvenoj faktorizaciji u DD). Svaki ne-nul ideal u
DD R ima jedinstvenu faktorizaciju u proste ideale.
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Dokaz. Dokazimo prvo da se svaki ne-nul ideal faktorizira u proste ideale. Neka
je S skup pravih ideala koji se ne faktorizira u proste ideale. Pretpostavimo
S #0.

Posto je R Noetherin, slijedi da S ima maksimalni element A (primjetimo da
ovo ne znadi da je A maksimalan ideal). Slijedi da je A C P za neki maksimalan
ideal P. Posto je R Dedekindova domena, P je prost ideal. Po Lemi [50 slijedi
da P dijeli A, pa je A= PB za neki ideal B u R.

Pokazimo da A # B. Pretpostavimo suprotno, tj. A = B. Podijelimo
B = A= PB s P; dobijemo P = R, §to je kontradikcija.

Dakle imamo A C B, A # B, tj. A C B. Slijedi da B ¢ S, dakle B se
faktorizira na proste ideale

B=P ...P,.

Slijedi da se A faktorizira u proste ideale
A=PP,... P,

§to je kontradickija.
Dokazimo sada jedinstvenost faktorizacije. Pretpostavimo

Q1...Q.=A=P,...P,

za neke proste ideale @Q;, P;. Slijedi P1|Q1 ... Qs, paje P1 O Q1 ...Qs. Posto je
Py prost, slijedi da P; O Q; za nekii € {1,...s}. BSOMP ¢ = 1. Imamo P; D
@1, te je @1 maksimalan, po$to smo u DD. Dakle slijedi P, = Q1. Dijeljenjem
s P| = )1, te ponavljanjem ovog postupka dokazujemo teorem. O

Primjer 14. Pogledajmo faktorizaciju 6 u Z[/—5]. Neka je
P =(2,1+V=5), Py=(3,1+vV=5), Py=(3,1—+v=5).
Sada imamo
(P2)(PyPs) = (2)(3) = 6 = (14 vV=5)(1 — V=5) = (P, P,)(P, Ps).

Tako faktorizacija elemenata u ireducibilne nije jedinstvena, faktorizacija u proste
ideale je.

0.7.5 Odredivanje Ok
Sjetimo se da je slobodna Abelova grupa ranga n generirana s {z1,...,Z},.

Lema 52. Neka je G slobodna Abelova grupa ranga n s bazom {x1,...,2,}.
Pretpostavimo da je A = (a;;) n X n matrica, s a;; € Z. Tada su elementi

n
Y; = E AijTj, i=1,...,n
j=1

baza za G ako i samo ako det A = +£1.
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Dokaz. Imamo

n
Yi = E AijTj, 7;:17...,71
j=1

pa posto y;-evi ¢ine bazu, imamo i

n
Ty = E bijyj, i:l,...,n
j=1

za neke b;j-eve. Neka je B = (b;;). Slijedi

n

yi =D aiz y_bjiyi = Y (D aijbji)yi.
j=1 i=1

j=1 i=1

Dakle imamo AB = I,,, paje det(AB) = det Adet B = 1. Postosudet A,det B €
Z, slijedi det A € {£1}.

Neka je det A € {£1}. Primjetimo da to implicira da su y;-evi linearno
nezavisni. Vrijedi A=! = (det A)_lfl, te su koeficijenti od A iz Z. Slijedi da su
koeficijenti od A™! iz Z. Neka je B = A~! = (b;;). Imamo da je

n
x; = E biy;,
=1

pa slijedi da y;-evi generiraju G (poSto moZemo generirati sve x;-eve.) O

Sjetimo se A({a1,...,an}) = det(o;(e;));;. Uzmimo neki skup {51, ... 5.}

takav da
n
B = cirau,
i=1

za neke ¢, € K, te neka je C' = (¢;;).
Tada vrijedi (ostavljamo dokaz za DZ):

A({ﬂlvvﬂn}) = (detc)zA({alﬂ"'aO‘n})' (1)

Definicija. Diskriminanta Ag od PAB K je A({a,...,an}), gdjeje{aq,...,an}
baza od Ok kao Z-modula.

Teorem 53. Neka je G aditivna podgrupa od O ranga [K : Q] = n sa Z-bazom
{a1,...,an}. Tada |Ok/G|? (ovdje Ok promatramo kao aditivnu grupu) dijeli
Al{aq,...,an}).

Dokaz. Vrijedi (DZ): Postoji baza {1, ... 8n} od Ok takvadaje {p1 51, ..., ttnfBn}
Z-baza od G, gdje su p; € Z. Sada je po @

A({O{l,. .. ,O{n}) = (Ml te..t Mn)2A({Bl, e ,ﬂn}) = |OK/G|2AK

Sada tvrdnja teorema slijedi iz Ax € Z. O
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Propozicija 54. Neka je G C Ok aditivna podgrupa s Z-bazom {aq, ..., an}.
Tada postoji x € Ok oblika

1
0 7’: T = 5()\10{1 + ...)\n()én),

gdje si 0 < \; <p—1,\; €Z, ip je prost broj takav da p?|A({aq,...,an}).

Dokaz. Ako je G C Ok, slijedi da je |Ox /G| > 1, pa postoji prost p koji dijeli
|Ok /G| ielement G # U € Ok /G takav da pU = G.
Dakle postoji x € %G, pa se on moze zapisati kao

1
x=—=(Ara1+... \pay).
D

Mozemo (ako je potrebno, nakon dodavanja elemenata iz G) pretpostaviti 0 <

Primjer 15. Dokazite da za K = Q(v/5) vrijedi O = Z {%} .

Posto su generatori od Z [HT‘/E} cijeli algebarski brojevi, o¢ito je da Og 2
7 [L\/ﬂ .

Treba samo provjeriti da Z {1 f} nije strogo manji od Og.

Baza za Z [H'T‘[] (nad Z) j { 1+2f}, te je
+

()

(ovdje smo ra¢unali diskriminantu preko traga). Posto je A ({1, #}) kva-
dratno slobodan, slijedi O = Z [%} .

2 1|
1 3]

Primjer 16. Odredite O za K = Q(+/5). Neka je 6 = /5. O¢ito je {1,6,6%}
Z-baza od Z[V/5], koji je ranga [K : Q]. Imamo 3 ulaganja o; : K < C, za
i=0,1,2, gdje je 0;(0) = (*0, gdje je ¢ treci korijen iz jedinice.

Sada imamo

1 0 e 11 1l
A({1,0,6°}) =1 ¢o ¢%0% =01 ¢ | =5%(¢*—)? =5%3*(*~()?
1 (26 §92 1 (2 ¢

— 5232((2 _ <)2 — _3352.
Dakle zakljutujemo [Og : Z [%ﬂ] € {1,3,5,15}.

Ako Z[{/5] # Ok tada postoji o € Ok gdje vrijedi jedna od sljedece mogué-
nosti:
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(1) 0# a= %A+ X0 + A\30%), gdje su 0 < \; < 2, ili

(2) 0#a=

PokaZzimo da (2) nije moguée, dok (1) ostavljamo za DZ. Posto je 1+¢+ (2
0 slijedi da je T'(a) = 3/5\; € Z, pa slijedi A; = 0. Ra¢unamo N (af + b§?) =
... = 5a® + 25b%. Dakle imamo

1
3
%()\1 + )\20 + )\392), nge su 0 S )\7, S 4.

_ 345

N(a) 25

7.
Slijedi
A3 +5X3 =0 (mod 25). (2)

Primjetimo
A =0 (mod5) <= A3=0 (mod?5),

i ako je to istina, dobijemo a = 0, pa mozZemo ovaj sluc¢aj odbaciti.
Neka je sada A3 #Z 0 (mod 5); sada iz (7)) slijedi da je

<_/\A32) =5 (mod 25),

(_/\)3\2> =0 (mod 5),

Sto je ocito kontradikcija jer implicira Ay =0 (mod 5).

pa slijedi

Primjer 17. Neka je K = Q((,). Pokazimo da je Ox = Z[(,]. O¢ito je Ok D
Z[¢,). Vrijedi
T(G)=C+ G+ + @ =—1

Takoder T(¢;) = T((p) = 1 za sve 1 <i < p—1. Vrijedi T(1) = p — 1. Takoder
T(l—Cp):T(l—C;)zpzasve1§i§p_1.
Sjetimo se da je

dp(@)=(+z+...+a" )= J] -,

pa slijedi

zasve 1 <i<p-—1.

Lema 55. Vrijedi pZ = (1 — (,)Ox NZ.
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Dokaz. Primjetimo da (1 — ¢,)|p (u Ok) pa je pZ C (1 — (,)Ox N Z. Pretpos-
tavimo da ne vrijedi jednakost. Tada posto je (1 — (,)Ox NZ ideal u Z i pZ je
maksimalan u Z, slijedi (1 — (,)Ox NZ = Z.

Dakle 1 € (1 — (,)Ok, to jest postoji @ € Ok takav da je 1 = (1 — (,)c.
Medutim tada bi moralo vrijediti N (1 — (,) = %1, §to smo vidjeli da ne vrijedi.

O
Korolar 56. Za svaki o € O vrijedi T((1 — ¢p)a) € pZ.
Dokaz. Neka su o takvi da je 03(¢,) = C.
T((1-¢p)a) = o1((1 = Gpa) + ... + op-1((1 = (p)ev)
= (1= Goi(a) + (1= oz(a) + ... (1= E™Hap-1(a).
Primjetimo da je
1=6 —14+G+C+.. + e Ok,
e ’ ’
pa (1 — )| T((1 = ¢)a). Dakle imamo
T((1 = ¢)a) € (1 =)0k NZ = pLL.
O

Propozicija 57. Ok = Z[(,] ~ Z[z]/¢,.
Dokaz. Znamo Z[(,] € Ok. Neka je a € Og. Tada je
a=ap+ar1lp+...+ap2? a; €Q.
Pomnozimo sve s (1 — (,); dobijemo
a(l =) =ao(l = G) +ar(p— )+ apa(B™? = 571
Slijedi
T(a(1 =) = T(ao(l = ¢p)) + T(a1ly) — T(ar() + T(az(y) — T(azp)+
oA T(ap—2Ch?) = T(ap—2Ch™).
Sada posto je T'(a;(}) = T(a;(]) za svaki 1 < i < p— 1, slijedi
T(a(l = ¢p)) =T(ao(l = ¢p)) = aoT((1 = ¢p)) = aop-

Posto je po Korolaru |56/ T'(e(1 — (p)) € pZ, zakljuCujemo da je ag € Z.
Imamo da je o — ag € Ok, te slijedi

Bi=(a—ao)¢ "' =(a—a))d™" = a1 +aGy+...ap2007° € Ok

Ponavljanjem istog postupka za (3, tj. promatranjem T(8(1 — (,)), dobijemo
a1 € Z, i analogno za ostale a;-eve. O
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0.8 Faktorizacija ideala u poljima algebarskih bro-
jeva

Zelimo vidjeti kako se (n) faktorizira u Ox za PAB K. Vidjeli smo da se u
Z[\/-5] ideal (6) faktorizira kao (6) = PP, Ps.
Pogledajmo kako se (n) faktorizira u Ok za n € N. Primjetimo da vrijedi

k
(n) =(p1)---(px) gdjen= sz

Dakle treba samo odrediti kako se (p;)-evi faktoriziraju. Vidjeli smo na primjer
(5) = (2+1)(2—1) u Z[i]. Moze se i opéenitije promatrati, kako se za prosirenje
PAB L/K kako se faktoriziraju prosti ideali POk u Oy, tj, koja je faktorizacija
u proste ideale od POy,.

Lema 58. Neka je K PAB ip prost ideal u Ok . Tada postoji prost broj p € Z
takav da je p € ZNyp.

Dokaz. Prema Lemi [44] imamo pNZ # {0}. Ocito je i p NN # {0}. Neka je
n = min pNN. Tvrdimo da je n prost. Pretpostavimo suprotno. Neka je n = ab,
gdje a,b € N\{1}. Posto je n € p, vrijedi da je ab € p, pa posto je p prost,
slijedi da jeilia e pili b € p. O

Posljedica je da se svaki prosti ideal u nekom Og moze naéi kao faktor nekog
(p) za p € Z. Dakle trebamo vidjeti kako se faktorizira pO.

Pogledajmo sada jednostavniji sludaj kada je Ox = Z[a], za neki a € Ok.
Ovo ne mora vrijediti opcenito! Neka je f = f alpha minimalni polinom
od a.

Imamo

O ——— Ok /pOxk
Z[x)/(f) —— Zlz]/(p, f) = Fpla]/(f)

gdje su vertikalne strelice izomorfizmi, a f oznac¢ava redukciju od f modulo p.
Pogledajmo prvo sluc¢aj kada je f stupnja 2. Onda dakle mora i f biti stupnja
2, jer je f normiran. Polinom f je ireducibilan, ali f ne mora biti. Imamo 3
moguénosti
1. f je ireducibilan

2. f =gh, gdje su g, h € Fp[z] stupnja 1, te nisu medusobno asocirani.

3. T = g2, gdje je g € Fp[z] stupnja 1.
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Pogledajmo sada Sto se dogodi u svakom od slucaja:

1) f je ireducibilan <= (f) je maksimalan ideal u F,[z] <= F,[z]/(f) je
polje <= Ok /pOk je polje <= pOy je maksimalan <= pOy je prost.

2) f=gh =

Fplz]/(f) = Fpl]/(g) x Fplz]/(h) ~ Fp x Fp.

Pogledajmo homomorfizam

¢ : O = Fplz]/(g) = Fpz]/(g) x Fpla]/(h),

a (z+(p,f)) = (@ +(p,9),x + (p, h))-
Vidimo da je jezgra tog preslikavanja pOk. Stavimo ¢(a) = (¢1(a), p2(a)).
Tada ¢e biti ker g1 = (p,g(a))i kerpa = (p,h(a)) . Dakle imamo keryp =
ker 1 N 2. Posto su (p,g(e)) i (p, h(a)) relativno prosti (jer su g i h), tj.
(p,9(a)) + (p, h(@)) = 1, vrijedi
POk = ker ¢ = kerpy Ny = ker 1 - 2 = (p,g(a)) - (p, h(a)),

tj pOk je produkt 2 razli¢ita prosta ideala.
3) U ovom slu¢aju analogno dobijemo pOg = (p, g(c)).

Primjer 18. Pogledajmo faktorizaciju 2,3,5 u Z[i] ~ Z[z]/(z* + 1).
2 +1=(z+1)? (mod?2) = (2) =(2,1+4)* = (1+4)>
2% + 1 je ireducibilan u F3 = (3) je prost u Z[i).
22 +1=(2-2)(z+3) (mod5) = (5)=(5,i—2)(5i—3)=(2+i)(2—1).

Notacija: K = Q(\/E), gdje je d kvadratno slobodan, Ok prsten cijelih K,
Ok = Z[a], f = f. je minimalni polinom od a, a f je redukcija polinoma f
modulo p.

Za prost broj p postoje tri moguce situacije za faktorizaciju f(z):

1. f(x) je ireducibilan, te je tada pOy prost.
2. f(z) = g(x)?, gdje je g linearni polinom, tada pOx = (p, g())?.

3. f(z) = g1(x)g2(x), gdje su g1 i go linearni polinomi. Tada je pOy =
(2 91()) (P, g2(@)).
Definicija. U slu¢aju (1), kazemo da je p inertan Og. U slu¢aju (2), kaZemo

da se p grana (ili ramificira) u Og. U slucaju (3), kaZemo da se p cijepa u Ok.

Sjetimo se

{x2 —d ako je d=2,3 (mod 4),
fa =

2> —z+25% akojed=1 (mod 4).
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Propozicija 59. Ako je d =1 (mod 4), tada se p grana u Q(v/d) ako i samo
ako p dijeli d. Ako je d = 2,3 (mod 4), tada se p grana u Q(\/d) ako i samo
ako p = 2.

Dokaz. Promotrimo prvo slucaj d = 2,3 (mod 4). Vrijedi da se p grana ako i
samo ako postoji a € F,, takav da je z2—d = (z—a)? (mod p), §to je ekvivalentno
s:

2?2 —d=2? - 2ax +a®> (mod p).

Oduzimajuéi 22 s obje strane, dobivamo:

2

2ax —d=a® (mod p).

Ovo je kongruencija polinoma koja je ekvivalentna s

26 =0 (modp), a®*=-—d (mod p).
Prva jednadzba je zadovoljena ako i samo ako p | 2ilip | a. Za p = 2 ocito
postoji a = a? = —d (mod 2). Ako je p | a, slijedi d = 0 (mod p), dakle p | d.

Obrnuto, ako p|d onda uzmemo z* — d (mod z)* (mod p), pa se p grana.
Neka je sada d =1 (mod 4) i ozna¢imo s f = f,. Korijeni od f su

1+Vd
1,2 = B) .

Primjetimo da se p grana ako i samo ako su korijeni isti, $to je ekvivalentno s
tim da je vVd =0 u F,. Za p # 2, to je ekvivalentno s d = 0 (mod p), tj. p | d.

Za p = 2, f ima linearni ¢lan, pa nije kvadrat (2 +a® = (z+a)? (mod 2)),
dakle 2 se ne grana. O

Primjer 19. Neka je d = —5, Ox = Z[/—5]. Faktorizirajmo prvih nekoliko
prostih cijelih brojeva u Og-.
22 4+5=2+1=(z+1)% (mod 2),
— 20 = (2,V=5+1)"
?4+5=2+2=(x+1)(z+2) (mod3),
— 30k = (2,V—-5+1)(2,V/-5+2),
50k = (5,v/=5)? = (vV—5)?,= 5 se grana,
2 +5=(x+3)(x+4) (mod 7).
= 70k = (1,vV/-5+3)(7,V/-5+4) =7
Pogledajmo p = 11: 22 + 5 je ireducibilan u Fy;[z], jer:

z (mod11) [0 1 2 3 4 5
22+5 (mod11)[5 6 9 3 10 8

pa zakljudujemo da z? + 5 nema nulto¢aka u Fq;, pa je ireducibilan. Stoga je
11 inertan u Og.
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Pogledajmo p = 17. Promatramo z? = —5 (mod 17).
Medutim, provjerimo da je (%) = —1, pa je 17 inertan.

Definicija. Neka je p # 2 prost broj. Definiramo Legendreov simbol kao funk-
ciju:

<'> L Z)pZ — {0, 1},
p
gdje vrijedi:

1, ako je a # 0 kvadratni ostatak modulo p,

<a> =<0, ako a =0,
p

—1, inace.
a

Cesto piSemo (5) izaa € Z, gdje se onda zapravo uzima kompozicija s

redukcijom modulo p.

Korolar 60. Neka je p # 2 prost broj 1 O prsten cijelih nekog kvadratnog
polja K = Q(v/d). Tada vrijedi:

e p se cijepa u O <—> (%) =1,
e p je inertan u O < (%) = -1,

e p se grana u O < (%) =0.

Dokaz. Promotrimo d = 2,3 (mod 4). p |[<= p se grana. Ako p { d, tada se
22 — d faktorizira kao produkt linearnih polinoma u F,[z] ako i samo ako 2% = d

(mod p) ima rjeSenje
d
p

Ako je d =1 (mod 4), tada su korijeni od f, jednaki
1++d

T1,2 = .
2

Dakle f, se faktorizira u IF,[x] postoji & z12 € F, & Vd e F, & (g) =1 0O

0.9 Konacna polja

Definicija. KaZemo da je polje kona¢no ako ima kona¢no mnogo elemenata.

Neka je F' konac¢no polje i neka je f : Z — F homomorfizam prstenova takav
da f(1) = 1. Posto je F kona¢no, f ima netrivijalnu jezgru, dakle ker f = mZ
za neki m € N. Dakle Z/mZ se ulaze u F. Slijedi da Z/mZ mora biti integralna
domena, dakle m mora biti prost. PiSemo p umjesto m da bismo to naglasili.
Dakle vrijedi char F = p. Dakle F je prosirenje polja F,, := Z/pZ. Dakle F je
vektorski prostor nad F,. Neka je [F, : F|] = n. Slijedi |F| = p™.



SADRZAJ 44

Teorem 61. Neka je F, konacno polje s ¢ = p" elemenata, gdje je p prost broj,
an > 1. Multiplikativna grupa F\ =F,\ {0} je ciklicka.

Dokaz. Neka IF; oznacava multiplikativnu grupu svih nenul elemenata u Fy. Ta
grupa ima ¢ — 1 elemenata jer |F;| = ¢. Ocito je grupa F, konacna Abelova
grupa.
Dakle
Fy ~Z/miZ x ... x L/miZ,

pa slijedi da je "% — 1 za svaki x € F.. Medutim, ™* — 1 ima najvise my,
nultocaka u F*, pa onda vrijedi da je k = 1 [F| = my, tj. F; je ciklicka. O

Posljedica je da za kona¢no polje F' karakteristike p vrijedi F' = Fp[a], gdje
je a generator od F*.

Oznagimo sa o : F' — F, definiran sa o(z) = 2P. Ovo preslikavanje je ocito
multiplikativno. Takoder

p—1
oz +y)=(x+yP =a" +y"+ (];)xiyp“' =af +y”,

=1

posto je (’Z) = 0 u karakteristici p tat=1,...,p — 1. Dakle ¢ je automorfizam
od F, posto je injekcija, i F' je konacan, pa je i surjekcija. o se Cesto naziva
Frobeniusovo preslikavange ili Frobenius.

Sjetimo se da je 7 = f za svaki § € F,, (Mali Fermatov teorem). Takoder
znamo da xP —x ima < p korijena u F'. Zakljuéujemo da su nultoc¢ke zP — z, tj.
fiksne tocke od o upravo elementi od F,.

Takoder 8?"~' =1 zasve B € F*, paje " = B, tj. 0" = id|p. Primjetimo
da o za 1 <k < n—1 vrijedi o # id|p, jer c¥(a) = oP* # «, posto je a
reda p" — 1. Takoder o # 07 za 1 < i < j < n — 1, jer bi u suprotnom bilo
oi—1 = Zd‘F

Dakle imamo

Aut F D {id,0,0%,...0" '}

Tvrdimo da vrijedi jednakost. Neka je ¢ € AutF. Zbog (1) = 1, vrijedi
(k) =k za k € ), dakle ¢|p, = id|p,. Primjetimo da su o'(a) nultocke od f,,
te da su sve razlicite, tj.

n—1

falw) = [ (z =o' ().

=0

S druge strane ¢(a) je takoder nultocka od f,, dakle mora biti p(a) = o?(a) za
neki 1 <i <n — 1. Posto a generira F*, slijedi da je ¢ = o°.
Slijedi
Aut F = Gal(F/F,) = (o) ~ Z/nZ. (4)
Napomena: Svi rezultati koje smo dokazivali iz Galoisove teorije vrijedi i za
progirenja F/F,,.
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Primjetimo da to povlaéi da za svaki djelitelj d | n, n = dm, vrijedi da postoji
jedinstvena podgrupa H < Gal(F'/F,) reda d, posto je Gal(F'/F,) cikli¢ka, pa po
Galoisovoj teoriji, postoji jedinstveno potpolje K od F takvo da je [F : K| = d,
tj. | K| =p™.

Propozicija 62. Postoji jedinstveno, do na izomorfizam, polje s p" elemenata.

Oznaka: Polje s p" elemenata oznacavamo s Fjn.

Dokaz. Nekaje f,(z) := 2P" —2 € F,[x] i neka je F skup korijena od f, cijepanja
od f,. Kako f, nema viSestrukih tocaka, slijedi da F' ima p™ elemenata. Lako
se provjeri da je umnozak i zbroj korijena, te inverz elementa, opet korijen, pa
slijedi da je F' polje (s p™ elemenata).

Primjetimo da je svaki element od F' korijen polinoma f(z) = 2P" — z, koji
ima najviSe p™ korijena, dakle F' je polje cijepanja od f. Sada tvrdnja slijedi iz
jedinstvenosti polja cijepanja nekog polinoma. U

Primjer 20. Konstruirajmo polje s 9 elemenata. Zapisat ¢emo ga kao Fy :=
F3[z]/(2? + 1); to mozemo posto je 2 + 1 ireducibilan u F3[z]. Dakle element
od Fg su {az + bla,b € F3}. MnoZenje se radi modulo 2 + 1, npr. z(z + 1) =
P +r=x+2.

0.9.1 Dalje o faktorizaciji
Neka je sada K opéenito polje algebarskih brojeva.

Definicija. Ako je p ideal u Ok, te p NZ = pZ, kazemo da p lezi nad p, te p
leZi ispod p.

Definicija. Neka je p € Z prost. Tada je
b0 =TT w7,
pNZ=p

gdje produkt ide po razli¢itim prostim idealima p. Tada se e(p/P) zove stupanj
granangja od p nad p.

Neka je n := [K : Q].Posto je O = Zay + ... + Za,, vrijedi
|0k /pOk| = p",

te
Ok /pOk ~ OK/pf(pl/”) X ... x O pctPr/p),

Primijetimo da je za prost ideal p, O /p uvijek polje, pa je |Og /p| = p/®/P),
za neki f(p/p).

Definicija. Vrijednost f(p/p) takva da je |Ox/p| = pf(p/p) zove se stupanj
inercije od p nad p.
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Definicija. Neka je A ideal u Og. Definiramo normu Nk /g(A) od A kao
Ni/o(A) =[Ok /Al

Primijetimo da ako je p prost, tada je N q(p) = pf(®/p),
Lema 63. Norma ideala je multiplikativna, tj., Nk o(AB) = N ;o(A) N o(B).
Dokaz. Ako su A i B relativno prosti, tada tvrdnja odmah slijedi iz
Ok /AB ~ Ok /A x Ok /B.

Treba samo dokazati da je

Ng (™) = Nk o)™,

za prost ideal p. Prvo primijetimo da po 3. teoremu o izomorfizmu vrijedi
Ok /o™ = Ok /ol - Ip/p?] - [p™ " /™.

Sada tvrdimo da je
Ip*/pF | = |Ok /p| zasve k=1,...m — 1.

Neka je v € p*\p**!. Primijetimo da takav 7 postoji jer p* # p**! zbog
jedinstvene faktorizacije u proste ideale.
Definirajmo preslikavanje

k+1 k+1)
R .

Ok — p"/p aaly+p

Lako se vidi da je ovo surjekcija, te da je jezgra upravo p, te smo dokazali da je

pF/pF Tt =~ Ok /p.

Propozicija 64. Neka je K PAB, [K : Q] = n, te p prost broj. Neka je
e(p; /P
pOx = Hpi(P /P)
i=1

faktorizacija od pOx na proste ideale. Oznacimo s f; = f(pi/p), te e; =
e(pi/p). Tada je > ., e;fi =n.

Dokaz. Imamo

P" = Nijo(Ok) = Niso([ [ #5) = [[ Npa) = [[(07)er = p>izr fiee

i=1 i=1 =1



SADRZAJ 47

Pretpostavimo sada Ox = Z[a] za neki @ € K (uz ponovnu napomenu da
ovo ne vrijedi za svako PAB K). Neka je f := f, € Z[z] minimalni polinom od
«. Neka je

F=a@) p0) . gn(0), g €Fyla]

faktorizacija f na ireducibilne polinome. Neka je s; = deg g;, pa slijedi

r
E S;€; = N.
i=1

Neka je p prost broj. Tvrdimo da je

r

POk = [[ (P gi())"

=1

faktorizacija od pOx na proste ideale. Neka je p; := (p, gi(@)).
Sjetimo se da je

Ok /pi = Z[o]/(p, gi(@)) = L[]/ (f (2), p, gi(z)) ~ Fpla] / (f (), gi(x)) ~
= Fp[z]/(gi(2)).

Primijetimo prvo iz ovoga da je p; prost posto je g;(z) ireducibilan u F,[xz].
Takoder slijedi da je pa slijedi da je s; jednak stupnju inercije od p;.
Promotrimo sada preslikavanje redukcija modulo p

¢: 0k — Ok /pOk.

O¢ito vrijedi ker ¢ = pOg, te
Ok /pOx =~ Z[a]/pZLla] = Z[z]/(p, f(x)) = Fylz]/(f(z))
~ Fpla]/(g1(2)™) x ... x Fplz]/ (gr(2)).
Neka je 9 sada izomorfizam iz (5] zadan s
a— (z,...,z).

adje oznacavamo s v; preslikavanje na i-tu koordinatu.

ker ¢; = (p, gi(a)*'),
pa je .

POk =keryp = [ (p, gi(@)*).

i=1
Dokazimo sada da je
(P, gi(@)*) = (p, gi(@))*"

Inkluzija C o¢ito vrijedi. S druge strane imamo

(p,gi(a) = (p°,p% " gi(@), ..., pgi() ', gi(a)®) C (p, gi(a)™)
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posto p dijeli sve ¢lanove u izrazu osim g;(«)®, ¢ime smo dokazali tvrdnju.
Dakle, pokazali smo

POk =kertp = [ [(p. gi(@)* = [ »5"
i=1 i=1
Sto 1 pokazuje da su e;-jevi upravo jednaki stupnjevima grananja od p; nad p,
tj. e; :=e(pi/p)-
Primjer 21. Neka je a korijen od f(z) = 23+22+1i K = Q(«). Vrijedi (DZ)
Ok = Z|a]. Faktorizirajmo 20k.

Vrijedi

P2 +1=(x+ 1) (2> +2+1) (mod 2),

gdje je drugi faktor ireducibilan, pa slijedi

20K = (2,a+1)(2,0® + a +1).

Neka je
pri=(2,a+1), po:= (2,02 +a+1).
Primjetimo da je
OK/pl 2F2’ OK/p22F4

Dakle vrijedi, koriste¢i oznake kao i ranije, r =2, e;1 =ea =1, f1 =1, fo =2.

Faktorizirajmo 30k . Primjetimo da f(x) nema nultocke modulo 3, pa vrijedi
daje Ok /(3) @ For, tj. r=1,e=1,f =3.

Modulo 17, f(z) ima tri nultocke 3,5, 9, te je

170 = (17,0 — 3)(17, 0 — 5)(17, ¢ — 9),
pajer=3,e,=fi=1,zat=1,23.

Sada prosirujemo definiciju "lezati nad" i na relativna prosirenja (tj. kada
manje polje nije Q).

Definicija. Ako je p ideal u Ok i q ideal u O, te ¢ N Ox = p, kaZemo da q
lezi nad p, te q lezi ispod p.

Lema 65. Neka je L/K Galoisovo prosirenje i neka je p prost ideal u Ok . Neka
su Py, ..., P. prosti ideali od L koji leze iznad p. Tada Gal(L/K) djeluje tran-
zitivno na ovom skupu prostih ideala; to jest, za sve i, j, postoji o € Gal(L/K)
takav da o(P;) = P;.

Dokaz. Fiksirajmo razlicite proste ideale P i P’ koji leze iznad p. Pretpostavimo
da o(P) # P’ za svaki 0 € Gal(L/K). Koristeé¢i ovu pretpostavku, prema
Kineskom teoremu o ostatku, moZzemo pronaéi a € Oy, takav da:

a=0 (mod P)
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a=1 (modo(P)) zasveo € Gal(L/K).

Promotrimo Np/x(a) = [l cqar ) 0(@) € Ox. Buduéi da a € P', ova
norma mora biti u P’ N Ok = p.

S druge strane, buduéi da je « = 1 (mod o(P)) za sve o, a ¢ o(P). Sada
zapisimo normu kao

Npjr(a) = H o Ha).

c€Gal(L/K)

Buduéi da niti jedan od faktora nije u P, a P je prost ideal, to implicira da
Np k(o) ¢ P. Imamo Np k(o) € PN Ok = p, 8to je kontradikcija, ¢ime se
dokazuje lema. O

Primjetimo da analogne tvrdnje onima koje smo dokazali za faktorizaciju
pOg, za prost p, vrijede ako imamo prosirenje L/ K te promatramo faktorizaciju
nekog prostog ideala p od Ok u Oy, tj. faktorizaciju od pOy,. Tj. vrijedi

pO5, = [T a0/,
i=1

za neke e(q/p). Broj e(q/p) se zovu stupanj grananja od ¢ nad p. Takoder
definiramo stupanj inercije f(q/p) od g nad p s f(q/p) := [(Or/q) : (Ok/p)] =
cla/p). ovdje ulazemo i (Or/q) i (Ok/p) u neko fiksno algebarsko zatvorenje od

e(p/p)? = o /
F,, gdje je p karakteristika oba ova polja.

Korolar 66. Neka je L/K Galoisovo prosirenje stupnja n, i neka je p prosti
ideal od Ok . Neka je:
pOL = Pfl ... per

r

faktorizacija p u Op, i neka je f; = f(P;/p). Tada vrijedi:
===/

€1 =€y =" =¢,.
Takoder vrijedi re; f; = n za sve i.

Dokaz. Ako je r = 1, korolar je trivijalan, pa pretpostavljamo r > 2. Dokazat
éemo da ey = eo i f1 = fo; opceniti slucaj je isti. Prema Lemi mozemo
pronadi o € Gal(L/K) takav da o(P;) = P,. Primjenom o na nasu faktorizaciju
i koristeéi ¢injenicu da o(p) = p jer o fiksira K, zakljuujemo da:

pOr = o(P)c(P)® - o(P.)°".

S obzirom na to da je o(P1) = P», slijedi ey = ex i f1 = fo.
Takoder primijetimo da je o : Or/P; — Or/P2, x + P; — o(x) + P» izo-
morfizam, pa slijedi da je Op /Py ~ Or/Ps, pajei f1 = fo. O
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0.10 Karakteri, norma i Hilbertov teorem 90

Definicija. Neka je K/F kona¢no prosirenje polja tako da je K normalno
nad F. KaZemo da je cikliko/Abelovo prosirenje ako je Gal(L/K) cik-
licka/Abelova grupa.

Definicija. Neka je G grupa, a L polje. Karakter grupe G sa vrijednostima
u L je homomorfizam x : G — L*.

Lema 67. Neka su x1,X2,--.,Xn Tazli¢iti karakteri grupe G sa vrijednostima
uw L. Oni su linearno nezavisni nad L, tj. vrijedi

n
Zaixi(g) =0, zasveged,
i=1

tada je a; =0 za svei =1,...,n.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je n najmanji takav da postoji n linearno
zavisnih karaktera. Neka je a1x1 +asx2+ ...+ anxn = 0. Oc&ito je dan > 2, te
mozemo pretpostaviti da je a; # 0. Posto su karakteri x; medusobno razli¢iti,
postoji g € G takav da x1(g9) # xn(g). Sada imamo

arx1(x) + ...+ apxa(x) =0, Vred, (6)
pa vrijedi i
ale(gx) +..+ aan(gw) =0, Vzed, (7>
to jest
arx1(9)x1(z) + ... + anxn(9)xn(z) =0, Vreq. (8)

PomnoZzimo @ s Xn(g) 1 oduzmimo pa dobivamo

1

ai(xn(9) — xi(9))xi(x) =0, Vred.
1

n

(2

Bududi da je x»(9) — x1(g) # 01 a; # 0, dobili smo linearnu zavisnost < n — 1
karaktera, $to je u kontradikciji s nasom pretpostavkom. O

Korolar 68. Neka su K, L polja i neka su o1, ...,0, ulaganja od K w L. Tada
Su 01,...,0, linearno nezavisni nad L.

Dokaz. Primijenimo prethodnu lemu na G := K*. U

Lema 69. Neka je K/F konacno normalno progirenje. Tada za svaki o €
Gal(K/F) i« € K* imamo
()-
@
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Dokaz.

N (”‘)> =1+ N(o(a))N (;) =1 <= N(o(a)) = N(a)

= JI rer= I .

T€EGal(K/F) T€Gal(K/F)
Sto ocito vrijedi. O
Teorem 70 (Hilbertov teorem 90). Neka je K/F konaéno ciklicko prodirenge,

Gal(K/F) = (o). Tada za svaki € K* takav da je N() = 1 postoji o« € K
takav da je
o(a)

=22

e
Dokaz. Neka je n:=[K : F] =|Gal(K/F)| = |o|. Definirajmo ¢ : K — K s

_x  ox) () o H(z)

Y =5 0@ T BB T Be®) o 1 (B)
Zbog linearne nezavisnosti id, o, ...,0" ! vrijedi ¢ # 0. Dakle, postoji @ takav
da je ¢(6) # 0. Neka je o := ¢(6). Tvrdimo da je § = 2.

Vrijedi
oo 9 n o(0) n a%(0) P o 1(9)
B Ba(B)  Ba(B)a2(B) T Bo(B)...onH(B)

te
ey TO ) o) )

a(B)  o(B)o*(B)  a(B)o*(B)o*(B) o(B)...o"H(B)o™(B)

Primjetimo sada da je zadnji ¢lan ove sume jednak 6 zbog ¢™ = id i jer je
nazivnik jednak N(8) = 1. Slijedi

O

Lema 71. Neka je p prost, (, primitivni p-ti korijen iz 1, te (, ¢ F. Tada je
F({p) normalno prosirenje i Gal(F((p)/F') ~ (Z/pZ)* ~Z/(p — 1)Z.

Dokaz. Analogno kao i za F' = Q. O

Primjetimo da je op¢enito K (Cn,, Cny) = K(CN 2V (nins)), te daje Gal(Q(¢,)/Q) ~
(Z/nZ)*, a Gal(K(¢,)/K) je podgrupa od (Z/nZ)*.

Teorem 72 (Kummer). Neka je F polje algebarskih brojeva, n € N i pretpos-
tavimo da je ¢, € F. Tada
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a) Neka je K/F normalno prosirenje takvo da je Gal(K/F) ~ Z/nZ. Tada
je K = F({/a) za nekia € F, tj. K = F(«) za neki o € K takav da je
a™ e I

b) Ako je K = F({/a) za nekia € F, tada je K/F normalno i Gal(K/F) ~
Z/dZ za nekid | n.

Dokaz. a) Neka je ¢, € F, N : K — F norma, (o) = Gal(K/F). Bududi da je
(o € F, slijedi
Nep(G) = [ 7G)=¢=1

T€Gal(K/G)

_ ola)

Po Hilbertovom teoremu 90 slijedi da postoji o € K takav da je ¢, = —*
Dalje slijedi
o(a) = alp,
= 0'(a) = 0" (o(a) = 0" aga) = 0" H ) T (G) = 0T H @) G =

UFQ(J(Q )Cn = UFQ(OZCn)Cn =...= Oszl, za1=0,...,n—1.

Slijedi da je |[{o'(a) : i = 0,...,n — 1}| = n. Slijedi da posto su svi konjugati
od « razli¢iti, je deg fo, = n i da je K = F(«). Ostaje dokazati da je o™ € F.
Vrijedi
o(a”) = (o))" = (aln)" = ™,

pa slijedi o'(a”) = 0" 1(o(am)) = 0" (a™) = ... = a”, dakle a" je iz fiksnog
polja od Gal(K/F), tj. iz F.

b) Neka je b := {/a. Slijedi da

folaz™ —a=(x—0b)(x—Cub). .. (x— "),

pa slijedi da su {b¢% :i = 0,...,n — 1} svi konjugati od b. Posto su oni svi u
F(b) = K, slijedi da je K normalno nad F. Definirajmo preslikavanje

¢:Cal(K/F) — Z/nZ, (b Cib) > i.
Lako se vidi da je ¢ homomorfizam grupa, te da je injektivan. Slijedi Gal(K/F) ~
Im¢ < Z/nZ, pa je Gal(K/F) ~ Z/dZ, za neki d | n. O
0.11 RjeSivost radikalima

Definicija. Polje K C C je radikalno proSirenje od F' ako postoji niz
(Ki)o<i<r koji zovemo radiklani toranj t.d. zai=0,...,r vrijedi:

1. K7;+1 D K;, F=Ky, K,=K.
2. Zasvakii € {1,...,r} postojen; € N, a; € K;_1 t.d:  K; = K;_1( /a;).
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Primjer 22.
K =Q( 1§/\3/2+ﬁ+\/5+ J=7).
Vrijedi

Q> Q(V=7) cQ(V-7,v5) c Q(V=T7,V5, V=T7)
C QY2+ V=T + V5,97, /=7,\/5) C K,

pa je K radikalno proSirenje.

Definicija. Neka je f € F[z]. KaZemo da je jednadzba f(z) = 0 rjesiva u
radikalima ako je polje cijepanja od f sadrzano u nekom radikalnom prosirenju
od f.

Definicija. Grupa G je rjesiva ako postoji niz normalnih podgrupa
{e}=Gy<9G1 4G < --- <G, =G,
takav da su kvocijentne grupe G;11/G; Abelove za svaki i =0,1,2,...,n — 1.
Primjer 23. S5 je rjeSiva grupa, buduéi da imamo niz normalnih podgrupa
{e} 9 A3 <155,

i obje kvocijentne grupe As/{e} 2 Z/37Z i S3/As = Z/2Z su Abelove, zakljucu-
jemo da je Ss rjesiva grupa.

Lema 73 (Galois). Ako je prosirenje F C K radikalno, tada je Galoisovo
zatvorenje prosirenja F' C K takoder radikalno.

Dokaz. Skica: normalno zatvorenje se dobije dodavanjem svih konjugata, a ko-
njugati od m-tih korijena nekog elementa a € F' su opet m-ti korijeni tog istog
elementa. O

Napomena: (DZ) Ako je G rjesiva grupa, tada su sve podgrupe i kvoci-
jentne grupe od G rjeSive.

Teorem 74 (Galois). Neka je f € Flz], i K polje cijepanja od f nad F. Tada
je f(z) = 0 rjesiva u radikalima < Gal(K/F) je rjesiva grupa.

Dokaz. Dajemo samo dokaz smjera = (obrat je sli¢an). Po pretpostavci, pos-
toji radikalno prosirenje M/F t.d. K C M. Neka je L Galoisovo zatvorenje od
M nad F'. Dakle vrijedi F' C K C L, pa je po Galoisovoj teoriji

Gal(K/F) ~ Gal(L/F)/ Gal(L/K).
Po Napomeni prije teorema, dosta je dokazati da je Gal(L/F) rjeSiva (jer tada
slijedi 1 da je Gal(K/F) rjesiva).

Posto je po Lemi L rjeSivo proSirenje od F', postoji niz

F=ILyCL C...L,=1L,
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gdje je Li11 = Li( "y/a;). za neki a; € L;, i n; € N. Imamo 2 slucaja.

1) laksi sludaj: ¢,, € F zasvei =1,...,s. Po Kummerovom teoremu vrijedi da
je Liy1/L; ciklicko prosirenje.
Definirajmo G; := Gal(L/L;) i G := Gal(L/F). Po Galoisvoj teoriji vrijedi

1=Gs<G-1£...<G; <Gy =G

Posto je L;11/L; normalno progirenje, imamo da je G;11 < Gj, te je po Galo-
isovoj teoriji Gal(L;+1/L;) = G;/Git1 ciklicka grupa (a time i Abelova). Ovo
dokazuje prvi slucaj.

2) opéi sluéaj. Definirajmo E := F((p,,..-Cn,). Vrijedi da je E/F Galoisovo,
pa posto je L/F Galoisovo, vrijedi da je EL/F Galoisovo. Pogledajmo sada niz

ECFELyCFELC...CFEL.
Po prvom slucaju, vrijedi da je Gal(FL/FE) rjesiva. Takoder,
Gal(E/F) ~ Gal(FL/F)/ Gal(EL/E)

Posto je Gal(EL/E) rjesiva, Gal(EL/E) < Gal(EL/F), i Gal(E/F) Abelova,
slijedi da je Gal(EL/F) rjesiva. Sada po Napomeni slijedi da je Gal(L/F)
rjeSiva.

O

Mi neé¢emo to raditi na ovom kolegiju, ali moze se lako dokazati da S, nije
rjeSiva grupa za n > 5, te da za svaki n postoji (beskonano mnogo) polinoma
Cije polje cijepanja ima Galoisovu grupu S, nad Q, za svako n € N. Iz toga
slijedi sljedeéi vazan teorem.

Teorem 75 (Abel-Ruffini). Opéa polinomijalna jednadzba stupnja > 5 nije rje-
Swa radikalima.
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