Problem racunanja povrsine

Cesto se susre¢eno s problemom ragunanja povrsine nepravilnih
objekata u ravnini. Oni se ¢esto mogu "rasje¢i" na dijelove koje
mozemo interpretirati kao povrSine ispod grafa funkcija. Stoga
mozemo postaviti sljedece pitanje: kako izraCunati povrsinu izmedu
grafa funkcije f : [a, b] — R i x—0si? (ovu povrSinu ¢emo nadalje zvati
povrsinom ispod grafa funkcije)

Primjer

f:[0,1] — R, f(x) = x2. Neka je trazena povr§ina P. Fiksirajmo neki
n € N. Podijelimo sada segment [0, 1] ma n jednakih dijelova; dakle
i—ti podsegment je n ) n] Neka je P; povrSina |spod grafa nasa
funkcije, ali na i—-tom segmentu. Dakle, P = Py + - -- + P,. Sada ¢éemo
aproksimirati povrSinu P; (a to je povrSina krivocrtnog trapeza) s
neCim §to znamo izracunati, a to je povréina pravokutnika Krivocrtni
trapez u sebi sadr2| pravokutnik [ 5] < [0, (5 1)2] a sadrzan je u
pravokutniku [=1 - ,n] x [0, (£)2].
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Prlmje’nmo daj je ( 1)2 minimalna vrijednost koju funkcija f postize
na ['=* ,n] a(4)? mak3|malna Prema tome, za odnose povrSina
vrijedi Tada vrijedi n( - ) <P < 27,’7) . Sada sumiramo ove
nejednakostipo i = 1,2,...,n. Dobivamo

() () (5Y)
—l=) +l=) + -+ <P<
n\\n n n
1(/1\? [2\? n—1\? /n\?2
(=) +(5) ++ (=) +(5) )
n\\n n n n

Nadalje, koristeéi formulu za zbroj kvadrata prvih n — 1 odnosno n

prirodnih brojeva, dobivamo:

1(n—1)n(2n—1) cp< 1n(n+1)(2n+1)
n 6 = =n 6 ‘

Primjetimo da ovaj racun vrijedi za svaki prirodni broj n (broj
podintervala na koje smo podijelili segment [0, 1]).

Marcela Hanzer (Dept of Math, Uni Zagreb) Matematika 1 116/135



Prema tome, mozemo pustiti n — oo i vidjeti $to se zbiva. Takoder,
veli¢ina P ne ovisio n. Dobivamo

<P<

w| =
w| =

ZakljuCujemo da je P = % Ovaj pristup je adaptacija Arhimedovog
rieSevanja ovog problema.

Poku$ajmo sada, vodeni ovim primjerom, opisati postupak za
racunanje povrsine ispod grafa opéenite funkcije.
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