JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

DIFERENCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2
Drugi kolokvij — 28. 1. 2026.

Napomene: Odmah potpisite sve listove koja ste dobili. Zadatke rjeSavajte na tim papirima i dodat-
nim praznim papirima koje takoder trebate potpisati. Nije dozvoljeno koristenje kalkulatora niti ikakvih
formula osim onih koje ¢e vam biti podijeljene na pocetku pisanja. Svaki oblik varanja (uklju¢ujuéi i samo
posjedovanje pametnih uredaja blizu sebe) moze biti sankcionirano prijavom Stegovnom povjerenstvu i
privremenom zabranom polaganja kolegija.

Zadatak 1. (18 bodova)
a) (10 bodova) Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = In(xy + 3) — 2?/5 — y*/20.

b) (8 bodova) Odredite globalne ekstreme funkcije g(z,y) = 32? — 4y na domeni

Q={(z,y) eR? : 0<2* <y<1}.

Rjesenje.  a) Stacionarne tocke:

piww =22 5] = [f].

zy+3 10
Ponozimo prvu jednadzbu s x, drugu s y i oduzmemo. Dobivamo 3% = 422, tj. v = +2x.

Uvrstavanjem y = 2z u drugu jednadzbu:

2
e 213:1—”8 — 224 3=5 — g2
xr

=1 = z=4=1
To daje stacionarne tocke (1,2) i (—1,—2). Obje zadovoljavaju uvjet domene (xy +3 =5 > 0).

Uvrstavanjem y = —2x u drugu jednadzbu:

€T B —2x
—2¢2+3 10

2

— 22 43=-5 = 2’ =4 — =42

To daje tocke (2,—4) i (—2,4), ali one nisu u domeni jer je zy +3 = -8 +3 = —5 < 0.
Slucaj x = 0 povla¢i y = 0, §to daje trecu stacionarnu tocku 75(0,0).
Hesseova matrica:
v 2 3
2 2
Hf(z,y) = [ R L]
(zy+3)2 (zy+3)2 10

Za nase stacionarne tocke:

Provjeravamo Sylvestereov kriterij, obje prve minore su negativne. Determinante matrica su redom
53(14-7/2—=9) > 01 55 — 35 < 0. Zato su tocke (1,2), (—1, —2) tocke lokalnih maksimuma, a (0,0)

sedlasta tocka. Vrijednost lokalnog maksimuma je Inb %



b) Matrica derivacija: Dg(x,y) = [6x —4} nikad nije jednaka nuli. Zato prelazimo na rubove. Prvi
rub je z = 0, pa imamo ¢;(y) = —4y, gi(y) = —4, $to opet nikad nije jednako nuli. Drugi rub je
y = 1, odakle imamo gy(7) = 32% — 1, g4(x) = 6z, odakle dobivamo kandidat (0, 1), $to je ionako
rub rubova domene.

Preostao je jedini netrivijalni rub: y = 22, odakle imamo gs3(x) = 32% — 423, g4(x) = 6z — 1222
Nultocke su x = 0 i = 1/2, odakle dobivamo kandidate (0,1) i (1/2,1/8).

Provjeravamo vrijednosti funkcije u zadnje dobivenoj tocki i svim rubovima rubova: ¢(0,0) = 0,
g(0,1) =—4, g(1,1) = —1, g(%, %) = }1. Uocavamo da je globalni minimum jednak —4 i ostvaruje se
u (0,1), a globalni maksimum jednak 1/4 i ostvaruje se u (1/2,1/8).

A
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DIFERENCIJALNI I INTEGRALNI RACUN 2
Drugi kolokvij — 28. 1. 2026.

Zadatak 2. (16 bodova)

(a) (8 bodova) Odredite
1,0
22+ )7 dady.
[/2 /VlyZ( )

(b) (8 bodova) Odredite krivuljni integral
/(e‘”y + Va2 + 1)dz + (y°z + ") dy,
c
gdje je C elipsa dana parametrizacijom C(t) = (3cost + 2,2sint), t € [0, 27].
Rjesenje.  a) Nakon polarnih koordinata:

57/6 pl1 57 /6 5 /6 o

I = r 2 drdf = (2sin6 — 1)df = [~2cosf — 0"/ = /3 — =
2 gk /2 e 6
™ 2sin @ m

b) Identificiramo komponente i derivacije:

oP
P=e"" 4 Va2 4+1 —= — =¢e*1Y
dy

0
Q=v’r+et = a—cj— 34 ety

Primjenom Greenova teorema:

%Pda:—i—@dy:// (y3+ew+y_ew+y)dA:// yPdA.
C D D

Podrucje D je unutrasnjost elipse:

(x—2)* 3
Y 4
o 4=

Zbog simetrije podruéja D s obzirom na z-os i neparnosti funkcije f(x,y) = y* po varijabli y:
/ / y*dA = 0.
D

/(e”y + Va2 + 1)dx + (y*z + ") dy = 0.
c

Konac¢ni rezultat:
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Zadatak 3. (16 bodova) Izra¢unajte volumen tijela ispod konusa 2* = 2%+ y?, unutar cilindra (x — 3)? +
y? = 9 i iznad xy-ravnine.

Rjesenje. Pogledaj primjer 9.13. iz skripte za vjezbe. A
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Zadatak 4. (10 bodova) Integral

1 11—z l—z—y
// / (x+y+z2)dzdydx
o Jo 0
? 7 2
///(yc+y+z) drdydz
7 J2 Je

Zadatak 5. (10 bodova) Skicirajte podrudje integracije i izracunajte

1 z?2
/ / sin (z y) dy dx .
1J_g2

Zadatak 6. (10 bodova) Neka je krivulja I dana s

napiSite u obliku

i onda ga rijesite.

I={(z,y) €R?; 2® +4y> — 4o +8y+4=0,0<2<4}

/ydx.
r

Krivulju I' u zadanom integralu orijentirajte kako god Zelite, ali u rjeSenju napomenite kako ste ju orijen-
tirali.

Izracunajte

Zadatak 7. (10 bodova) Zadan je skup

D={(z,y,2) €R® : 0<2+y<1,0<y+2<1,0<z+2<1}.

Neka je F': R® — R? zadana formulama

F(z,y,z) = (u,v,w)

te
u=x+y
v=yY+z
w=z+zx

(a) Dali je skup D omeden?
(b) Pokazite da je F bijekcija te joj nadite inverz.
(¢) Odredite skup H = F(D).



(d) U integralu

./772 drdydz

zamijenite varijable x,y, z s varijablama u, v, w te ga rijeSite.

Zadatak 8. (10 bodova) Neka je I' C R? proizvoljna zatvorena glatka krivulja. Dokazite, ili kontraprim-
jerom opovrgnite, sljedece jednakosti :

(a) (Amhzéy@.
(b) (ém@z—éy%.



