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1 Trece vjezbe - Frobeniusova metoda

Sluzi za rjeSsavanje linearnih homogenih diferencijalnih jednadzbi drugog reda. U Frobeniusovoj metodi

rjesenje zapisemo kao:
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pri ¢emu ay # 0, tj. r je najmanji moguéi realni broj za kojeg postoji rjesenje. UvrStavanjem za
jednostavne (polinomijalne) P i @ dobit ¢emo relaciju na koeficijentima. Preko koeficijenata najmanjeg
reda provjeravamo koja su moguca rjeSenja. RjeSenja se mogu pronadi i razvojem oko zg.

Zadatak 1. U kvantnoj analizi iona molekula vodika imamo primjer jednadzbe:
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Nadite prva tri nenul koeficijenta u razvoju rjeSenja jednadzbe u ovisnosti o ag.
Rjesenje. Prvo zapisimo jednadzbu u standardnom obliku:

d d
0= — [(1_772)(1:;} +au+ Bn*u= (1 -n?)—

d?u du
2 -
a n— + (a+ By’ u

dn? dn

Neka je sada u(n) = n" Y e, axn®. Raspisujemo:
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Zbog jedinstvenosti razvoja znamo da je r(r — 1)ag = 0, tj. r(r — 1). Ovu jednadzbu zovemo

indicijska jednadzba. Takoder, (r + 1)ra; = 0. U slu¢aju » = 0 nemamo ograni¢enja na aj, a u
slucaju r = 1 imamo a; = 0. Pogledajmo slucaj r = 1 kako bismo se rijesili ovisnosti o a;. 1z jednadzbe

imamo: 9
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Dakle, rjesenje je:

u(n) = aon’' <1+26an +((2_ai(2102_a)—210ﬁ>n4+...).



Kada su P i Q slozenije, ali su xP(x) i 22Q(z) analiticke (0 nije singularitet ili je regularni singu-
laritet) onda imamo zapise:
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Definiramo funkcije:

fo(r)=1* = (1 —po)r+qo, fe(r)=rpx+aqr za k>1.

Jednadzba fo(r) = 0 je indicijska jednadzba. Neka su rq, ro rjeSenja te jednadzbe. Ako jer;—rq € Z
imamo da su rjeSenja oblika:
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pri cemu su koeficijenti a,’* implicitno zadani s:

fO(TLQ + k)allc’z =+ f1 (7’172 + k- 1)a,1€’_21 + -+ fkfl(/rl’Q + 1)@%’2 + f]g(TLQ)a(l)’z =0
Ostale slucajeve ne¢emo promatrati.
Zadatak 2. Aproksimativno se interakcija dvaju nukleona moze opisati potencijalom mezona:
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Razvijte rjeSenje pripadajuée Schrédingerove jednadzbe;

&y

2m dx? HE-V)p=0

na prva tri nenul koeficijenta u ovisnosti o prvome (ag) (r = 1).

Rjesenje. Definirajmo C := % Imamo P(z) =01
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Sada je indicijska jednadzba fo(r) =72 —r =r(r — 1) i fx(r) = q. Rjesavamo za r = 1:
CA
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fo(l+2)as + f1(1 + D)as + f2(1)ag =0 = 6as + q1a1 + geag =0 = ags = 5
C2A? — 2C(Aa + E)
— ag = 19 ag.

Na kraju zapisi rjesenje!
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