1 Linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda

1.1 Homogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda

Neka je dana homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda (u opcém obliku)

y' 4 p(x)y" +q(x)y =0, (1)

gdje su p(x), q¢(z) neprekidne funcije na nekom intervalu I C R. Prisjetimo se od proslog
puta:

Teorem 1.1. (o opéem rjesenju homogene jednadzbe 2. reda)
Neka su yy,ys neka dva linearno nezavisna rjesenja homogene jednadzbe (1). Tada je opce
rjSenje jednadzbe (1) oblika

y(@) = Cryi(z) + Caya(z),

za neke konstante Cq,Cy € R.

1.1.1 Homogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim
koeficijentima

Neka je sada dana homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima
ay’ +by +c=0, (2)

gdje su a,b, ¢ € R. Definiramo karakteristi¢ni polinom jednadzbe (2) kao

ar* +br +c = 0.

Teorem 1.2. Neka su 11,79 € C nultocke karakteristicnog polinoma jednadzbe (2). Tada je
opce rjesenge jednadzbe (2) dano sa:

(1) ako sury,rg ER i1 £ 19 = y() = C1™* + Che™?,
(11) ako sury,r9 ER i1y =19 = y(2) = C1™* + Come™?,
(111) ako sury =+ Pi, ro =a— fi, a,f € R = y(x) = C1e** cos Sz + Cre™* sin fz,
gdje su Cy,Csy € R neke konstante.
Zadatak 1.3. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
2y" — Ty' + 3y = 0.
Rjesenje. Karakteristicni polinom je dan sa
22 —Tr+3=0,

1 njegove nultocke su r;y = 3, ry = % Buduéi da su 7y, ry razliciti realni brojevi, opce rjesenje
jednadzbe je oblika 1
y(x) = C1e** + Cye2”,

za neke konstante Cy,Cy € R.



Zadatak 1.4. Nadimo opce rjesenje jednadzbe

y' +2y +y =0,
te partikularno riesenje uz pocetni uvjet y(0) =5, y'(0) = —3.
Rjesenje. Karakteristicni polinom je dan sa

r?+2r+1=0,

i njegove nultocke su r; = ro = 1. Budud¢i da su ry,r, isti realni brojevi, opée rjesenje
jednadzbe je oblika
y(x) = Cre™® + Coze™ ™,

za neke konstante C1,Cy € R.
Uvrstimo sada pocetni uvijet:

y(0)=5=0C1, y(0)=-3=-C1+C, = Cr =2,

pa je partikularno rjesenje
y(x) = be " + 2xe ",

Zadatak 1.5. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y" — 4y +5y =0,
te partikularno rieSenje uz pocetni uvjet y(0) =1, y'(0) = 5.
Rjesenje. Karakteristicni polinom je dan sa
r? —4r+5=0,

i njegove nultocke su r; = 2 — 1, ro = 2 + 4. Bududi da su rq, 5 par kompleksno konjugiranih
brojeva, opce rjesenje jednadzbe je oblika

y(x) = C1e** cosz + Coe** sin

za neke konstante C, Cy € R.
Uvrstimo sada pocetni uvjet. Buduéi da je

Y (r) = 2e*(C) cosx + Cysinw) + e*(—Cy sinw + Cy cos 1),

imamo
y(0)=1=Cy, ¢(0)=5=2C,+Cy = Cy =3,

pa je partikularno rjesenje
y(r) = e** cosx + 3e** sin x.



1.2 Nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda
Neka je dana nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda (u opcém obliku)
y' + @)y +a(x)y = f(2), (3)

gdje su p(z), q(x), f(z) neprekidne funcije na nekom intervalu I C R.
Njoj pridruzena homogena jednadzba je oblika

y"' 4+ p(x)y + q(z)y = 0. (4)

Teorem 1.6. (0 opéem rjesenju nehomogene jednadzbe 2. reda)

Neka je dana nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda (3). Neka su yi,yo
linearno nezavisna rjesenja pridruzene homogene jednadzbe (4). Tada je opce rjsenje neho-
mogene jednadzbe (3) oblika

y(r) = yu(z) + yp(r) = C1y1(x) + Caya(z) + yp(z).

1.2.1 RjeSavanje nehomogene jednadzbe metodom neodredenih koeficijenata

Pretpostavimo sada da pridruzena homogena jednadzba (4) ima konstantne koeficijente, te
da je funkcija f(x) (na desnoj strani jednadzbe (3)) oblika

f(z) = e*(P,(x) cos fx + Qn(z) sin fz), (5)

gdje su P, (), @,(x) polinomi stupnja m i n.

Tada partikularno rjesenje yp(x) nehomogene jednadzbe (3) mozemo naé¢i metodom
neodredenih koeficijenata, tj. partikularno rjesenje je oblika

yp(x) = 2"e*(T)(x) cos Sz + Ry(x)sin fz), (6)
gdje je
e k= max{m,n}, te su Ty(z), Rr(z) opéi polinomi stupnja k, tj. oblika su

Az + A1z 4+ Az + Ay =0,

e 1 je kratnost nultocke A\ := a+ i u karakteristicnom polinomu pripadne homogene
jednadzbe (4).

Zadatak 1.7. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
2 — o —y = 4ae*.
Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu
29" —y' —y=0.

Karakteristicni polinom je dan sa
22 —r+4+1=0,
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i njegove nultocke sury =1, ry = —%. Buduéi da su ry, ro razliciti realni brojevi, opée rjesenje
homogene jednadzbe je oblika

yu(z) = Cre® + 026_%£,

za neke konstante C,Cy € R.
Nadimo sada partikularno rjesenje. Buduéi da je desna strana jednadzbe f(z) = e** Py (z),
gdje je Pi(x) = 4x, partikularno rjesenje ¢e biti oblika

yp(z) = ¥ T (z) = e**(Ax + B).
Zasto? Ovdje imamo:
e k=max{1,0} =1, pa je T1(x) opdi polinom prvog stupnja,

e a =2 =0, pa je kratnost 7 od A = 2+ 04 jednaka 0 (tj. 2 nije nultocka karakte-
risticnog polinoma).

Preostalo je izracunati koeficijente A i B. Vrijedi

y = e*(2Az + A+ 2B),
y' = e*(4Ax + 4A + 4B).

Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu i dobivamo

2e**(4Ax + 4A + 4B) — **(2Az + A + 2B) — **(Ax + B) = 4xe™,
e**(5Az + TA + 5B) = 4xe*",
SAx +T7A+ 5B = 4x.

Iz zadnje jednadzbe izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo sustav
bA=4,5B+T7A=0,paje A=4/5 B = —28/25.
Dakle, partikularno rjesenje je

4 28
yp(x) = e** (gx - 2—5) .

Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa

1 4 28
y(x) = yu(x) + yp(z) = Cre” 4 Coe 2% 4 > <Sx - %) :

za neke konstante C1,Cy € R. O

Zadaci za vjezbu (19.3.2020.)
Zadatak 1.8. Nadite opce rjesenje jednadzbe

y" + 10y + 21y = 0.
Zadatak 1.9. Nadite opce rjesenje jednadzbe

Y — 1y — 2y = 42%
Zadatak 1.10. Nadite opce rjesenje jednadzbe

y'—y =2y =¢".



Zadatak 1.11. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y' =2y +y=xe”.
Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu
y' =2y +y=0.

Karakteristicni polinom je dan sa
r?—=2r+1=0,

i njegove nultocke su r; = r9 = 1. Bududi da je r; = ro = 1 dvostruka realna nultocka, opce
rjeSenje homogene jednadzbe je oblika

yu(x) = Che® + Coze®,

za neke konstante Cp,Cy € R.
Nadimo sada partikularno rjesenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(x) = e* Py(x), gdje
je Pi(x) = x, te je zato:

e k=max{1,0} =1, pa je T1(x) opéi polinom prvog stupnja,

e o =1,4=0, paje kratnost 7 od A = 1+ 0 -4 jednaka 2 (tj. 1 je dvostruka nultocka
karakteristicnog polinoma),

dakle partikularno rjesenje ¢e biti oblika
yp(x) = 22" Ty (x) = 2%e"(Ax + B).
Preostalo je izracunati koeficijente A i B. Vrijedi

y = e"(Az® + (3A + B)a® + 2Bux),
y' = e"(Az® + (6A + B)a* + (6A + 4B)x + 2B).

Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu i dobivamo

e*(Az® + (6A + B)z? + (6A + 4B)x + 2B) — 2¢“(Az® + (3A + B)a? + 2Bx) + €"(Az® + Ba®) = xe”,
e“((6A+6B)x + 2B) = xe”,
(6A+6B)z + 2B = .

Iz zadnje jednadzbe izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo sustav
2B=0,6A+6B=1,paje A=1/6, B=0.
Dakle, partikularno rjesenje je

Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa
1
y(x) = yH(ZIT) + yp(x) = (Che* + Coze® + 6333613,

za neke konstante C,Cy € R. O



Zadatak 1.12. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y' +y=xsinw.

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

y// + y — 0
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
r?4+1=0,
i njegove nultocke su r1 = i, ro = —i. Bududi da je ry,79 kompleksno konjugirani par

nultocaka, opc¢e rjeSenje homogene jednadzbe je oblika
yu(x) = C1e** cosz 4+ Ce’ % sinz = Cy cosz + Cysinz,

za neke konstante C,Cy € R.
Nadimo sada partikularno rjesenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(z) = zsinz =
eV (Py(z) cosz + Q1 (x) sinz), gdje je Py(x) =0, Q1(x) = =, te je zato:

e k=max{1,0} =1, paje Ti(x), Ry (x) opéi polinomi prvog stupnja,
e a=0,08=1, pa je kratnost r od A=0+1-17 jednaka 1,
dakle partikularno rjesenje ¢e biti oblika
yp(z) = 2'e’*(Ty(7) cosx + Ry (v)sinz) = x((Ax + B) cosx + (Cx + D)sinz).
Preostalo je izracunati koeficijente A, B, C, D. Vrijedi

= (—A2* + (20 — B)x + D)sinz + (C2* + (2A + D)x + B) cos ,
(—Az® + (4C — B)z + 2A + 2D) cosx + (—Cx* + (4A + D)z + 2C — 2B) sin z.

y/
y//
Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu i dobivamo

(—Az® + (4C — B)z + 2A + 2D) cosx + (—Ca* + (4A + D)z + 2C — 2B) sin 2+

+(A2® + Bx)cosw + (Cx* + Dx)sinx = zsinz,
4Cxcosx + (2A+2D) cosz —4Axsinx + (2C — 2B) sinz = xsin .

Iz zadnje jednadzbe izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo sustav
4C=0,24+2D =0, -4A=1,2C —2B=0,paje A=—1/4, B=0,C =0, D = 1/4.
Dakle, partikularno rjesenje je

1, 1 .
yp(x) = —Z:U cosx + Zx sin x.

Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa

1 1
y(x) = yu(x) +yp(x) = Crcosz + Cysinx — leQ cos T + 7% sin x,

za neke konstante C1,Cy € R. O



Zadatak 1.13. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y' — 4y = e** sin 2z.

Rjesenje. Prvo rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu

y" — 4y =0.
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
r?—4=0,
i njegove nultocke su r; = 2, r = —2. Bududéi da su rq, ry razlicite realne nultocke, opce

rjeSenje homogene jednadzbe je oblika
yu(z) = Cre*™* + Cye 7,

za neke konstante C,Cs € R.
Nadimo sada partikularno rjeSenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(x) = €**sin 2z =
e>®(Py(z) cosz + Qo(z) sinz), gdje je Py(x) =0, Qo(z) = 1, te je zato:

e k=max{0,0} =0, pa su Ty(x), Ro(x) opéi polinomi nultog stupnja, tj. konstante,

e v =28 =2 pajekratnost r od A = 2 4 2 -7 jednaka 0, (tj. 2 + 2i nije nultocka
karakteristicnog polinoma)

dakle partikularno rjesenje ¢e biti oblika
yp(r) = e*(Tp(w) cos 2z + Ro(x) sin 21) = €**(A cos 22 + B'sin 2).
Preostalo je izracunati koeficijente A, B. Vrijedi

Yp = 2¢*"((A+ B) cos 2z + (A — B)sin 2z),
y" = 8¢**(Acos 2z — Bsin2z).
Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu i dobivamo

8e?*(A cos 2x — Bsin2x) — 4e**( A cos 2x + Bsin 2z) = % sin 2,
e*((8A — 4B) cos 2z + (=8B — 4A) sin 27) = €** sin 2, .
Iz zadnje jednadzbe izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo sustav

8A—4B =0, -8B —4A =1, paje A= —1/20, B = —1/10.
Dakle, partikularno rjesenje je

1
yp(x) = —%62:5(2 cos 2x + sin 2).
Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa

1
y(r) = yu(z) + yp(z) = C1e* + Che > — 2—06230(2 cos 2x + sin 2z),

za neke konstante C, Cy € R. O



Princip superpozicije rjeSenja

Pretpostavimo da je nasa nehomogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda
oblika

y' +p@)y +ql@)y = f(z) = filz) + -+ ful), (7)
te neka su yp, partikularna rjesenja pojedinih jednadzbi
y' +p@)y +a(x)y = fi(z),

za i = 1,..,n. Tada je partikularno rjesenje jednadzbe (7) dano sa (tzv. princip
superpozicije rjesenja)
yp =yYp + ... +yp,.

\

Zadatak 1.14. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y'—y =21 —1— 3",
Rjesenje. Prvo rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu
y' =y =0.
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
r?—r =0,

i njegove nultocke su r; = 0, ro = 1. Bududi da su ry, ry razlic¢ite realne nultocke, opce rjesenje
homogene jednadzbe je oblika

yH(ZE) = C’leo'x + C’ge”” = 01 + 02606,

za neke konstante C,Cy € R.

Nadimo sada partikularno rjesenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(x) = fi(z)+ fo(z),
gdje je fi(z) =2z — 1, fo(x) = —3e”, dakle trazimo dva partikularna rjesenja yp, i yp,.

(1) yp,: buduéi da je fi(z) = Pi(x), gdje je Pi(x) = 2z — 1, ovdje imamo:

e k=max{1,0} =1, pa je Ti(x) opéi polinom prvog stupnja,

e a=0,08=0, pa je kratnost r od A =0+ 0 - jednaka 1, te je zato
yp, = 211 (z) = x(Ax + B).
Preostalo je izracunati koeficijente A i B. Vrijedi
Yp, = 2Ax + B,
yp, = 2A.
Uvrstimo to u jednadzbu
y'—y = filz) =2z - 1,

1 dobivamo
2A— (2Az+ B) =2z — 1,

—2Ax + (2A - B) =2x — 1.
Iz zadnje jednadzbe izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo da je
A= —1, B= —1. Dakle, dobili smo

yp, (v) = —2* — 2.



(2) yp,: buduéi da je fo(x) = e Py(x), gdje je Po(x) = —3, te je zato:
e k=max{0,0} =0, pa je Tp(x) opdi polinom nultog stupnja, tj. konstanta,
e a=1,5=0, pa je kratnost r od A =1+ 0-1¢ jednaka 1, te je zato
yp, = xe"Ty(x) = Cxe®.
Preostalo je izracunati koeficijent C'. Vrijedi

Yp, = Alz +1)e”,
Yp, = Az + 2)e”.
Uvrstimo to u jednadzbu
y// _ y/ — fZ(x) — _36567

1 dobivamo
A(x +2)e” — Az + 1)e® = —3¢”,

Ae" = —3e*, A = 3.

Dakle, dobili smo
yp,(z) = —3xwe”.

Ukupno partikularno rjesenje je
yp(z) = yp, (¥) + yp,(¥) = —2° — 2 — 3we”.
Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa
y(x) = yu(z) + yp(z) = C1 + Coe® — 2 — & — 3we”,

za neke konstante C,Cy € R.

Zadaci za vjezbu (26.3.2020.)
Zadatak 1.15. Nadite opce rjesenje jednadzbe

y" — 1y — 2y = sin 2x.

Zadatak 1.16. Nadite opce rjesenje jednadzbe

y" — 6y + 25y = QSin; - COS%.



Zadatak 1.17. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y" 4+ 9y = 2z sinx + xe3®.

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

y" +9y =0.
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
r?+9=0,
i njegove nultocke su r; = 37, ro = —3¢. Bududi da je 71,72 kompleksno konjugirani par

nultocaka, opce rjesenje homogene jednadzbe je oblika
yr(z) = C1e"* cos 3z + Cre’* sin 3z = C) cos 3z + Oy sin 3,

za neke konstante C1,Cy € R.
Nadimo sada partikularno rjesenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(z) = fi(z)+ f2(x),
gdje je fi(x) = 2xsinz, fo(x) = xe3*, dakle trazimo dva partikularna rjesenja yp, i yp,.

(1) yp: bududi da je fi(z) = 2zsinz = e*%(Py(z) cosz + Q1 (z) sinz), gdje je Po(z) = 0,
Q1(z) = 2z, ovdje imamo:

e k=max{1,0} =1, pasu 7i(z), Ri(x) opéi polinomi prvog stupnja,

e o = 0,5 =1, pa je kratnost » od A = 0+ 1 -4 jednaka 0, (tj. A = 7 nije nultocka
karakteristicnog polinoma) te je zato

yp, = " (Ty(x) cosz + Ry(z)sinx) = (Ax + B) cosz + (Cx + D)sinx.
Preostalo je izracunati koeficijente A, B, C, D. Vrijedi

Yp, = (Az + B+ C)cosx + (—Cz + 2A — D) sinz,
yp, = (—Cx+2A — D) cosz — (Az + B+ 2C)sinz.

Uvrstimo to u jednadzbu
'+ 9y = fi(z) = 2zsinx,

1 dobivamo

(=Cx+2A — D)cosx — (Ax + B+ 2C)sinz + 9(Ax + B)cosx + 9(Cx + D) sinz = 2z sin z,
8Cx cosx + 8Axsinz + (8D + 2A) cosx + (8B + 2C) sinx = 2z sin .

Iz zadnje jednadzbe izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo da je
A=1/4, B=0,C =0. D= —1/16. Dakle, dobili smo

1 1 .
yp () = —1g ©08% + F2sinz.

(2) yp,: bududi da je fo(x) = xe3® = 3 P (x), gdje je Pi(z) = z, te je zato:

e &k =max{0,1} =1, pa je T1(z) opéi polinom prvog stupnja,
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e a =35 =0, pa je kratnost » od A = 3+ 0 -4 jednaka 0, (tj. A = 3 nije nultocka
karakteristicnog polinoma), te je zato

yp, = €T\ (z) = ¥ (Az + B).
Preostalo je izracunati koeficijente A, B. Vrijedi

Yp, = (3Az + 3B + A)e™,
yp, = (9Az + 9B + 6A)e™.

Uvrstimo to u jednadzbu
y// + 9y — fg(l') — [Ee?’x,

i dobivamo

(9Az + 9B + 6A)e* + 9(Az + B)e™ = ze®”,
18A2e3 4 (18B 4 6A)e® = 2¢e*,

te dobivamo da je A =1/18, B = —1/54, Dakle, dobili smo

1 1
_ 3z -
yp,(x) =€ (—1891: —54> .

Ukupno partikularno rjesenje je

1 1 1 1
yp(x) =yp, (z) + yp,(z) = Tk + 1° sinz + ¥ (—:B - —) :

Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa

1 1 1 1
y(x) = yu(x) + yp(z) = C; cos 3x + Cysin 3z — 1g %% + 1 sinz + e** <—x - —) :

za neke konstante C1,Cy € R. O

Zadatak 1.18. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y' + 4y = rsin® x.

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

Y’ +4y = 0.
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
r?4+4 =0,
i njegove nultocke su r; = 2¢, ro = —2i. Bududi da je ri,r, kompleksno konjugirani par

nultocaka, opce rjesenje homogene jednadzbe je oblika
yr(x) = C1e’% cos 2x + Cae’* sin 2 = C) cos 2z + Oy sin 2z,

za neke konstante C,Cs € R.
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Nadimo sada partikularno rjesenje. Na prvi pogled, desna strana jednadzbe ne zadovoljava
uvjet (5). Medutim, ako primijenimo trigonometrijske formule za polovi¢ni kut, dobivamo da
je

f(z)=2xsinz =z l—cos2z\ = xcos2z

Odnosno, desna strana je sada oblika f(z) = fi(z)+ f2(), gdje je fi(z) = £, fo(z) = —Le22,
dakle trazimo dva partikularna rjeSenja yp, 1 yp,.

(1) yp,: bududi da je fi(x) = £ = " Py(x), gdje je Pi(x) = £, ovdje imamo:

2
e k=max{1,0} =1, pa je Ti(x) opéi polinom prvog stupnja,

e a=0,5=0, pa je kratnost  od A = 0+ 0 - i jednaka 0, (tj. A = 0 nije nultocka

karakteristicnog polinoma) te je zato
yp, = " T\ (z) = Az + B.
Rac¢unamo koeficijente A, B:
ylf’l = A’ ygl = O
Uvrstimo to u jednadzbu
x

y//+4y — fl(a:) — —

2
i dobivamo "
A=1/8 B=0.
Dakle, dobili smo
1
yp () = g

(2) yr,: buduci da je fo(x) = =252 = (P, () cos 2x+Qo(x) sin 2), gdje je Py (z) = 3,
Qo(z) = 0, te je zato:

e k=max{0,1} =1, pasu Ti(z), R (x) opéi polinomi prvog stupnja,
e =0, =2, paje kratnost r od A =0+ 2 -1 jednaka 1, te je zato

yp, = " 2! (Ty(x) cos 22 + Ry (x) sin 22) = x((Ax + B) cos 2z + (Cx + D) sin 2z).
Preostalo je izracunati koeficijente A, B, C, D. Vrijedi

Yp, = (A+ Cx + D) cos2x + (—2Azx — 2B + C') sin 2z,
Yp, = (—4Ax* — 4Bz +8Cx + B + 4D) cos 2z + (—4Cx* — 8Ax — 4Dx — 4B + D) sin 2.

Uvrstimo to u jednadzbu
T Cos 2x

2 Y

y' 4y = folr) = —
i dobivamo

(—4Az® — 4Bz + 8Cx + B +4D) cos 2z + (—4Cx* — 8Ax — 4Dx — 4B + D) sin 22+
Z cos 2T

2 Y
x cos 2T

5

+4x((Ax + B) cos2z + (Cx + D) sin2z) = —

(8Cx + B +4D)cos2z + (—8Ax — 4B + D)sin2z = —

12



te dobivamo da je A=0, B=0, C = —1/16, D = 0 Dakle, dobili smo

yp,(z) = —Exz sin 2z.

Ukupno partikularno rjesenje je

1 1 )
yp(z) = yp, (1) + yp,(z) = 57~ Eﬁ sin 2z.

Prema Teoremu 1.6 je opce rjesenje dano sa
. 1 5.
y(z) = yu(z) + yp(x) = Ccos 2z + Cysin 2z + g%~ gd sin 2z,

za neke konstante C1,Cy € R.

Zadaci za vjezbu (2.4.2020.)
Zadatak 1.19. Nadite opce rjesenje jednadzbe

y' — 2y +y=4cosz.
Zadatak 1.20. Nadite opce rjesenje jednadzbe

y" — 6y + 25y = 502 — 362% — 63z + 18.
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2 Linearne diferencijalne jednadzbe n-tog reda

2.1 Homogene linearne diferencijalne jednadzbe n-tog reda s kons-
tantnim koeficijentima
Neka je dana homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koefici-
jentima
Y™+ a,y™ Y + 4+ ay + agy = 0, (8)
gdje su ag,ay,...,a,—1 € R. Definiramo karakteristi¢ni polinom pridruzen jednadzbi (8)

kao
N @y AN ah Fag = 0. (9)

Neka su Ap, ..., Ay sve razli¢ite nultocke karakteristicnog polinoma (9) pridruzenog jednadzbi
(8) te neka su py, ..., pr redom njihove kratnosti.

Prisjetimo se s predavanja:

Fundamentalni sustav rjeSenja

Linearno nezavisan skup rjesenja y1(x),...,y,(x) jednadzbe (8) (tzv. fundamentalni
sustav rjeSenja) formiramo na sljedeéi nacin:

(i) svakoj realnoj nultocki A;, kratnosti py pridruzimo py rjesenja jednadzbe (8) danih

sa
e gtk PR leART

(ii) svakom kompleksno konjugiranom paru nultocaka a,£if, kratnosti p pridruzimo
2ps rjesenja jednadzbe (8) danih sa

e*** cos fsx, € sin B,

re®*”* cos Bex, xe®’ sin By,

2P e cos Bz, xPe e % sin B,

Zadatak 2.1. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y@ — 2y 4y = 7,
Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu
y W — 2y 4" = 0.
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
M2 X2 =2\ — 20+ 1) = XA —1)2 =0,

i njegove nultocke su A\; = 0 kratnosti p; = 21 Ay = 1 kratnosti p, = 2. Dakle, fundamentalni
sustav rjeSenja je



te je opce rjesenje homogene jednadzbe oblika
yu(z) = C + Cox + Cse” + Cyxe®,

za neke konstante C4, Cs, C3, Cy € R.
Nadimo sada partikularno rjesenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(z) = e* Py(z), gdje
je Po(x) =1, te je zato:

e k=max{0,0} =0, pa je Tp(x) opdi polinom nultog stupnja, tj. konstanta,
e a=1,8=0, pa je kratnost r od A =1+ 0 -7 jednaka 2,
dakle partikularno rjesenje ¢e biti oblika
yp(r) = 22" Ty(x) = Ax’e”.

Preostalo je izracunati koeficijent A. Vrijedi

Yp = Ae®(z? + 21),

yp = Ae*(2* + dx + 2),
yg’) = Ae®(2* + 6z + 6),
yg) = Ae"(x* + 8z + 12).

Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu i dobivamo

Ae” (2 4 8z + 12) — 24e"(2° + 6z + 6) + Ae”(2* + 4z + 2) = €”,
24" =€, A=1/2.

Dakle, partikularno rjesenje je

Opce rjesenje je dano sa
y(x) = yu(r) +yp(x) = C1 + Cox 4 Cse” + Cyze” + %xzew,
za neke konstante C4, Cs, C3, Cy € R. O
Zadatak 2.2. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
v+ +y +y = ze”.

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

vy +y" +y +y=0.
Karakteristicni polinom je dan sa

NAEX+A+1=XA+D)+A+1)=A+1)(N\+1)=0,
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i njegove nultocke su Ay = —1 kratnosti py = 2 te A\y3 = %4 kratnosti ps3 = 1. Dakle,

fundamentalni sustav rjesenja je
-1

e ", cosx,sinx,
te je opce rjesenje homogene jednadzbe oblika
yu(x) = Cre™® + Cycosx + Cysin,

za neke konstante C', Cy, C3 € R.
Nadimo sada partikularno rjesenje. Desna strana jednadzbe je oblika f(x) = e* Py(x), gdje
je Pi(x) = z, te je zato:

e k=max{1,0} =1, pa je T1(x) opéi polinom prvog stupnja,
e o =1,08=0, pa je kratnost r od A =1+ 0 - jednaka 0,
dakle partikularno rjesenje ¢e biti oblika
yp(x) = *Ti(x) = e"(Ax + B).
Preostalo je izracunati koeficijent A, B. Vrijedi

yp = (Az+ A+ B)e”,
yp = (Az + 2A + B)e”,
yg’) = (Az + 3A + B)e”.

Uvrstimo to u pocetnu jednadzbu i dobivamo

(Az + 3A + B)e® + (Ax + 2A + B)e® + (Az + A+ B)e® 4+ (Ax + B)e® = xe®,
4Axe” + (6A+4B)e” = xe”,
A=1/4,B = —3/8.

Dakle, partikularno rjesenje je

Opcée rjesenje je dano sa

1
y(x) =yp(x) +yp(zr) = Cre ™ + Cycosx + Cysinz + <Zx — §) e’

za neke konstante C, Cy, C3 € R. O

Zadatak 2.3 (DZ). Odredite fundamentalni sustav rjeSenja jednadzbe
y(4) —y=0.
Zadatak 2.4 (DZ). Nadite opée rjesenje jednadzbe

y® 4y = 2® + 1+ 3xe”.
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2.2 Nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe n-tog reda
Neka je dana nehomogena linearna diferencijalna jednadzba n-tog reda (u opcém obliku)
Y 4 @)y 4 pu(@)y + pol2)y = (@), (10)

gdje su po(z),...pn_1(z), f(x) neprekidne funcije na nekom intervalu I C R. Prisjetimo se s
predavanja:

Metoda varijacije konstanti

Neka je y1(z), ..., yn(z) fundamentalni sustav rjesenja homogene jednadzbe pridruzene
jednadzbi (10). Tada opce rjesenje jednadzbe (10) mozemo odrediti metodom varijacije
konstanti, tj. oblika je

y() = Co(x)ys(z) + - - - + Co(2)yn(2),

gdje funkcije C4(x), ..., Cy(z) odredujemo iz sustava
Cr(@)yn () + - + Cr(@)yn(z) = 0,
Ci(@)y () + -+ + Cr(@)yn(2) =0,
Cl@)™™ (@) + -+ Crl@)yl = () = 0,

Ci()y" V(@) + - + Ch(@)y" V(z) = f(a).

Zadatak 2.5. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
1

sinz’

!

Yy ty=

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu
y" +y=0.

Karakteristi¢ni polinom je dan sa
M 4+1=0,

i njegove nultocke su A\ o = =+¢ kratnosti 5 = 1. Dakle, fundamentalni sustav rjesenja je
cos x,sinz, te je opée rjesenje homogene jednadzbe oblika

yu(z) = Crcosw + Cysinz,

za neke konstante C, Cy € R.
Opce rjesenje trazimo u obliku

y(x) = Cy(z) cosx + Cy(z) sin z,
gdje funkcije C4(x), Cy(z) odredujemo iz sustava

Cl(z)cosz + Cy(x)sinz = 0,

1
—C] i Cs = :
1(z)sinz + Cy(z) cos pr

17



Pomnozimo prvu jednadzbu s sinx i drugu s cos z, te zbrajanjem dobivamo

Ccos T COS ¥
Cy()(sin” ‘1) = = Cy(x) =
j(@)(sin® 2 + cos?a) = S — Cyfa) = o
sin x sinx cosx
Ci(x) =— Cy(x) = — :
1( ) COS T 2< ) cosx sinzx

— C{(z) = —1.

Trebamo jos izracunati funkcije Cy(z) i Ca(x). Imamo:

C2<I):/cosxdx:

sinx

u=sinx

1
:/—du = Insinx + K,

du = cosz dx U

Ci(x) = / —ldxr = —z + K.
Opce rjesenje je dano sa

y(z) = (—z + Ky) cosz + (lnsinz + Ky) sin z,
za neke konstante K, Ky € R.
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Zadatak 2.6. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
xy// _|_ y/ — x2.

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu (u standardnom obliku)
1
y' 4+ -y =0.
x

Kako ova homogena jednadzba nema konstantne koeficijente, ne mozZemo traziti njena rjesenja
pomocu nultocaka karakteristicnog polinoma. Zato ¢emo primijeniti supstituciju v = v’ te

dobivamo:
du u du dx

de = u x’

01’ C
— | = u=—.
x x

dx

In|u| = — =—In|z|+In|Ci| =In
T

Kako je ¢y = %, slijedi da je dy = C1%, te jey = [C12 = CiInlz| + Co - 1. Dakle,
fundamentalni sustav rjesenja homogene jednadzbe je {In|z|, 1} te ople rjesenje trazimo u
obliku

y(z) = Ci(z) In || + Cy(x) - 1,

gdje funkcije C4(x), C2(z) odredujemo iz sustava
Ci(x)Inz + Cy(x) -1 =0,

1
C{(:I:)E + Cy(z) -0 =x.

Racunamo:
e
C{(ZE) = —ZE2 — Ol(l') = —? + Kl,
Cy(z) = —Ci(z) In|z| = Cy(x) = —2°In |z].

Trebamo jo$ izracunati funkciju Cy(z). Imamo:

w=1In|z| dv=2x*dx 3 2
C’Q(x):—/x2ln|x|d:c: 1 3 :——lnx—i—/—d:c
w=—dr v=— 3 3
x 3
3 3
:—%lnqu%—I—Kg.
Opce rjesenje je dano sa

fL’S 3 3

T xT

za neke konstante Ky, Ky € R. O]

Zadatak 2.7 (DZ). Nadite opée rjesenje jednadzbe

—x

€
y' 2y =
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Zadatak 2.8. Nadimo opce rjesenje jednadzbe

sinx

Y 4y = —
COS“

Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

vty =0.
Karakteristicni polinom je dan sa
M +A=0,
i njegove nultocke su A\; = 0 kratnosti 7 = 1 te A\yo = =t kratnosti 7,3 = 1. Dakle,

fundamentalni sustav rjesenja je {1, cosz,sinz}.
Opce rjesenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku

y(x) = Ci(z) + Cy(x) cosz + C3(x) sinz,
gdje funkcije C4(x), Ca(x), C3(x) odredujemo iz sustava

Cy(x) cosx + Cy(x) sinx = 0,
C] x) — Cy(x)sinz 4+ C4(x) cosz = 0,
— Cy(x)

sin x

x)cosx — Ch(x)sinx =

cos? x

sinx
C'(x) =
1( ) COSQZC’
, sinx
= — :t
2( ) COS T gCU,
: 2
, sin” 9
_ S
3(LU) COSQJ] g

sin x t =cosx 1 1
1(z) /COSQ$ o dt = —sinz dx 12 i cosac+ b
Ch() = /Si”d I —/1dt—1|t]+K—l\ I+ K
2= cosz T dt = —sinzde| J t t 2= jcosy 2
t:tgl’ 2 2
L 1 sin“x  cos“x
Cy(z) = —/tg2xdx: 1 2 (Jer e = ot )
dt = dr = (1+t )dx COS“ X COS“ X  COs“x

cos? x

t? 1
:—/1+t2dt:/<m—1)dt:arctgt—t—i-Kg:x—tgx—i-Kg.

Opce rjesenje je dano sa

1
y(x) = + K1+ (In|cosz| + K3) cosx + (v — tgx + K3)sinz,
cos T

za neke konstante Ky, Ky, K3 € R. O
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Zadatak 2.9. Nadimo opce rjesenje jednadzbe

T

y(g) N 33/” + 2y’ _

1+e*
Rjesenje. Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu

y® — 39" + 2y = 0.
Karakteristi¢ni polinom je dan sa
N —3X2 12X = A\ —3)1+2) =0,

i njegove nultocke su \; = 0 kratnosti r; = 1, Ay = 1 kratnosti r, = 1, te A3 = 2 kratnosti
r3 = 1 Dakle, fundamentalni sustav rjeSenja je {1, e®, e*}.
Opce rjesenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku

y(z) = Cy(x) + Co(z)e” + Cy(x)e™,
gdje funkcije C4(x), Cy(z), Cs3(x) odredujemo iz sustava
Ci(z) - 1+ Cy()e” + Cy(x)e* =0,
Ci(z) -0 — Ch(z)e” + 2C%(x)e** =0,

Ci(z) -0 — Ch(w)e” +4Ck(z)e* =

e$

1+e2

Rjesavanjem sustava dobivamo:

T

A= 5oy
{(o) =
C:/a(flf) = m-

Trebamo jo$ izracunati funkcije C4(z), Cy(x), C3(x). Imamo:

C()—/Ld _/de_
1= 1—{—ex)m_ 21+ er) "

1—t 1
/—dt 1—|—e)—§ln(1+em)+K1,

t=1+4+¢"
dt = e* dx

e* t=1+¢€" 1
Cy(z) = — dr = — d —— [ Zdt=-In(1+¢)+ K
) /1+e‘x ! /1+ew Uldt = e dz /t n(l+e) + K,
e=T t=1+e" 1 (1 1
Y L =~ [ Zdt=—-In(1+e") + K.
Cs(w) /2(1+e—‘”) YTt = —e T da Q/t pnl+e)+ K

Opce rjesenje je dano sa

1 1 1
y(x) = 5(1 +e%) — 5 In(l14+e")+ K+ (—In(1+¢€")+ Ky)e® + (—5 In (1 +e))e,
za neke konstante Ky, Ky, K3 € R. O

Zadatak 2.10 (DZ). Nadite ople rjesenje jednadzbe
y// _y/ _ 2y — 6351:
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Zadatak 2.11. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y" + 4y = sin® 2z.
Rjesenje. Prvo rjeSsavamo pripadnu homogenu jednadzbu
y" + 4y = 0.

Karakteristi¢ni polinom je dan sa
N +4=0,

i njegove nultocke su \; o = %27 kratnosti r1 2 = 1. Dakle, fundamentalni sustav rjesenja je
{cos 2z, sin 2x}.
Opce rjesenje nehomogene jednadzbe trazimo u obliku

y(x) = C1(z) cos 2x 4+ Cy(x) sin 2z,
gdje funkcije C4(z), C2(z) odredujemo iz sustava

C1(z) cos 2z + Ch(x) sin 2z = 0,
—20 () sin 2z + 2C)(x) cos 2x = sin” 2z.

Rjesavanjem sustava dobivamo:
/ L. 3
Cl(z) = —5sin 2z,
1
Co(x) = 3 sin® 2 cos 2.

Trebamo jos izracunati funkcije C}(z), Co(x). Imamo:

1 1 1 1

Ci(x) :/—ésin32:rdx: —§/sin2$(1—0082 2x) dl‘:—§ (—écosQa:—/siancos2 23:d:£)

t = cos2x 1 1 1 1 1

= = —— [ —=cos2z+ = [ t*dt ) = — cos 2z — — cos® 2z + K|,
dt = —2sin 2z d 2 ( 2 2/ ) 4 12 !
1 t = sin 2z 1 3 1

Co(x) = [ =sin®2 2z dr = =— [ Pdt=—=+Ky=—sin’2z+ K
2(7) /251n veoserar dt = 2 cos 2x dx 2/ 12+ 27 1% T Ko

Opce rjesenje je dano sa

1 1 1
y(x) = (Z_l cos 2x — D cos® 2z + Kl) cos 2x + (E sin® 22 + K2> sin 2z,

za neke konstante K, Ky € R. O

Zadatak 2.12. Nadimo opce rjesenje jednadzbe

d®N dN
tQW — 275% + 2N =tInt,

ako je poznato da su dva linearno nezavisna rjeSenja pripadne homogene jednadzbe Ni(t) =t
i No(t) =12,
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Rjesenje. Kako nam je poznat fundamentalni sustav rjesenja pripadne homogene jednadzbe

(u standardnom obliku)

2 2
iz !

mozemo odmah primijeniti metodu varijacije konstanti. Dakle, opée rjesenje trazimo u obliku
N(t) = Ci(t)t + Co(t)t?,
gdje funkcije C4(t), C2(t) odredujemo iz sustava
Ch ()t + CH(#)t* = 0,
quy1+mgmt=%mt
Racunamo:

1
Ci(l’) = —glnt,

Ci(z) = 1 Int.

t2

Trebamo jos izracunati funkcije Cy(z), Co(x). Imamo:

1 u=1Int 2 1
Ci(t)=— [ =Intdt = = — du=—— 4K, = —In*t+ K
() /tn du:%dt /uu R R
1
Cg(t): t—21ntdt: 1 1 :—glnt—f— t—2dt+K2
du:gdt V= —=
1 1
= ——Int— -+ Ks.
pt Ty e

Opce rjesenje je dano sa
1, 1 1 ,

za neke konstante K, Ky € R. O

Zadatak 2.13 (DZ). Nadite ople rjesenje jednadzbe

T

y//_2y/_|_y:e_'
X

Zadatak 2.14 (DZ). Nadite ople rjesenje jednadzbe
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3 Rjesavanje linearnih diferencijalnih jednadzbi pomocéu
redova potencija

3.1 Metoda rjesavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi razvojem
u red

Neka je dana linearna diferencijalna jednadzba n-tog reda

Y™ (2) + an-1(2)y" V() + o A an(2)y (2) + ao(2)y(z) = 0. (11)

Sa predavanja znamo da ako su ag(z),...a,—1(2) analiticke funcije na nekom (jednostavno
povezanom) podruc¢ju u C, onda za rjesavanje gornje jednadzbe mozemo koristiti Taylorov
teorem. Odnosno, svako rjesenje mozemo traziti (nakon restrikcije na realni interval I C R)

u obliku -
x) = Z cra®,
k=0
te racunamo koeficijente ci, £ = 0,1,2,... kao rjeSenja odredenih rekurzivnih relacija.

Zadatak 3.1. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
v +2y=0
metodom razvoja u red.

Rjesenje. Opce rjesenje trazimo u obliku

Tada je
"(z) = Z kepaht
k=1

Uvrstimo u pocetnu jednadzbu i dobivamo

f: ket +2 i k=0
k=1 k=0

Kako bi ova dva reda mogli zapisati pod jednim znakom sumacije, moramo pomaknuti indeks
sumacije, tj. gornju jednadzbu ekvivalentno zapisujemo kao

Zk?+ Ck+1Z +2ZCk :Z kﬁ—l—l C].H_l—{—QCk) = 0.
k=0 k=0 k=0

Izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo da mora vrijediti (k +
1)cks1 + 2¢, = 0, za svaki k > 0. Na taj na¢in smo dobili rekurzivnu relaciju

2Ck
kE+1

Ck+1 = —
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za koeficijente ¢, K =0,1,2,.... Izracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:

200 201 22C0 262 2360 2300
C1 = — y C2 = — = €3 = — - - =

1 2 1.27°7° 2 1-2-3 3777
Vidimo da ¢e opéi koeficijent ¢, biti oblika

2k00

e = (=14

(DZ Dokazite ovu tvrdnju indukcijom!), te je opce rjesenje dano sa

- - — (=22)F 22
y(x) = Z Z —cox = Z Com— = e
k=0 k=0 k=0 ’

Zadatak 3.2. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y'+y=0
metodom razvoja u red.

Rjesenje. Opce rjesenje trazimo u obliku

y(x) = Z cpat
k=0
Tada je
y'(x) = chkwk Loyf(x) = Zk(k: — 1)epa™?
k=1 k=2

Uvrstimo u pocetnu jednadzbu i dobivamo

ik k—1 cka:k 2+chx = 0.
k=2 k=0

Kako bi ova dva reda mogli zapisati pod jednim znakom sumacije, moramo pomaknuti indeks
sumacije, tj. gornju jednadzbu ekvivalentno zapisujemo kao

Z(k +2)(k + 1D)cgpor® + Z et = Z ((k+2)(k+ 1)eppa + )™ = 0.
k=0 k=0 k=0

Izjednacavanjem koeficijenata na lijevoj i desnoj strani dobivamo da mora vrijediti (k +
2)(k + 1)cgyo + ¢, = 0, za svaki k > 0. Na taj nac¢in smo dobili rekurzivnu relaciju

Ck
Chio = —
T+ 2)(k+ 1)
za koeficijente ¢, £ = 0,1,2,.... Iz gornje formule vidimo da ¢e parni koeficijenti cj ovisiti

0 ¢y, dok ¢e neparni koeﬁcuentl ov181t1 o 1! (Koeficijente ¢g i ¢; ne odredujemo, nego ostaju
kao konstante u opéem rjesenju.)
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Odredimo prvo parne koeficijente c;. Izracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:

Co C2 Co Cq Co Co
62:—— C4:——:— 06:— = — =

2’ 3.4 4 5.6 41.5-6 6

Vidimo da ¢e parni koeficijenti coi biti oblika

k€0

(2k)!”

Co — (—1)

zak=0,1,2,.... (DZ Dokazite ovu tvrdnju indukcijom!),
Pogledajmo sada neparne koeficijente. prvih nekoliko ¢lanova ovog niza je:

C1 C3 C1 Cx C1 C1

RO NEN T 6.7 5167 71

2.3 7T T45 5T
Vidimo da ¢e neparni koeficijenti coryq biti oblika

&1

Cok+1 = (—1)km,

zak=0,1,2,.... (DZ Dokazite ovu tvrdnju indukcijom!), te je opcée rjesenje dano sa
=Y et = ena®™ + ) ooyt
k=0 k=0

o0

CO .
(—1 k x% + g —— 2?1 — ¢cosx + ¢y sin
%+)

bl
8

k=0

za neke konstante cg, c; € R.

Zadatak 3.3. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
y// . ny =0
metodom razvoja u red.

Rjesenje. Opce rjesenje trazimo u obliku

Tada je
y(x) =) ket y(@) =) k(k =Dt

k=1 k=2
Uvrstimo u pocetnu jednadzbu i dobivamo

26



Kako bi ova dva reda mogli zapisati pod jednim znakom sumacije, moramo pomaknuti indeks
sumacije, tj. gornju jednadzbu ekvivalentno zapisujemo kao

Z k(k — 1)ckxk_2 - Z Cpax¥ 2 = 2¢y + 6c3x + Z(k(k — Dy, — ck_4)xk_2 =0.
k=2 k=4 k=4

Izjednacavanjem koeficijenata uz potencije od x na lijevoj i desnoj strani dobivamo da
mora vrijediti 2co = 0, 6¢3 = 0 te k(k — 1)c;, — cx—q = 0, za svaki k > 4. Na taj nac¢in smo
dobili rekurzivnu relaciju

o = k4
P k(k—1)
za k =4,5,6,.... Slicno kao i u prethodnom zadatku, zakljucujemo da ¢e koeficijenti oblika

cy) OVisiti o ¢g, koeficijenti oblika ¢y, ovisiti o ¢g, koeficijenti oblika ¢y, 1 ovisiti o ¢y, koeficijenti
oblika cyx40 oVisiti o ¢y, te koeficijenti oblika ¢y 3 ovisiti o cs.

Kako vrijedi da je ¢ = 0 i ¢3 = 0, odmah vidimo da ¢e koeficijenti oblika c419 1 cqp13 biti
jednaki 0, odnosno cyp10 = cqpy3 =0,za bk =0,1,2,....

Odredimo prvo koeficijente oblika cy. Izracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:
G G Co o Co
13787 8743 P 211874377
(Za razliku od prethodnih zadataka, ovdje ne mozemo jednostavno odrediti zatvorenu formulu,
pa ostavljamo u ovom obliku.)

Odredimo koeficijente oblika c411. Izra¢unajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:

Cy

C1 Cs C1 (&1
= — . Cqo = et C =
5.4 7 9.8 9.8-5-4 *® 13.12-9-8-5-4’

Opcée rjesenje je dano sa

Cs

y(z) = Z cpat = Z cypr ™ + Z caprrz T 4 Z Capra T2 4 Z Cappgr T3
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
1 1 1
= (14 ;5o ; vy
CO( i3t ts a3t "o s et )7t
1 5 1 9 1 13
to (x+5-4x 9854 T3 1208547 T

= coyo(r) + a1y (2),
za neke konstante ¢y, ¢; € R.

Zadatak 3.4 (DZ). Nadite opce rjeSenje jednadzbe
y" — 4y =0
metodom razvoja u red.
Zadatak 3.5 (DZ). Nadite opée rjesenje jednadzbe
v +y —2y=0

metodom razvoja u red.
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3.2 Metoda rjesavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi u okolini
regularnog singulariteta

Prisjetimo se s predavanja: tocka 0 je regularni singularitet jednadzbe
v +p(z)y +alz)y =0 (12)
ako i samo ako:
e tocka 0 je pol najvise prvog reda za p(z) (tj. funkcija zp(z) je analiticka u 0) i
e tocka 0 je pol najvise drugog reda za ¢(z) (tj. funkcija 2%¢(z) je analiticka u 0).

Pretpostavimo da je 0 regularni singularitet jednadzbe (12). Opisimo ukratko postupak
rjeSavanja gornje jednadzbe u okolini 0.

Neka je
a(2) = 2p() = 3 e,
k=0
b(z) = 2%q(z) = Z b2*
k=0

Definiramo funkcije

fo(r) = r? — (1 —ag)r + by,
fe(r) =ray + by, za k > 1.
Jednadzbu
Jo(ry =1 = (1 —ag)r +by =0

zovemo indicijska jednadzba pridruzena jednadzbi (12). Neka su ry, 7y € C korijeni indi-
cijske jednadzbe. Imamo dva slucaja:

(1) ako je ry —ry ¢ Z (tj. razlika korijena indicijske jednadzbe nije cijeli broj), onda imamo
dva linearno nezavisna rjesenja jednadzbe (12) oblika

[e.e]
yi(z) = 2" Z cx2”,
k=0

[e.9]

pa(z) =2 ) e,

k=0
gdje koeficijente ¢, odredujemo iz rekurzivne relacije

folr+Ek)ep+ filr+k—1D)cg1+ -+ foo1(r+ Dey + fa(r)co = 0; (13)

(2) ako je r; —re € Z (tj. razlika korijena indicijske jednadzbe je cijeli broj), onda jedno
linearno nezavisno rjesenje jednadzbe (12) odredujemo na isti nac¢in kao u slucaju (1),
tj. oblika je

o0
yi1(z) = 2" Z ez,
k=0
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(koeficijente ¢ opet odredujemo iz rekurzivne relacije (13)), a drugo linearno nezavisno
rjeSenje racunamo po formuli

2) = (= o)y, )]

r=ro

Zadatak 3.6. Nadimo opce rjesenje jednadzbe
doy" + 2y +y =0
u okolini tocke x = 0.

Rjesenje. Provjerimo prvo je li 0 regularni singularitet ove jednadzbe. U standardnom obliku,
jednadzba glasi

1 1
y'+—y'+—y=0,

2z 4x
te vidimo da je 0 pol prvog reda za funkcije p(z) = 5 i ¢(z) = .- = dakle, 0 je regularni
singularitet.
Stavimo
a(r) = xp(z) = ! = i apz®,  b(x) = 2%q(x) = lx = i bpx
2 k=0 ’ 4 k=0 '

Izjednacavamo koeficijente uz potencije od z i dobivamo ag = %
b, = i, by = 0 za k > 2. Sada mozemo odrediti funkcije fi(r), k >

o=

R
fi(r) =ra; + b :i,
fr(r) =ra+b, =0, za k> 2.

Uvrstavamo ove funkcije u rekurzivnu relaciju (13) te dobivamo
1
(r+k)(r+k—3)c+ 161 =0.
Na taj na¢in smo dobili rekurziju za koeficijente ¢, £ =0,1,2,...,

Ck—1

Ar+k)(r+k—3)

Cr — —
Korijeni indicijske jednadzbe

folr)=r"—(1—a))r+by=r*—3r=0

sur, =0, rp = % Bududi da je razlika korijena ry — ry = —% ¢ 7, odredujemo linearno

nezavisna rjesenja po slucaju (1).
Odredimo prvo rjesenje y;(z) (koje odgovara korijenu r = 0). Dakle, u gornju rekurziju
za koeficijente ¢, uvr§tavamo r = r; = 0 te dobivamo

Ck—1 Ck—1

Ary + k) +k—1)  2k(2k—1)

Cr — —
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[zracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:

Co C1 Co Co Co
Cl=—., CO=———=—,CoQ=———— = —
! 1-277 3.4 477 5.6 3k
Vidimo da ¢e opéi koeficijent ¢ biti oblika
Co
= (=1)* k=0,1,2,...
Ck ( ) (2]{:)!’ M) ) b b)

(DZ Dokazite ovu tvrdnju indukcijom!), te imamo

y1(x )—xrlzckx —ZL‘OZ 2]{: oI CoT —COZ

k=0 =0

2k L
= (CpCOSxT2.

Odredimo zatim rjesenje yo(z) (koje odgovara korijenu ro = 1). Dakle, u gornju rekurziju
za koeficijente ¢, uvrStavamo r = ry = % te dobivamo
Cl—1 Cr—1
Ck: = — e

Alry + k) (ra+k— 1) 2k(2k+1)

[zracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:

Co C1 Co C2 Co
(l=———=,C=—"—"=—, (3= ———=——,...
T2 P 45 T 6.1 0
Vidimo da ¢e opéi koeficijent ¢, biti oblika
Co
= (-1 k=0,1,2,...
Ck ( ) (2k+ 1)!7 Y ) ) Y
(DZ Dokazite ovu tvrdnju indukcijom!), te imamo
T S k _ e k 1 ko - (fm)%ﬂ_ .
yo(z) = 2" ,;Ckx =T ;(—1) mcox = Co ;(—1) m CcosSinx2.

Dakle, opce rjesenje je 1 1
y(x) = Cicoszz + Cysinzz,

za neke konstante Cy,Cy € R. O
Zadatak 3.7. Nadimo opce rjesenje jednadzbe

82%y" + 102y’ + (v — 1)y =0
u okolini tocke x = 0.

Rjesenje. Provjerimo prvo je li 0 regularni singularitet ove jednadzbe. U standardnom obliku,
jednadzba glasi

) —1
1
=0,
v+ + 2 TV
te vidimo da je 0 pol prvog reda za funkciju p(z) = E i pol drugog reda za funkciju ¢(x) = ”5‘;7_21

= dakle, 0 je regularni singularitet.
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Stavimo

5w 1 1 &
CL(I') = l’p(l‘) = Z = Zakxk’ b(l’) = $2q(1’) = gl‘ — g = Zbkxk
k=0 k=0
Izjednacavamo koeficijente uz potencije od z i dobivamo ay = Z, ar =0zak > 1;teby = —%,

by = %, by =0 za k > 2. Sada mozemo odrediti funkcije fx(r), k> 0:

1
fo(r):r2—(1—a0)7’+b0:r2+}17’—§,

fi(r) =ra; + b, = %7
fe(r) =rap+by =0, za k> 2.

Uvrstavamo ove funkcije u rekurzivnu relaciju (13) te dobivamo
A(r+k)—1)2(r+k)+ Deg + -1 =0.

Na taj nacin smo dobili rekurziju za koeficijente ¢, k =0,1,2,...,

(A4(r+ k) — 1)22(7“ +k)+1)

Cp = —
Korijeni indicijske jednadzbe

fO(fr):7’2—(1—0,0)7’4-(70:7”24‘%7“— =0

1
8
sur; = }l, ry = —%. Budu¢i da je razlika korijena r; — ro = % ¢ 7, odredujemo linearno
nezavisna rjesenja po slucaju (1).

Odredimo prvo rjesenje y;(x) (koje odgovara korijenu r = ;11) Dakle, u gornju rekurziju
za koeficijente ¢, uvrStavamo r = r; = % te dobivamo

Cr. = _Ck—_l
P 2k(k 4 3)
[zracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:
Co &1 Co Co Co
€(l=——F%,C=——=— (3= = —— ...
PTO2o7T T 44 6167 0T 90 55440

Imamo

. ) 1 1 1
=" e 111 -— - ).
yi(z) =2 kzzockx cox4( 14x+616x VT +

(Kako ne mozemo jednostavno odrediti zatvorenu formulu za opéi koeficijent ¢, ostavljamo
u ovom obliku.)

Odredimo zatim rjesenje y»(z) (koje odgovara korijenu ry = —%) Dakle, u gornju rekurziju
za koeficijente ¢, uvrStavamo r = ry = —% te dobivamo
S
BT 2k(4k - 3)
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[zracunajmo prvih nekoliko ¢lanova ovog niza:

Co 1 Co C Co

54 21607

Imamo

1 1 1
yg(x):xTQchxk:cox_% (1——:10—1——2 3+...).

2" T 10" T 2160"

Dakle, opce rjesenje je

1 1 1 1 1 1 1
Ot (1=t ——a?— a4 ) 4Cur 3 (1— o+ —
y(x) Cla:4( 14$+616$ 55440:1: + )+ o 2( x+

za neke konstante C,Cy € R.

Zadatak 3.8 (DZ). Nadite opée rjesenje jednadzbe
322 —ay +y=0

u okolini tocke 0.

Zadatak 3.9 (DZ). Nadite opée rjesenje jednadzbe
20%y" + (3x —22%)y — (x + 1y =0

u okolint tocke 0.
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