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1 Prve vjezbe - uvod u ODJ

1.1 Separabilne

Zadatak 1. Po Kirchhoffovom zakonu, za jakost struje I u RC strujnom krugu vrijedi jednadzba:

dl T

a) Nadi jednadzbu zatvorenog tipa za I u ovisnosti o t.

b) Neka je kondenzator kapaciteta C' = 10,000uF napunjen pod naponom od 100V i neka se prazni
kroz otpornik od 1M€). Kolika je jakost struje u trenutcima ¢ = 0s i ¢ = 100s.

Rjesenje.  a) Jedn. je separabilna (niSta ne ovisi o struji/vremenu) pa je zapisujemo kao:
dl dt t
R—=—-—— = RWl|l|+Co=—=+C
7 c n|I|+ Cy C + Ch
Jednostavnije;
t ¢
In|l|=——==+C35 = |I| =Cye” RO
nll]=-5=+0s || = Cye

Posto C4 moze biti bilo §to, odbacujemo apsolutnu vrijednost i imamo nas krajnji rezultat.
b) Stavljamo vrijednosti u standardne jedinice i znanstveni zapis:
C=10*uF =10"%2F, U =10%V, R=1MQ =10°Q
Napon kojim punimo kondenzator biti ¢e jednak IyR, pri ¢emu je Iy jakost struje u trenutku

= 0. Stoga, imamo:
U 102

I(0) = I = = WA =10"%4
Iz prethodnog podzadatka imamo:
10744 =I(0) = Cye 7o = C,4
pa lako racunamo trazenu vrijednost:
1(100) = 10" = 104" 12107 = 10 %' A ~ 3.67788 - 10 °A
Zadatak 2. Laplaceova trasnformacija Besselove jednadzbe (n = 0) daje
(s +1)f'(s) + sf(s) = 0.

Nadi f(s).

Rjesenje. Uz oznaku y = f(s) zapisimo malo ljepSe nasu jednadzbu:

(2 4+ 1)dy + syds =0 = (s> + 1)dy = —syds.



I ova jednadzba je separabilna pa imamo:

dy s 9 du 1 9
7 — _ - = 1 1 = — — = —=1 1
) /S2+1ds:>[u s+ 1] = lnlyl+ Co S 2n(s+ )+ Cy

Iz toga imamo:
Co

s2+1

Yy = 02(32 -+ 1)_% =

Zadatak 3. Pad populacije uzrokovan sudarom dvaju tijela opisan je jednadzbom:

dN
— = —kN?Z.
dt

Pokazi da vrijedi:

N(t) = Ny (1 + t) -

70
pod pretpostavkom da je za t = —7y populacija beskonaé¢na, pri ¢emu je 7 := (kNg)~! i Ng := N(0).
Rjesenje. Ova jednadzba takoder je separabilna pa imamo:

dN

1

Iz danog pocetnog uvjeta imamo —k7ry + C' = 0, tj. C = k7y. Dakle, trazeno rjesenje je:

N—;—lfl(t—i— )*1—i 1+ L _1—N 14 -
o k(t-l—T()) o o - k1o T0 - T0

Zadatak 4. Stopa napretka kemijske reakcije A + B — C proporcionalna je koncentracijama reakta-
nata A i B: 4C(0)
S = alA(0) - CW[BO) - CW).
Uz pocetni uvjet C'(0) = 0 nadi C(¢) kada vrijedi:
2) A(0) # B(0)
b) A(0) = B(0)

Rjesenje. Neka je a := A(0) i b:= B(0). Jednadzba je ponovno separabilna pa imamo:

/w—ifc—m:a/dt

a) Potrebno je razlomak zapisati kao dva jednostavnija razlomka:

1 kl k2 (kl + kQ)C - klb - kga

C—a)C=b) C—a CT—b (C—a)C—1)

1

tj. k1 + ko =01 —k1b— koa = 1. RjeSenja ovog sustava su ky = —ﬁ, ko = = Dakle, imamo:

1 1 1 1 1 C—-b
= — dC = —— (-1 —al+1 =b))+D =—-1 D
@ b—a/( C’—a+C’—b> ¢ =g (nlCatm|C=b)+D = 7= D’C—a +
Pocetni uvjet implicira 0 = 72— In |§| +D,tj. D=—31In |§| Privremeno se drzimo ove oznake
i dobijamo:
(~Dratib-a) _ [T =],
Cc-b

b) U ovom sluc¢aju integral je vrlo jednostavan pa imamo:

1
G =at = C(H) = A0) - —




Zadatak 5. Na brod dok plovi djeluje sila otpora proporcionalna v™ (n € N), pri ¢emu je v brzina
broda. Drugi Newtonov zakon stoga implicira:

dv "
m% = —kv

Nadi jednadzbu za v u ovisnosti o vremenu i u ovisnosti o polozaju uz pretpostavke v(t = 0) = vq i
z(t=0)=0.

Rjesenje. Jednadzba je ponovno separabilna. Imamo:

d k
Do T
o m
U slucajun = 1 imamo In|v| = —£t4+C, tj. v = Ce~w'. Po potetnom uvjetu, v(t) = voe~ . Dakle;

tdx muvg _ &,

t
xtzxt—sz/—dtz/vefﬁtdtz e m',
(1) =) ~x(0) = [ Goe= [ .

Kada je n > 1 imamo:
pi=n k
=——t+C
m

1—n

1]107:. Raspisivanjem lako dobijemo:

Zbog pocetnog uvjeta imamo C =

1
1—-n

o(t) = (vé" + (n — 1)Zt>

Kao i ranije:

1

= [ (i) e [ e [

__m (,1n kN
e (Uo +(n l)mt> .
Yy

Zadatak 6. Pokazi da je jednadzba oblika % = g () separabilna uz supstituciju u = £.

x

Rjesenje. 1z y = ur imamo dy = xdu + udx pa jednadzba postaje:

d d
rdu +udr = dy = g(u)dr = zdu = (g(v) —u)dx = L
glu)—u

1.2 Egzaktne jednadzbe
Zadatak 7. Pokazi da je diferencijalna jednadzba oblika

f(z)dz + g(x)h(y)dy = 0

egzaktna ako i samo ako je g konstantna funkcija, pri ¢emu f, g, h nisu nul-funkcije.

Rjesenje. Ako je g(x) = C konstanta, onda %(a@y) =0= %—Q(x,y), §to nam daje dovoljan uvjet

T
za egzaktnost. U suprotnom, neka je jednadzba egzaktna. Jer je 0 = %—?(:@y) = ¢'(x), g je nuzno
konstanta.



1.3 Homogene i izobarne jednadzbe

Zadatak 8. Rijesi jednadzbu
(xy? — y)dx + zdy = 0.

Rjesenje. Jednadzba je izobarna. Uz supstituciju y = x™v imamo da je stupanj prvog clana 2n + 2,
a drugog ¢lana n+ 1. 2n 4+ 2 = n + 1 vrijedi samo za n = —1 pa koristimo supstituciju y = v/z, tj.
dy = %d’u — 2zdz. Onda je jednadzba separabilna:

2 _
Vo2 dx+1dv:0:>/d£:/41
x x v(2 —v)

Jer je ﬁ = %(% + ﬁ) rjesenje je:

Cv 222
1 —Inl|2 — 2 -
nlv| —In| v))+C = =z e — @21 0)

1 i
nlal = 5
Zadatak 9. Rijesi jednadzbu

(22 — y2e¥/®)da + (22 + zy)e?/dy = 0.

Rjesenje. Jednadzba je homogena iako ima eksponencijalne ¢lanove (objasnjenje). Uz supstituciju
y = av, tj. dy = vdx 4+ xdv dobijamo:
(22 — 2%0%e)dx + (2 + 2?v)evvdr + (2 + z*v)ezdv = 0

d 1 v
(22 +22ve?)dr+ (2® +23v)e’dv = 0 <= (1 +ve')dz+2(1+v)e'dv = 0 <= — / ?m = / (1175);

Za integriranje RHS koristimo jednu neobi¢nu supstituciju, u = ve” 4+ 1, du = (e¥ + ve¥)dv;

Cx

= y/w —
vt + 1 gevlt 41 = ye const.

d
—1n|x\:/;u:1n|ve”+1|+0 = x=



1.4 Jos zadataka

Zadatak 10. Rijesi jednadzbu
why? + (2% + 25y)y = 0.

Rjesenje. Za pocetak, dovedimo jednadzbu u standardni oblik:
ahyPde + (2° + 25y)dy = 0.

Ovo je izobarna jednadzba. Uz supstituciju y = ua™ imamo da je stupanj prvog ¢lana uz dy n—1+3 =
n+21itreceg 5+ 2n —1 = 2n+4. Jednakost 2n +4 = n + 2 vrijedi samo za n = —2 pa imamo y = 3,
tj. dy = %du — i—?dm. Uvrstavanjem dobivamo:

1 2 d 1
u?de + (2% + ux®) (IQdu—xgdm) = (—u? = 2u)dz + (v +ux)du = 0 = /?x :/zﬂ—tigu u
Pojednostavljujemo razlomak:
1 A B A+ B 2A 1
ﬁz——i— :( + BJut = A+B=1,2A=1 = A=B=-
w2 42u  u u+2 u? + 2u 2
pa je
1
ln|x|:§(ln\u|—|—ln\u+2|)+0 — 2°=C uj—Q‘

Zadatak 11. Rijesi jednadzbu:
(2ycyew2 —eY + cosx)dx + (e””2 —ze¥)dy = 0.

Rjesenje. Provjeravamo da je jednadzba egzaktna:

Oy (Qxye"’”2 —eY 4+ cosx) = 2we” — ¥, 0, (e"‘”2 —ze¥) = 2we” — e

Sada:
o(z,y) = /6932 — ze¥dy = ye© — ze¥ + C(x)

§to daje:
2333/6“2 —eY+cosx = (%(ye$2 —ze¥ +C(x)) = 2xyex2 —e¥+C'(z) = C(x)=sinz+D,DeR

tj. rjeSenje je:
2
ye® — xe¥ + sinx = const
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