MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 27. sije¢nja 2024.

Zadatak 1. (ukupno 13 bodova)
(a) (7 bodova) Niz (a,) zadan je rekurzivno na sljede¢i nacin:

2a, +1
az+2°

ar =0, apy1 =

Konvergira li niz (a,,)? Ako konvergira, odredite mu limes.
(b) (6 bodova) Odredite sva gomilista niza (x,,) zadanog s

(2n? + 1)7r>.

Ty = cos(
3n

Rjesenge.
(a) Uocimo da za svaki n vrijedi

20, +1  (a, —1)?

1 —api=1— = >0,
(i1 a? +2 a2+2 -
dakle niz (a,) omeden je odozgo s 1. Nadalje, za svaki n imamo
2, + 1 1—d?
n —Up = —5 5 — Un = - > O)
o+t =@ a? + 2 ¢ a? + 2
dakle niz (a,) je rastu¢. Prema tome, niz (a,) konvergira, stoga ozna¢imo L = lim, .. a,. Iz
rekurzivne relacije slijedi
2L +1
L2422

odakle rjesavanjem dobivamo L = 1.

(b) Iz adicijskih formula imamo

T, = cos(zn?ﬁ + 31”) = cos(zn%) cos(g%) — sin(znTﬁ) sin(gln).

Bududi da je |sin(%5)| < 1 te lim,_q sin(2~) = 0, po teoremu o sendvicu slijedi

3
lim sin(zn—w> sin(l) = 0.

S druge strane, kako je

I {1 ako je n djeljiv s 3
cos(=5) =

1 >
3 mace

L

5-) = 1, dobivamo da vrijedi

te lim,, o, cos(

1
lim z3,, =1, lim 23,41 = lim 23,10 = —=.
m—so00 m—o0 m—oo 2



Dakle, —%, 1 gomilista su niza (x,). Dokazimo da su to ujedno sva gomilista. Pretpostavimo da je x
gomiliste od (z,,) te odaberimo podniz (x,, ), koji konvergira prema x. Tada postoji j € {0,1,2} takav
da p, daje ostatak j pri dijeljenju s 3 za beskona¢no mnogo n. Drugim rijec¢ima, postoji daljnji podniz
(2, )n takav da pg, = j (mod 3) za sve n. No tada dobivamo

) {1 ako j =0
r= lim z, = 5

n—00 inace

N[ =

¢ime je tvrdnja dokazana.



Zadatak 2. (ukupno 12 bodova)
(a) (4 boda) Postoje li skupovi A, B C R takvi da je sup(A - B) # sup Asup B? Dokazite ili opovrgnite.

(b) (8 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

2 _
S = m —mn, m,neNm>n
2m? + n?

Rjesengje.

(a) Postoje. Na primjer A = B = {—2,—1}. Vrijedi A- B = {1,2,4} pa je sup{A- B} =4 # 1 =
(=1)-(=1) =sup Asup B

(b) Za fiksni n € N ra¢unamo:
oom?P—mn 1
lim — = —.
m—oo 2m?2 + n? 2
Medutim, za svaki m,n € N vrijedi:

m2 —mn m2 —mn m? 1

2m?2+n?2 =  2m?2 T 2m?2 2

Slijedi da je sup S = %

Za svaki m,n € N vrijedi:

m? —mn _ m(m—n) >0,

om2+n2  2m24+n2

Takoder, za m = n = 1 vrijedi
m?2—mn 1-1

2m?2+n?2  2+1

Slijedi da je inf S = 0.



Zadatak 3. (ukupno 12 bodova)
(a) (4 boda) Postoji li konvergentan niz (z,), za koji niz (|x,]), ne konvergira?

(b) (8 bodova) Dokazite da sljede¢i limes postoji i odredite ga

4
JL}H(}OEZk sm< )

Rjesenge.

(a) Postoji. Promotrimo li niz z,, = %, vrijedi lim,,_,oo x,, = 0, ali

- :{0, n € 2N

-1, ne2N-—-1

pa zakljucujemo da niz |z, | ne konvergira.

(b) Koristimo Cesaro—Stolzov teorem Buduéi da je niz (n*), strogo rastuéi i neogranicen, definiramo li

ay = K sm( ) i b, = n? i pokaZemo li da postoji limes lim,, o, b”*i Z”, tada ¢e postojati i limes
lim,, oo Z—” i oni ¢e jednaki.
i Gt =0 (2n +2)*sin(55 +2) (2n +1)* sm(ﬁ) —ntsin()  /n3
n—o00 bn-l—l — bn n—o00 (n —+ ]_) —n4 /n3
sin(5—1) sin(5-1=) sin(%)
(2 _|_ 2)3 . 21n+2 + (2 + l)3 . 21n+1 _ n3 . 1n
— hm " 2n+2 2n+1 n
n=o0 4+8+ 4+ L
_8+8—-1 15
44

gdje smo u posljednjoj jednakosti koristili limes lim; o =3+ B

i kvocijenta.

= 1 te teoreme o limesu zbroja, produkta



Zadatak 4. (ukupno 13 bodova)

(a) (8 bodova) Odredite postoji li sljedeci limes i ako postoji, izrac¢unajte ga:

1
lim 2 (1 — e37 cos —) .
T—00 T
(b) (5 bodova) Postoji li neprekidna funkcija f : [0,00) — R koja nije ograni¢ena i za koju postoji limes

lim, o sin(f(x))?

Rjesenge.

(a) Koriste¢i supstituciju limese s predavanja i vjezbi te teorem o limesu produkta i zbroja, vrijedi:

y=1
r—o00 — y— 0"

) a1 1
lim 22 (1 —exZcos— | =
T—00 s

2
1—e€¥ cosy

= lim 5

y—07+ Yy

1 —cosy 1—ev

= 1 -7 .

yg(r)l+ ( e + cosy " )

1 1
= - — 1 = ——

2 2

(b) Dokazimo da takva funkcija ne postoji. Kako funkcija nije ograni¢ena, ona nije ogranicena ili odozgo
ili odozdo. Pretpostavimo, bez smanjenja opcenitosti, da f nije ograni¢ena odozgo buduéi da u
suprotnom mozemo promotriti funkciju — f i iskoristiti identitet sin(—f(z)) = — sin(f(z)).

Ozna¢imo f(0) = m. Neka je M € R proizvoljan realan broj za koji vrijedi M > m. Kako f
nije ogranic¢ena odozgo, postoji xy € R takav da je f(xy) > M pa po teoremu o meduvrijednosti
slijedi da funkcija na intervalu [0, x ] postiZe sve vrijednosti u intervalu [m, M| pa posebno znamo da je
[m, M| C f(]0,00)). Medutim, kako je M > m bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je [m, 00) C ([0, 00)).
To posebno znaci da postoje niz brojeva (x,), takav da je f(z,) = 5 + (2n +2m)7 i niz brojeva (y,)n
takav da je f(y,) = —5 + (2n + 2m)7 (naime, za svaki n € N su brojevi 7 4 (2n + 2m) su veci od
m).

Tvrdimo da niz (x,), ima strogo rastu¢ i neomeden podniz. Naime, po teoremu s predavanja slijedi

da on ima monoton podniz. Kad bi on imao neki padajuéi podniz (z,, ), zbog toga §to je omeden
odozdo s 0, on bi imao limes L > 0, ali tada bi zbog neprekidnosti funkcije vrijedilo:

+oo > f(L) = klgl& fzn,) = khﬁn;lo g + (2ng + 2m)m = +o0,

sto je kontradikcija. Dakle, bilo koji monoton podniz niza (z,), mora biti rastu¢, ali kako je dodatno
f(zm) # f(x,) za sve m # n, zaklju¢ujemo da je i x,, # x,, tj. svi elementi niza (z,), su razli¢iti pa
zaklju¢ujemo da su i svi elementi monotonog podniza razli¢iti pa je taj podniz (x,, ) strogo rastuc.
Analogno se dokaze i da postoji strogo rastuci i neomeden podniz (y,, )r. Medutim, kako je

lim sin(f(z,,)) = lim sin(g+(2nk—|—2m)7r) =1#-1= klgn sin(—g+(2n+2m)7r) = lim sin(f(yn,)),

k—o0 k—o0 k—o0

nasli smo dva niza koja konvergiraju k 400, za koje su limesi funkcija razli¢iti pa zaklju¢ujemo da
funkcija sin(f(z)) nema limes u +oo.
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