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Idealna tekucina

U ovom predavanju razmatra se idealna jednokomponentna tekucina,
za koju vrijedi:
» Nema viskoznosti: i ¢ = 0.
» Nema temperaturnih gradijenata. Nema prenosa topline, w = 0.
» Vrijedi zakon saCuvanja entropije:

%(p s)+V(psv)=0. (Gibanje je adijabatsko.)

» Ako je s=konst. svuda, onda je to izoentropsko gibanje.
Uvodi se entalpija po jedini¢noj masi, w = e + pV. Vrijedi:

1 - -
dw:T\dﬁﬁ—vdp:;dp = Vp=Vw.

=0
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Jednadzba gibanja
Eulerova jednadzba postaje:
ov

ot + (V- V)V(r,t) =

1-
—=Vp(FEt) +
pp(>

g =-Vw+g
~~
gravitacija
Na lijevoj strani prostorne derivacije mogu se preurediti, koristeci:
1 = - e — - =\ -
5 V2 =Vx (VxV) +(V-V)V =
Jednadzba gibanja:
v 1o L = - - -
E+§Vv2—vx(Vx\7):—Vw+g. JV % ...
Mnozeci jednadzbu s rotacijom konac¢no se dobiva:
0

at(@x?):ﬁx[?x(ﬁx@]
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Jednadzba gibanja

%(ﬁx?):ﬁx [Vx(ﬁx?)]

Ovo je skup od 3 PD jednadzbe koje sadrze samo brzine kao
nepoznanice. Nema termodinamickih veli¢ina kao Eulerova
jednadzba. Taj skup jednadzbi treba nadopuniti rubnim uvjetima, {j.:

v ﬁ|rub = 0.
Opcenito gibanje tekucine zadano je s 5 veli¢ina, V, p i p, a za to je

potrebno imati 5 nezavisnih jednadzbi: Npr.

» 3 Eulerove jednadzbe za V,
» jednadZbu kontinuiteta za p i
» s = konst. (jednadzba saCuvanja entropije).



Hidrostatika

Ako se tekucina ne giba, v = 0, dobiva se:

Vp = pg
se:

Pretpostavljajuci da je smjer gravitacije negativna strana z-osi, dobiva
p = —p g z+ konst.
Ako je:
p=ppzaz=~h

=

p=po+pg(h-2)
Uz pretpostavku da je p konstantno.




Bernoullijeva jednadzba

U slu€aju stacionarnog gibanja:
Zt =0 zasvakir.

iz Eulerove jednadzbe se moze izvesti Bernoullijeva jednadzba.

Stacionarna jednadzba se mnozi s vektorom paralelnim sa

strujnicom:
1_’ o = = = = e —
§Vv2—vx(V><v)=—Vw+g [ (~V)
te se dobiva:
- o [v?
/V[2 +w+gz] = 0 =
0 V2+W+ z| =0 =
al | 2 9z =
V2
- tw+gz = konst|gyinica



Bernoullijeva jednadzba

V2

oY +w+ g z = konst. | syryjnica

Ovo je poznata Bernoullijeva jednadzba.

Veli¢ina na lijevoj strani je konstantna ali samo uzduz pojedine
strujnice. Razli¢ite strujnice mogu imati razliCite vrijednosti
konstante. Pri tome je:

w=e+ (entalpija)

< IT

Bernoullijeva jednadzZba izraZzava zakon saCuvanja energije, u ovom
slu¢aju uzduz pojedinih strujnica.



Zakoni saCuvanja

Zakoni saCuvanja u idealnoj tekucini glase:
» Energija:

a (pVv? [ VP B
5t<7+pe>+V|:pV<5+W =0.
» Koli€ina gibanja:

0
HiPvi) + ; B_XIHU =0,
gdje je tenzor toka impulsa:

H,j:pé,-j—i—pv,-vj.




Zakon sacuvanja cirkularne brzine

Osim zakona sacuvanja energije, impulsa i entropije postoji i zakon

sacuvanja cirkularne brzine.
Cirkularna brzina se definira za zatvorenu konturu (petlju) I" kao:

F(t):éc?l-v.

Kontura I" se u vremenu premjesta i deformira kako se Cestice
tekucine gibaju. Vremenska promjena cirkularne brzine je:

dar - dv d- ~
= _ . = Zdl
dt ?{dl dt +?{ ot v
~— ~—
_bv o da
= E =-Vw = da =dv
- _fa/vwforv.v
kraj
kraj V2 _
= Wl o T = = 0.
pocetak 2 pocetak




Zakon sacCuvanija cirkularne brzine

ar

Cirkularna brzina je saCuvana. Zakon sacuvanja cirkularne brzine
poznat je i kao Kelvinov teorem.

Kelvinov teorem vrijedi uz uvijet da je gibanje izoentropsko, s =
konst.

Konturni integral iz definicije cirkularne brzine se moze prevesti u
povrsinski, pa izlazi da je:

V x V = konst.

Vektor V x ¥ naziva se vrtloznost. Neovisnost vrtioznosti o vremenu
implicira da se vrtlozi gibaju zajedno s teku¢inom.



Potencijalno gibanje

Ako je V xvV=0na jednoj tocki na strujnici, onda to vrijedi i za cijelu
strujnicu. (Kod nestacionarnog gibanja to vrijedi za trajektorije
Cestica).

Ako je V x V=0 svuda u prostoru, onda se kaze da je to
potencijalno ili irotaciono (bezvrtlozno) strujanje.

Kod problema opticanja nekog tijela, u
podrudju prostora daleko ispred tijela,
brzina tekuéine je konstantna pa je i
V x ¥=0. Sve strujnice koje dolaze iz
bekonaénosti, prolaze oko tijela i uda-
ljavaju se u podrucje prostora iza tijela
imat ¢e V x v=0.




Potencijalno gibanje

diskontinuitet
u brzini

Opticanje tijela opéenito nije slu€aj bezvrtloznog (potencijalnog)
gibanja. Uzrok je postojanje strujnica koje ne dolaze iz
beskonacnosti, nego nastaju na povrsini samom tijelu, te se protezu u
podrudje iza tijela.

Idealna tekucina dopusta potojanje takvih strujnica. To je posljedica
toga Sto tangencijalna komponenta brzine na povrsini tijela nije
jednaka nuli, nego je kona¢na. Treba naglasiti, da jednadzbe gibanja
ne daju jednoznacno rjeSenje. Postoji familija rieSenja s
diskontinuitetima u brzinama, koji po€inju na tijelu te se proteZu u
podrucje iza tijela.



Potencijalno gibanje

nestabilna strujnica

na malu smetnju

Sva dobivena rjeSenja nisu fizikalna, tj. nisu stabilna na male
smetnje.

Kasnije ce se vidjeti da su tangencijalni diskontinuiteti apsolutno
nestabilni te da oni vode na pojavu turbulencija u realnim
tekucinama.

U realnim tekuc¢inam postoji viskoznost te je brzina tekuc¢ina na samoj
povrsinini tijela jednaka nuli. U samoj blizini tijela postoji grani€ni
sloj unutar kojeg se dogada prijelaz iz viskoznog gibanja (dominacija
viskoznosti) u podruéje u kojem se viskoznost mozZe zanemariti.



Potencijalno gibanje

Ono sto se dogada u grani¢nom sloju ¢e odrediti koje je rieSenje od
beskonacno mogucih fizikalno (stabilno na malu smetnju).

U mnogim situacijama potencijalno gibanje idealne tekuc¢ine moze
dati korektnu sliku i za gibanje realne tekucine, svuda osim u
neposrednoj blizini tijela (grani€ni sloj) te u relativno uskom podrucju
iza tijela (tj. u tragu).



Male oscilacije

Gibanje tekuéine oko tijela koje €ini male oscilacije takoder je
priblizno bezvrtloZzno. Uvijet je da su amplitude oscilacija, a, puno

manje od dimenzija samog tijela, /. Tada je:

|0 V] ~ % (prostorne derivacije)
ov u? , a
5~ YV (period TNZI)

u?

~ —

ov
ot

2
W ~ <

pa se Eulerova jednadzba svodi na:
o o 0,= -
E_VW = E_(VXV)_O

Takoder je:

= V x V~ konst.

Voscliam = V=0 = VxvV=0 = VxvV~0



Potencijalno gibanje

Ako je svuda: B
VX V=
kaZe se da je gibanje tekuéine potencijalno.
Tada je brzinu moguce prikazati kao gradijent nekog potencijala:
V=Vo¢.

Uvrstavajuci to u Eulerovu jednadzbu:

99

dobiva se
99
ot

konst.(t) ne ovisi o polozaju all je moguca vremenska ovisnost.

+ — + w = konst.(f)



Potencijalno gibanje

Vremenski ovisna konstanta moZze se pribrojiti potencijalu, jer to ne
utje€e na brzinu koja je dana prostornim gradijentom. Dakle:

o V2

E‘i‘?-l-W:O.

Ako se promatra stacionarno gibanje vrijedi:

¢ v2
5_07 = 3er_konst.

Prije izvedena Bernoullijeva jednadZba odnosila se je na svaku
strujnicu posebno.

Sada dobivena Bernoullijeva jednadzZba vrijedi za cijelu tekucinu,
medutim, uvjet je da je gibanje tekuéine bezvrtlozno (potencijalno).



Nestlaciva tekucina

Ako je p(F) = konst. svuda, onda je

9% G(pv =0 = V=0
ot
Ova jednadzba, zajedno s onom prije izvedenom za brzinu
0
8t(

V x V) = ﬁx[\?

x(ﬁxV)]

¢ini osnovni skup jednadzbi koje je potrebno rijesiti. Sama gustoc¢a, p,
viSe se ne pojavljuje kao nepoznata funkcija




Nestlaciva tekucina - stacionarni slucaj

Ako se promatra stacionarno gibanje, tada se dobiva Bernoullijeva
jednadzba, koja, medutim, viSe se sadrZi unutradnju energiju
(entalpiju), nego samo tlak:

v oop

— + =+ g z=konst.

2 p
Naime, unutradnja energija, e, je konstanta koja viSe ne ovisi o
poloZaju.
s = konst.
p = konst. } de=Tds—pdv=0 = e = konst.



Nestlaciva tekucina - potencijalno gibanje

Ako se radi o potencijalnom gibanju nestladive tekucine, tada vrijedi:

= 0

- 0} = V=V¢ protemuje A¢=0.

Potencijal zadovoljava Laplaceovu jednadzbu.

Takoder vrijedi Bernoullijeva jednadZba u kojoj se pojavljuje tlak
umijesto entalpije:

o0 vV p

E + ? + ; =0.



Nestlaciva tekucina - potencijalno gibanje

Iz Bernoullijeve jednadZbe izlazi da je u slu€aju stacionarnog
potencijalnog gibanja nestlacive tekucine tlak maksimalan u to¢kama
gdje tekucina miruje:

V2
Vo P konst. = Pmax
2 p p
odnosno
pv*? PV

pmax:p“‘T:poo“‘Ta

gdje se je pretpostavilo da su p i v, redom tlak i brzina tekuéine u
beskonacnosti.



Uvjet nestlaCivosti

Da bi se neka tekuéina ili plin mogli tretirati kao nestlacivi potrebno je
da su relativhe promjene gustoée zanemarivo male:

A
2P«
p

Do promjena u gustoci dolazi zbog promjena u tlaku:
Ap 1 (ap> V2
= oz ZE Ap ~ —

p p\Op Ny
v
2

(o

Dakle, plin ili tekuc¢ina se mogu tretirati kao nestlacivi ako je brzina
gibanja tekuéine puno manja od brzine zvuka u tekucini:
A v
L1 e ki
p c

To vrijedi ako je gibanje stacionarno.



Uvjet nestlaCivosti

U slucaju nestacionarnog gibanja potrebni su dodatni uvijeti.

Neka su 7 i/ vrijeme i duZina preko koje se brzina tekuéine znacajno
mijenja. Prema Eulerovoj jednadzbi:

1 A /
8_‘/ ~ —Vp = Z ~ _p = Ap ~ p_V
ot  p T pl T
Tada je
1 lv . . Ap v
Ap ~ = Ap ~ o odnosno vrijedi — ~ o

Tekucina je priblizno nestlaciva ako je u jednadzbi kontinuiteta:

% < —V(pv) odnosno ako vrijedi

Ap

"4
< PY
T /



Uvjet nestlaCivosti

Odavde slijedi da treba biti ispunjeno:

Ap VT
— < =

{=

/
c

<

3

Tekucina/plin se mogu smatrati nestlacivim i u nestacionarnom
slucaju ako je:

/ . /

-<KcC ili T> =

T C
To implicira da su vremenske promjene brzine tekucine puno sporije

od vremena potrebnog zvuku da prede udaljenost preko kojih se
brzina znac&ajnije mijenja.



2D nestladiva tekucina

Kada gibanje teku¢ine nema trece komponente brzine, te brzine i
termodinamicke veli€ine ne ovise o trecoj dimenziji govori se o
dvodimenzionalnom (2D) ili planarnom strujanju. Npr. stujanje koje
ima cilindri€nu simetriju moze se smatrati dvodimenzionalnim.

Dvodimenzionalnost u mnogome pojednostavljuje rieSavanje inace
kompliciranih problema.

Ako je tekucina nestlaciva, onda:

dvy  Ovy
ox + oy 0-

Ta je jednadzba automatski zadovoljena ako je:

ov ov

Vx— 6_}/7 Vy—_a



2D nestladiva tekucina

Rotacija brzine

R A AN .

) 8y2> U =KAU.
UvrStavanjem u jednadzbu koju zadovoljava brzina idealne tekuéine

&(VXV):VX [vx(va)]
dobiva se 5 5T 8 5T 8

aA\If B ayA\If + = By aXA\If =0.

jednadzba za nepoznatu funkciju ¥ (

X, Y).




2D nestladiva tekucina

Jednadzba za stujnicu glasi:

d—X—ﬂ/ =  Vvydx—vydy=0 =
Vx Wy

ov ov

— —dy= d¥ =0.
8de+ ay y=0 = 0

Uzduz stujnice funkcija ¥ je konstantna. ¥ je tz. funkcija strujnice.



2D nestladiva tekucina

Tok tekucine kroz neku povrsinu (krivulju) dan je normalnom
komponentom brzine na krivulju. Ako je jedinini vektor duz strujnice
jednak:

dl = dxi + dyj,
tada je okomiti vektor na stujnicu:
dn = —dyi+ dxj
Tok tekucine (koli¢ina tekuéine koja protekne u jedinici vremena kroz

krivulju) je:

2 2
Q:p/ vndl:p/(—vydx+vxdy):p/ dU = p (Ty — Uy).
1 1

KoliCina tekucine koja protekne u jedninici vr.emena kroz neku krivulju
dana je razlikom vrijednosti funkcije strujnice na pocetku i na kraju
krivulje.



2D nestlaciva tekuéina - potencijalno gibanje

Ako se radi o potencijalnom gibanju, tada je brzinu teku¢ine moguce
prikazati i preko potencijala, ¢:

.o 00 ov
X X oy
, _ 0o _ o
Y. o9y ox

Ovdije je moguce prepoznati Cauchyeve relacije koje zadovoljavaju
analiticke funkcije kompleksne varijable, z = x + ¢ y. Uvodimo
analiticku funkciju u, tz. kompleksni potencijal:

u=o¢+19 =ux,y)=ux+:1y).
Brzine su dane derivacijom analiticke funkcije u:

au

—=Vy—1V
dz % y



2D nestlaciva tekuéina - potencijalno gibanje

Integral derivacije kompleksnog potencijala u po zatvorenoj krivulji u
2D kompleksnoj ravnini jednak je cirkularnoj brzini I":

]{dz% jg(der 1 dy)(vx — 2 vy)

= %(vx dx + v, dy) —Hj{(vx dy — vy dx)

cirkularna br. tok kroz krivulju

Ako nema izvora tekuéine unutar zatvorene krivulje, tok kroz krivulju
je jednak nuli. Tada je:

du
I = j{dza =2m ZA,-,

gdje su A, rezidumi derivacije kompleksnog potencijala koji se nalaze
unutar krivulje integracije. Po iznosu rezidumi trebaju biti Cisto
imaginarni.



	Idealna tekućina
	Jednadžba gibanja
	Hidrostatika
	Bernoullijeva jednadžba
	Zakoni sačuvanja
	Zakon sačuvanja cirkularne brzine
	Potencijalno gibanje
	Nestlačiva tekućina
	Uvjet nestlačivosti
	2D nestlačiva tekućina

