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Uniformno stujanje u x-smjeru

Ako se promatra tekucina koja ispunjava cjelokupni prostor te se
kontantnom brzinom giba u x-smjeru, tada je:

vy = U, vy =0, v, =0
pa je potencijal: B
p=Ux=U-T.
U 2D slucaju, moze se definirati funkciju strujnice, pa je:
o(xy) =Ux, Y(x,y) =Uy,
odnosno kompleksni potencijal:
uz=x+wy)=¢+w=U0z

gdje je z kompleksni broj x + uy.



Uniformno stujanje u cilindrickim koordinatama

Uvodimo cilindriéne koordinate:

X = p COS ¢, y=p sing, z
U pretpostavku da je strujanje u z-smjeru, dobiva se:
o=Uz
Brzina tekucine je gradijent potencijala:
09 1 0¢ 09
Vv, = p ch—p g vy =



Uniformno stujanje u sfernim koordinatama
U sfernom koordinatnom sustavu:

X=1r Ccosy sind,

y=rsiny sind, Z=rcosv
potencijal je:
¢ =Urcosv
Iz potencijala se moZe izraCunati brzina tekuéine:
L%, L 0% 10
"Tor Y rsindop U rov




Vrtlog
moze se zapisati kao:

VrtloZzno gibanje u cilindri¢nim koordinatama, neovisno o z-smjeru

v, = 0 (nema radijalnog kretanja)
Vrijedi:

f&ﬁvzr
C

gdje je C bilo koja zatvorena kruzna putanja oko z-osi. Stoga je:
do

J
9% _, 19 _ T
ap p 0p  2mp \\\ An
odnosno, potencijal je:
_Lo
¢= o2




2D komplekni potencijal za vrtlog

Ako nema z ovisnosti, za opis 2D strujanja moze se koristiti
kompleksna notacija. Kut ¢ moZe se izraCunati iz kompleksnog broja
kao imaginarni dio logaritma:

INnx+w)=In(pe?)=Inp+1¢
Stoga je pripadni kompleksni potencijal za 2D vrtlog:

T
u(z) = —;—W Inz

Imaginarni dio kompleksnog potencijala je funkcija strujnice:

YY) = S(ul@) =~ Inp =1 (2 + )



Strujanje s izvorom u ishodistu

U analogiji s poznatim rezultatom iz elektrostatike, brzina tekucine
koja ima izvor u ishodistu je:

Q1
v,:Er—z, v, =0, vy = 0.

Pri tome je povrsinski integral po bilo kojoj povrSini koja sadrzi

ishodiste:
/ ds-v=qQ.
s
isti i jednak Q.
Polazedi iz definicije potencijala u sfernim koordinatama dobiva se:
Q1
$=-—13

4 r



Strujanje s izvorom u ishodistu - 2D slu€aj

Ako je u ishodistu izvor tekucine, onda postoji samo radijalna

komponenta brzine koja je: )
vo— Q1
Lo p
Polazeci od definicije potencijala dobiva se: X
Q
=—|
¢=5_Inp

To odgovara kompleksnom potencijalu (u prikazu pomocu
kompleksnih brojeva):

uz=x+1y) = % Inz.

Funkcija strujnice je imaginarni dio kompleksnog potencijala:

Q

¢ =3(u)



Dipolno strujanje u 2D

Dipolno se strujanje dobiva kao superpozicija strujanja s izvorom i
strujanja s ponorom koji se nalaze vrlo blizu jedan drugom:

Q L L
o (In[g—pi| = In[p'— pa|)

¢ = 2
Q . . _. .= 1 ., = 1 p-p
A o—— — [ =—— (p-V)I =—— —
o (=) Fnlgl = - (3-9)inl =~ 2
__p cosgp
2 p
gdje je

p=Q(p—p)
jacina dipolnog strujanja (dipolni moment). PrikaZe li se potencijal u
kompleksnom zapisu:



Dipolno strujanje u 2D

Imaginarni dio kompleksnog po-
tencijala je funkcija strujnice:

p siny
e
™ p




Opticanje cilindra

Strujanje tekucine kod opticanja cilindra moze se prikazati kao
superpozicija uniformnog i dipolnog strujanja:

P cosy
o p

Jacinu dipolnog toka, p, treba tako odabrati da se zadovolji rubni
uvjet na povrsini cilindra,

b= d’unlformno + ¢d|polno =Up cosp —

<!

=0.
p=R

DIy

Brzine u cilindriénim koordinatama:

_ 09 p
v, = a <U+2wp2> cos ¢

196 [, P\
T e (U 2#92) o

Rubni uvjet je zadovoljen ako je:

p=—2rnUR? (R je radijus cilindra)



Opticanje cilindra u 2D

Pripadni kompleksni potencijal je:

u:U( R2> -

Z+ —
z

Imaginarni dio je funkcija strujnice:
R N
p=U <p - 7) sing S

Razli¢ite vrijednosti funkcije ) prika-
zane su na slici desno.




Opticanje cilindra uz vrtloZenje

Ovaj izraz za potencijal kod opticanja nije jedino moguce rjeSenje. U
stvari postoji beskonaéno mnogo rijeSenja. Npr. poznatom rjeSenju
moze se pribrojiti potencijal vrtloga koji se nalazi u centru cilindra.
Tada je:

R? r
¢:U<p+—) Cosp + — ¢
p 27
Ovo je moguce jer vrtlog modificira samo tangencijalnu (kutnu)

komponentu brzine, a ne mijenja radijalnu komponentu brzine. Rubni
uvjet na povrsini cilindra i dalje je ispunjen.

2
U <1 — %) CoS

vV, = U 1—|—R2 sinp + r
v p? "o

Vp



Opticanje cilindra uz vrtloZenje

Stujanje viSe nema osnu simetriju.

Zavisno od jacine vrloga, na povrsini cilindra mogu biti dvije
asimetricne toCke stagnacije ili samo jedna ili ¢ak niti jedna. Tocka

stagnacije (mrtvila, zastoja) je ona u kojoj je brzina tekucine po
iznosu jednaka nuli.




Magnusova sila

Silu kojom tekucina djeluje na cilindar (po jedinici duzine) moguce je
izraCunati iz raspodjele tlaka na povrSini cilindra. A raspodjela tlaka
na povrsini cilindra moze se odrediti iz Bernoullijeve jednadzbe
buduéi da se promatra potencijalno stacionarno gibanje. Tada je:

Po 2 Lo

P(R,») + o Vo (R, )" = po + 3U2

gdje je pg tlak u beskonacénosti gdje je brzina tekuéine U. Takoder, pg
predstavlja gustocu tekucine i ne treba je mjedati s
radijus-koordinatom u cilindricnom koordinatnom sustavu. Odavde
izlazi da je:

2
ot (1- (2 sing+ —1
P(R,®) = po + > U (1 < 28|n<p+27TRU> >



Magnusova sila

Sila vu€enja, Fp je komponenta sile u smjeru gibanja tekucine, a sila
uzgona, F, dio sile okomit na brzinu opticanja. Dakle:

27

fo = —R/ dp p(p) cosep
0
27

i = -R do p(yp) sing,
0

fp i f; su sile po jedinici duzine cilindra. Proracun daje:

fD = 0
fL = poUF.

Sila uzgona je razli¢ita od nule samo ako postoji vrtlozna
komponenta u gibanju tekucine. Ova sila zove se Magnusova sila.
S druge strane, sila vu¢enja opéenito uvijek je jednaka nuli buducéi da
je viskoznost tekucine zanemarena.



Magnusova sila

Izraz za Magnusovu silu jednako moze se primjeniti i kod prepreke
koja nije cilindar, pretpostavljajuéi da je jacina vrloga, v dana s
cirkularnim integralom brzine oko tijela. Ovaj vrtlozni dio gibanja, s
jedne strane tijela ¢e povecavati brzinu opticanja (smer U i smjer
vrtloznog gibanja je isti), a s druge strane tijela ¢e ponistavati brzinu
(smer Ui smjer vrtloznog gibanja je suprotan). Zbog Bernoullijeve
jednadzbe, na onoj strani gdje je poveéana brzina tlak je umanjen, a
na suprotnoj tlak ¢e biti vedi. Kao rezultat pojavljuje se sila uzgona.

Magnusova sila je razlog zasto avioni mogu letjeti, jedrilice plove ili
zasto felSana lopta u nogometu zaokrece.

Treba kazati da nije moguée imati vrtlozZnu komponentu brzine u
idealnoj potencijalnoj tekucini ako je tijelo kona¢nih dimenzija (u svim
smijerovima). Da bi se dobila konacna sila uzgona bilo je potrebno
imati cilindar koji se proteze u beskonacnost u jednoj od koordinata.
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