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Viskozna tekucina

Jednadzba gibanja viskozne tekugine:

ov . o - . N
o (G + 0 907) = —Tpnav+ ¢+ 999
| —
= 0 za nestlacivu

tekucinu

Iz jednadZbe se moZe eliminirati nepoznati tlak primjenom rotacije:

V x V

5 —V x| (V- V)V ]+ AV x V)

{

:%W—\‘/’x(ﬁx?)
= —Vx[Vx(Vx W)+ AV x V)

To je ona ista jednadzbe dobivena za idealnu tekucinu osim Sto
postoji dodatni ¢lan koji dolazi od viskoznosti.



Viskozna tekucina

U slucaju nestlacive tekucine vrijedi:
Vx[Px (VX)) =(Vxé-V)V—(V-V)V xV
pa je gibanja nestladive viskozne tekucine odredeno jednadzbom:

Do o oo o = = N
=V xV4+ (V- V)VxV—(VxV-V)V=nA(V x V).

ot
Poznavajucéi raspodijelu brzina tlak se moze odrediti iz Poissonove
jednadzbe:
ov; 8\/,
Ap = - —
P p ZJ dx; Ox;

— V(- V)

koja se dobiva primjenom divergencije na NS jednadzbu.



Granicni uvijet

Zbog viskoznog trenja brzina tekucine na nepokretnoj povrsini tocno
je jednaka nuli:

Y rup =0-
Kod idealne tekucine samo je vertikalna komponenta brzine trebala
biti jednaka nuli, dok je tangencijalna komponenta mogla biti razli¢ita
od nule. Kod viskozne tekucine obje komeponete brzine moraju biti
jednake nuli.



Zadatak: Odrediti stacionarno gibanje tekucine koja se nalazi izmedu
dvije ravnine, z=0iz = h ako
a) ravnina z = h se giba konstantnom brzinom v u x-smjeru a tlak je
svuda konstantan.
b) Obje ravnine miruju ali postoji konstantan gradijent tlaka uzduz

X-0Si
Takoder odrediti prosje¢nu brzinu gibanja tekuéine u oba slucaja.
dp
Vy =V L
X dx konst
slucaj b

slucaj a



1. primjer - slu€aj a
Iz simetrije problema:

o op _op Op
vy=v;=0 3_)(_@_5_‘
Jedina komponenta brzine razli¢ita od nule je v, koja ne ovisi o x a
niti o y:

O _ OV _
ox oy
Takoder za stacionarni problem:
ovx
ot
Iz NS jednadzbi se dobiva:
G- Vii=v AT = o




1. primjer - slu€aj a
Slijedi:

Koristec¢i rubne uvjete:
slijedi:

- z

V= (v—-,00
(v4,0,0)

Prosjecna brzina:



1. primjer - slu€aj b
Iz simetrije problema:

vy=v,=0

Bp B Ap op 8p B
x = konst = Ax dy 9z 0.
Jedina komponenta brzine razli€ita od nule je vy koja ne ovisio x, yi t
Ovy  Ovx ovyx
ox oy =0 ot =0
Iz NS jednadzbi se dobiva
- = = — 1 - aVX o 82\/)( 1 ap 82VX o 1 Ap
(V V)V— I/AV ;Vp = an 822 P 6X 822 7—] _X
=0
Rjesenje je:
1
W(2) = 5




1. primjer - slu€aj b

Koristeci rubne uvjete:

slijedi:

vx(2) = —% (%) z(h-2)

Prosjecna brzina:

1" h% [ Ap
VX_E/O dzvx(z)—m<5(>

Vrijedi:

>0

vy >0 akoje é%% <0

w<0 akoje (32



Zadatak: Odrediti stacionarno proticanje tekucine kroz cijev radijusa
R uzrokovano konstantnim gradijentom tlaka duz cijevi:

op
22 konst.

(U )

Iz simetrije problem se treba rjeSavati u cilindric(nom koordinatnom
sustavu. Tada je:

Vo =V, =0, v, #0
Takoder je:

ovy  Ovy vy

—=—=0 — #0

dp 0z ’ Op 70,
te

op _Op @
8<p_8p_0’ 82#0’



NS jednadzba za v;:
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_ lop, 10 (0w
 noz pOp P ap )|’
gdje je umjesto gustocée p stavljena oznaka n kako ne bi doslo do

pomutnje s radijalnom komponentom koja ima istu oznaku. Prema
tome, v, zadovoljava jednadzbu:

9 (v _ Lo
dp P op ) n oz P
Dva puta integrirajuéi dobiva se:

1

_ op\
VZ—4—77 (E) P +a|np+b



Uzimajucéi u obzir rubni uvjet:

Vz(p=R)=0 te |vz(p=0)] <o

__i @ 2 2
Vo= 1 (82) (R*=p7)

KoliCina tekucine koja protece kroz cijev u jedinici vremena je:

slijedi da je:

Q = /dSvn—an/Rd L \9p (R? — p?)
B e e T
=z
7] _
= /dp (p R—p?) 3‘Z)R4:7TR2VZn

Izraz za Q su empirijski pronasli Hagen i Poiseuille, a teoriski ga je
izveo G.G. Stokes. 1

Prosjecna brzina tekucine u cijevi je: V= —

| 52
ER




Zakon slicnosti

Navier-Stokesova jednadzba je skup nelinearnih parcijalnih jednadzbi
koje se mogu rijesiti analiticki samo u posebnim situacijama.

Postavlja se pitanje, ako je poznato rieSenja za neku posebnu
geometrijsku konfiguraciju tijela i podru&ja u kojem je tekuéina, je li
moguce to rijeSenje primjeniti na ostale probleme koji su geometriski
sliéni.

Cak i kada nije moguée jednadzbe rjesiti, moguée je eksperimentalno
odrediti aerodinamicke parametre nekog problema koriste¢i zracne
tunele u kojima se simulira situacija koja nas zanima. Npr. zeli se
odrediti otpor na koji nailazi neki automobil gibajuéi se nekom
bzrinom na autocesti. Jeli moguce taj otpor odrediti i na nekoj maloj
maketi automobila (igracki) te dobivene rezultate naprosto uvecati na
odredeni macin.

O ovim pitanjima govori zakon sli¢nosti.



Zakon slicnosti

Pretpostavlja se da je problem moguce prikazati pomocu nekoliko
karakteristi¢nih veli¢ina. Npr. ako se promatra problem opticanja
tekucine oko tijela:
» Naka je ¢ karakteristicna linearna dimezija tijela oko kojeg proti¢e
tekucina (npr. radijus kugle).
» Naka je u karakteristi€na brzina gibanja tekuéine u odnosu na
tijelo. To je brzina koju teéina ima na jako velikim udaljenostima
od tijela.

» Viskoznost tekucine zadana je s v = g.

» Ako se promatra nestacionarno gibanje, onda neka je 7
karakteristi¢no vrijeme koje odgovara vremenskoj promjeni.

» Pretpostavit ¢e se da je tekucéina nestlaciva: p=konst.

Treba odrediti brzinu tekucine v i tlak p.



Zakon slicnosti

Fizikalne veli¢ine u NS jednadzbi mogu se prikazat preko
bezdimenzionalnih parametara:

x — x/
y — yt
z — z/!

t - fr
Vy — VU
vy — V,u
vV, — VzU
p — ppu

Uvrstavanjem u stacionarnu NS jednadzbu dobiva se:

CVA - META ) (L) LY opeaY
u u u
~—

u]
o)
I
ul
it




Zakon slicnosti

Dobivena jednadzba sadrZi sve bezdimenzionalne veli€ine (prostorne
koordinate, tlak, brzinu, ...) te jo$ jednu bezdimenzionalnu veli¢inu
koja u sebi sve karakteristi¢ne skale koje su specificne odredenom
problemu.

Rjesenje jednadzbe moze se zapisati kao:

- =T
v = f(Z R)
F
p = pu’ g(z R)
gdje je:
R_uﬁ
14

koja je poznata kao Reynoldsov broj. Idealna tekuéina ima
beskonacno veliki Reynoldsov broj, dok je kod jako viskozne tekucine
Reynoldsov broj mali.



Zakon slicnosti

Iz jednadzZbe se moZe izraCunati sila otpora, koja se moze takoder
prikazati pomoc¢u bezdimenzionalnih veli€ina:

F=pu?h(R)

Nepoznate funkcije?, g i h treba odrediti rje§avanjem
bezdimenzionalne Navier-Stockesove jednadzbe. Dobiveno rieSenje
medutim nije specificno za samo jedan jedini problem, nego odgovara
cijeloj klasi razlicitih rijeSenja koja sva imaju isti Reynoldsov broj.



Zakon slicnosti

Slozena verzija NS jednadzbe sadrzi vremensku ovisnost te vanjske
sile kao $to je gravitacijska sila. Svodenje kompletne NS jednazbe na

bezdimenzionalne veli€ine dobiva se jednadzba:

2 QZ+(Z.56)Z:(56) p2 +_g2A + 9 g
Tu Otu u pu R u> g
~—~ \/
) - F

koja u sebi sadrzi dva dodatna bezimenzionalna parametra:
» S je Strouhalov broj pojavljuje se u nestacionarnim problemima.
» F je Froudeov broj pojavljuje se u problemima s gravitacijskim

poljem.



Zakon slicnosti

RjeSenje jednadzbe moZe se zapisati kao:

—

v = u f

|\l<‘§|\l

R,S,F)
p = p U g( 787 ]:)
Npr. ako se promatra periodi¢no gibanje period ¢e biti funkcija oblika:

7=

':I?\

h(R,F)




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Problem se moZe rjeSavati u inercijalnom sustavu u kojem kugla
miruje, a tekucina se giba, ili u sustavu u kojem tekucina u
beskonacnosti miruje, a kugla se giba:

(sustav tekuéine) sustav kugle

brzina gibanja tekuéine: brzina gibanja tekuéine:

(r) G)

v = [V(F) —d] =5 0

U sustavu kugle, i je brzina gibanja tekuéine u beskonac¢nosti
(brzina opticanja).

Radit ¢emo u sustavu u kojem tekucina miruje u beskonacnosti.



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

» U slucaju viskozne tekucine, Reynoldsov broj je mali 8to znadi da
nelinearni ¢lan NS jednadzbe je zanemariv naspram ¢lana s
viskoznoscu: .

(V- V)V < v |AV]|

» Ako je tekucina nestlaciva, onda je

—

V-Vv=0 = V= rotacija nekog vektora.
Neka je:
V=V xA.
» Brzina je polarni vektor:

=,

V(F— —1F) = -V

Radi se o operaciji prostorne inverzije. Svojstvo vektora na
transformaciju zove se paritet.



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

» Vektor A je aksijalni vektor:

AFf—-NH=A

(Napomena: elektricno polje je polarni vektor, magnetsko polje je
aksijalni).

» Vektor A treba biti linearno proporcionalan vektoru . Ako je ako
je i = 0, onda su sve brzine jednake nuli. Takoder, promjena
predznaka vektora U mijenja predznak svih brzina, pa tako i
vektora A.



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Dakle:
1. ,Z\'je aksijalan.
2. A ~ i

3. A 2% konstanta

)>l

Pogadamo da vektor A mora imati ovaj oblik, koji zadovoljava sve
navedene zahtijeve:
A= or —F x U
or \r
i gdje jos$ za nepoznatu funkciju, f(r), vrijedi:

OF ro ~% konstanta

(napomena: f(r) je funkcija iznosa radijus vektora).




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

» Vektor A:

» a brzina:

—

A=—UxVir)=V x (i fr)
V=V xA=Vx (ﬁx(ﬁ f(r)))
Navier-Stokesova jednadzba za slu€aj opticanja glasi:

p(V-VIV =
———

—Vp +1 AV.
zanemarije se
Primjenom rotacije, eliminira se gradijent tlaka, pa izlazi:

V x AV =0,
odnosno:

AV xV)=0




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Uvrstavanjem izraza za brzinu u Navier-Stokesovu jednadzbu dobiva
se jdnadzba koju je potrebno rijesiti.
Odredimo prvo rotaciju brzine:

= graddiv—-A

) (V= (@ fry)
=0
Slijedi da Navier-Stokesova jednadzbu glasi:

Vxv = §x(§x(ﬁx(ﬁ f(f))))

A? (6 x (i f(r))) ~0.



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Nadalje,

Dakle:

V A%f(r) = A2(VH) = 0.
Integriranjem slijedi:
A?f(r) = konstanta.
Imajuéi u vidu uvjet:

f
—_— = k A2f = U.
o onstanta = (n=0



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Kako je ffunkcija samo iznosa radijus vektora, r, tada je:
10 0

Integrirajuéi jednadzbu:
A%f=0,

slijedi:
Af= 2a +c
r

gdje su a i ¢ konstante integracije (sferno simetri¢ni €lanovi u
multipolnom razvoju funkcije koja zadovoljava Laplaceovu
jednadzbu).

Iz rubnog uvjeta na funkciju fizlazi da je ¢ = 0. Dakle:

Af= §.
r



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Daljnom integracijom jednadZbe:

Af = 2_a.
r
Slijedi da je:
flrn=ar+ g

Konstante integracije, a i b se trebaju izraCunati iz rubnih uvjeta na
brzinu. Koristeéi izraz za brzinu:

V=V x (6 x (i f(r)))

nalazimo da je:

gdje je:

[m] = =



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Graniéni uvjet na brzinu na povrsini kugle i u sustavu u kojem kugla
miruje, glasi:

— —

VF=R) =i+ V(f=R) =0,

odnosno

To je sustav od dvije jednadZbe s dvije nepoznate veli€ine, a i b.
Njegovim rieSavanjem dobiva se:

a =

Il
R



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Konaéni izraz za brzinu tekuéine u sustavu u kojem kugla miruje glasi:

U sfernom koordinatnom sustavu:

3R R

vV, = ucose{l—WJrﬁ]
. 3R R?

Va = —USInQ[l—E—E]




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini
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Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

- -— e
_—— e

S —— - .

IR

pu Seon

—_——
— S
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Sustav nepomicne tekucine
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Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Distribucija tlaka u tekuéini mozZe se izracunati iz Navier-Stokesova
jednadzbe:

Vp =n AV.
Uvrstavajuci izraz za brzinu:

V=V x (_’
dobiva se da je:

V x (U f(r)))

AV

AV x (6 x (i f(r)))

A [grad div (df) — UAF
v [Aﬁ (fa)] =V [a. v (Af)}




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Dakle: . B .
Vp=1V [U.V(Af)}
Odavde is¢itavamo da je:
p = po+ni-V(Af
3R (4-n)

= pO_Tn 2

po je tlak tekucine u beskonacnosti.

Koristeci izraze za brzinu i tlak moze se izradunati sila kojom tekucina
djeluje na kuglu. Treba imati na umu da ukupna sila nije samo
djelovanje tlaka, jer tekucina, kroz viskozno trenje djeluje
tangencijalno na povrsinu kugle. Sila po jedinici povrSine opisana je
tenzorom naprezanja.



Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

Tenzor naprezanja je:

gdje je:

’
ojj = —p<5,-j—|—o,-j,

;o 6v,-+3vj_2
7= ox;  Ox; 3

55 (V - V)
~——

=0

+ (o (6\_/*)

=0
Ukupna sila se moze izraCunati integracijom preko cijele povrsine

F,' = / dSan(p Oik — O',{k)
s K

Komponenta sile u smijeru vektora i (sila otpora):

F:/dS[—pcosG+cosea;,—sineaﬂg]
s




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini
Koristeci izraze za tenzor napretanja u sfernom koordinatnom
sustavu:

~n

U;r = 2 %
;o Lov,  0vy vy
o = 7 (r 20 T or T T
te izraze za brzinu tekucine, dobiva se da je
O';r =0
oy = _STZ usinf
Tako da je sila otpora
R
= /dS [—cose <p0 - 3— n u cos§
s 2
_ 3nu

. 3n
2
R 4r R* = 6muR.

3R u sin 0)}




Opticanje kugle u viskoznoj tekucini

F=6muR (Stokes-ova formula)

Do sliénog zaklju¢ka se je moglo doci iz dimenzionalne analize. 1z
zakona sliénosti izlazi da je:

1 v
= 2 g2 ~ 2 g2 _—= 2 g2 _— =
F=pu* ¢ h(R) put R put 07 nuR.
gdje je ¢ = R prostorna dimenzija tijela.

Do sliénog izraza bi dosli i promatrajuci opticanje kona¢nog tijela
proizvoljnih dimenzija. Sila kojom tekuéina djeluje na tijelo je oblika:

Fi=ny aiu,
P

gdje je aj simetriéni tenzor koji ne zavisi od brzine, nego samo o
obliku tijela.



PoboljSanje Stokes-ove formule

Dobiveni izraz za brzinu tekucine nije dobar na velikim udeljenostima
od tijela, ¢ak i kada je Reynoldsov broj mali. U tom dijelu prostora
nelinearni &lan, koji je zanemaren, reda je veli€ine:

R 2R
WVWNPUZ——pU

Dok &lan koji je zadrzan, je reda veli€ine:
ur
5

Prvi je ¢lan moguce zanemariti naspram drugog samo ako je:

NAV ~ 1

u2R<< urR N re?
g K= u’

Na vec¢im je udaljenostima (> v/u) dobiveni izraz pogresan.



PoboljSanje Stokes-ove formule

Brzine fluida na vec¢im udaljenostima mogu se tocnije odrediti ako se
prvi ¢lan u Navier-Stokesovoj jednadzbi aproksimira kao:

p(W)V ~ p(GV)y,
odnosno, cijela jednadzba je:

(@V)7 = _%ﬁp N

(C.W. Oseen 1910)
Kao rezultat dobiva se da je sila otpora kugle:

R
F=6muR ( su

14222
+81/)
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