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Zadatak 1. Neka je f: R — (0, +00) monotona funkcija i neka je ap € R. Niz (a,,), o defini-

ran je rekurzivno formulom

neN

an=f(ap+ar+...+a,_1), ¥vn € N.

Dokazite da limesi lim a, i 1_131 (x) postoje (kona¢ni ili beskonacni) te da su jednaki.

Rjesenje. Kako je f pozitivna vidimo da je a,, > 0, za sve n € N. To znaci da je niz
ag, Qo + a1, ap+ a1 +aq, ...

rastuci, odnosno, niz (a,),,oy i funkcija f su jednako monotoni. Dakle, navedeni limesi postoje
(radi pozitivnosti i monotonosti).

o f je rastuca. To odmah znaci da je i (ay), .y rastuéi (i pozitivan), sto znaci da niz
(ao+ a1+ ...+ ay),cy teZi u +00 pa u zadanoj rekurziji vidimo da lijeva strana tezi u
lim a,, a desna u lim f (), dakle, ti limesi su jednaki.

n—o0 T—r+00

e f je padajuca, ako je nh_{& a, > 0, onda dolazimo do istog zakljucka kao gore. Ako je

nlggj a, = 0, onda, za svaki n € N imamo (jer je f padajuéa) da je

lim f(z) < flap+ar+...4+a,_1)=ay.

T—+00

Kako a,, — 01 f je pozitivna, vidimo da je Erp f(z)=0. v

Zadatak 2. Neka je A = (ai,j>1<z‘j<3 realna 3 x 3 matrica za koju vrijedi —1 < a,; <1, za sve
i,j. Odredite maksimalnu vrijednost od det A.

Rjesenje. Znamo da je
det A = (11022033 + 412023031 + Q13021032 — (13022031 — 01,1023032 — (12021033,

odnosno vidimo da je to linearno u a;; pa ¢e posti¢i maksimalnu vrijednost za a;; = +1.
Analogno zaklju¢imo za ostale koeficijente matrice A. Dakle, svi sumandi koji se pojavljuju u
det A su *1, u situaciji kada det A postize maksimum. Kada bi prva tri sumanda bila jednaka
1 vidimo da moramo imati paran broj —1 medu koeficijentima od A. Sli¢no, kada bi zadnja tri
sumanda bila jednaka 1 vidimo da moramo imati neparan broj —1 medu koeficijentima od A.
Stoga zakljucujemo da je det A < 4. Pokazimo jos da se jednakost postize, to je za npr.
1 1
A= -1 1

1
1. v
1 —-11



Zadatak 3. Za dani pozitivan realan broj x definiramo niz (a,)nen, rekurzivno na sljedeéi
nacin: ag =01
1 . n—1 1 .
R b ako je > pg ax + 5 < @
n - . v
0 inace.

Odredi sve pozitivne realne x za koje pripadni niz (a,)nen, ima beskona¢no mnogo ¢lanova
razli¢itih od nule.

n—1
RjeSenje. Definirajmo S, = > ax.
k=0
Primijetimo da ¢e za dani x pripadni niz imati konacno ne—nul elemenata samo ako postoji

n € N takav da je S,, = x. U suprotnom, ako je S, < z, za sve n € N, onda za svaki n postoji
najmanji m > n takav da je S,, + — < = pa vidimo da je onda i a,, # 0 itd.

U ovom trenutku tvrdimo da za dani z pripadni niz ima beskonac¢no mnogo ¢lanova razli¢itih
od nule ako i samo ako je z iracionalan broj. Jedan smjer je jasan nakon prethodne opservacije.
Naime, ako niz ima samo konac¢no ne—nul elemenata, onda je x = S,, za neki n pa je x racionalan
kao suma od kona¢no mnogo racionalnih brojeva.

Pretpostavimo sada da je x racionalan te da pripadni niz ima beskona¢no mnogo ne—nul
elemenata, s ciljem dolaska do kontradikcije. Za svaki n € N broj x—.5,, je pozitivan racionalan.

oo
1
Neka je Pn njegov zapis, tako da je M (p,, ¢,) = 1. Znamo da je Z — = 00, stoga mora postojati
n

n n=1
beskona¢no mnogo n € N takvih da je a,, = 0. Medu svim takvim n izaberimo bilo koji veci

od 1 i oznac¢imo ga s ny. Dokazimo indukcijom sljedecu tvrdnju:

n 1
Za svaki n > ny vrijedi Pn < —.
dn n—1
Zan=mnyvrijedidaje S, +—>r —= — < — < . Nadalje imamo:
ni Gy, ™1 np—1
Zﬂ:x—SnH:x—Sn—an:&—an.
An+1 qn
. o . . pn+1 o Pn 1 . .
Sada, ako je a,, = 0, onda (kao za ny) imamo da je —— = < —, a ako je a, # 0, onda je
n+1 an n
1 n n 1 1 . .. 1
a, = — pa je Pit _ Pn an < — — < —. S tom tvrdnjom dokazimo sljedecu:
n nt1 Gn n—1 mn"n

Za svaki n > nq, ako je a, # 0, tada je p,i1 < pp-
. . 1 .
Neka je a,, # 0, tj. a, = —. Tada je
n

Pn+1 _ Pn 1 o NPpn — 4n

Qn+1 n N ndn

Kako je M(pn+1,Gnt1) = 1 vidimo da je ppi1 < np, — ¢, dakle, dovoljno je dokazati da je
NPn — 4n < DPn- N07

npn_Qn<pn<:>npl—1<&<:>&<

An An dn n— 1

Dakle, ukoliko je x racionalan i pripadni niz sadrzi beskona¢no ne—nul elemenata, onda imamo
beskonacan strogo padajuéi niz prirodnih brojeva, sto je ocita kontradikcija. Gotovo! v



Zadatak 4. Pretpostavimo da polinom P(z) = Y7_,axx”® (a, # 0) ima realne koeficijente i
samo realne nultocke. Dokazite da vrijedi

2
Qr+1 > Qp Q42
W) G Gh)
k+1 k) \k+2

zak=0,1,2,...,n—2.

RjesSenje. Jednostavna pomoc¢na tvrdnja koju trebamo je: Ako polinom P(x) € R[z] ima samo
realne nultocke, tada i njegova derivacija P'(x) ima samo realne nultocke. Ona se dokazuje na
sljedeci nacin. Neka je n stupanj od P i neka su x; < 29 < --- < x,, sve nultocke od P i to s
kratnostima kq, ko, ..., k,,. Jasno je da mora biti k; + kg + - - - + k,,, = n. Poznata je ¢injenica
da je tada x; nultocka od P’ kratnosti k; — 1 (pri ¢emu nultocka kratnosti 0 zapravo uopce
nije nultocka). Osim toga, po Rolleovom teoremu P’ ima jo§ barem po jednu realnu nultocku
u svakom intervalu (z;,z;41), 7 =1,2,...,m — 1. To je sveukupno

(ki =)+ (ke =1+ +(kn—1)+m—-1=n-1

nultoc¢aka (racunajuéi i njihove kratnosti), a kako je stupanj od P’ jednak n — 1, zaklju¢ujemo
da su to sve njegove nultocke. Prema tome, ne ostaje “mjesta” za nultocke od P’ koje ne bi
bile realne.

Visestrukom primjenom navedene pomoc¢ne tvrdnje zaklju¢ujemo da polinom

d

() P()

Qz) = PW(z) =
stupnja n — k takoder ima samo realne nultocke. Nadalje je dobro definiran polinom R(z) :=
" *Q(L). Ako je o # 0 nultocka od @, tada je = nultocka od R iste kratnosti. Ako je pak m >
0 kratnost nultoc¢ke x = 0 u polinomu @), tada R ima stupanj jednak n — k —m. Zaklju¢ujemo
da i polinom R ima samo realne nulto¢ke. Kona¢no, promatramo polinom S(xz) := R"%=2)(z),
koji radi navedene pomoc¢ne tvrdnje opet ima sve realne nultocke.

Preostaje nam postepeno izvesti formule za ), R i S.

:Zaj i Zaj+kj+k) g

=k

" kZ Aj+k

J+k'1 py (n—j)!

J
Ry

¥ 3 (n—J)! 7! j=(n—k=2
S($)—j:r§_2anj(n_k_j)!(j_(n—k—Q))!w | )

_1 !<ak s ki am)
N N R

Diskriminanta posljednje kvadratne funkcije mora biti > 0, iz ¢ega slijedi tvrdnja zadatka. v

Napomena. Ovaj rezultat se nekad zove Newtonov teorem, $to bas i nije posebno odredujuce.
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Zadatak 1. Neka su ¢, ¢, Ca, ..., Co015 realni brojevi, cgo15 # 0, 1 neka je
2015 k+1 k41
=y
x,y) = Ccp—————.
f(x,y) kz:% k ]

Ako postoje razli¢iti realni brojevi a, b i ¢ takvi da je f(a, b) = f(b, ¢) = 0, dokazite da polinom
P(x) = co0157™" + co0142°"* + ... + 12 + ¢p ima barem 3 (brojeéi kratnosti) realne nultocke.

C2015 2016

Rjesenje. Promatrajmo polinom Q(x) = coz + %xg + %x?’ +...+ . Vidimo da je

Q'(z) = P(2) te da je f(z, y) = Q(x) — Qy). Uvjet nam govori da je Q(a) = Q(b) = Q(c),
bez smanjenja opcéenitosti neka je a < b < ¢. Sada prema Rolleovom teoremu vidimo da P ima
realnu nultocku na intervalu (a, b) i na intervalu (b, ¢). Jos preostaje za primijetiti da je P
neparnog stupnja, Sto znac¢i da ima neparan broj (s kratnostima) realnih nultocaka. Tj. P ima
barem 3 (brojec¢i kratnosti) realne nultocke. v

Zadatak 2. Dokazite da je matrica

1
)
v+ ) 1<ij<n

pozitivno definitivna. Tj. dokazite da je (Az,x) > 0, za svaki z € R™\ {0}.

Rjesenje. Neka je je x € R" proizvoljan. Tada je
X5
(Az,7) = 2" Az = —
1§%':§n vt

1 1 )
o noo i
_ Z xixj/tlﬂ_ldt—/wdtzo
0

1<5,j<n 0 ¢

Nadalje, ako vrijedi znak jednakosti, tada polinom ¢ — > | x;#* nuzno ima beskona¢no mnogo
nultocaka, odakle slijedi da je x = 0. Dakle, matrica A je doista pozitivno definitivna. v

Zadatak 3. Neka su x1,29,...,x, jedini¢ni vektori u nekom unitarnom prostoru koji imaju
svojstvo da su medu svaka tri od njih neka dva ortogonalna. Dokazite da za te vektore vrijedi

HJZl +$2++$nH < 2?13/4.

Rjesenje. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po n € N. Za bazu mozemo uzeti
npr. n = 1,23, jer je tada tvrdnja trivijalna (naprosto po nejednakosti trokuta). Uzmimo
n € N, n > 4 i pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za skupove s manje od n vektora te neka
su dani jedini¢ni vektori xy,...,x, sa svojstvom iz zadatka. Promotrimo sve ortonormirane



podskupove od {xy,...,z,} i neka najveéi medu njima ima tocno m elemenata. Razlikujemo
2 slucaja.

Slucaj 1. m < /n.

Za vektor z; pogledajmo skup S; svih vektora x;, j # ¢ koji nisu ortogonalni na z;. Svaka dva
vektora iz S; moraju biti ortogonalna po pretpostavci zadatka primijenjenoj na njih i x;. Dakle,
S; je ortonormirani skup te po definiciji od m imamo |S;| < m < y/n. Slijedi da neortogonalnih
parova (z;,x;), i # j ima najvise

TS| < ny/n =02
i=1

Dakle,
o1+ a0+ +za|® =D (zna) <n+ D [z, z)| <n+ n3/% < 4n®/?.
1,J i#]
Preostaje izvaditi drugi korijen i zavrsiti korak indukcije u ovom slucaju.

Slucaj 2. m > /n.
Bez smanjenja opcéenitosti neka upravo prvih m vektora xq,...,z,, ¢ini najveéi ortonormirani
podskup dane kolekcije, tako da po Pitagorinom poucku znamo

1+ 2l = Vi
Iskoristimo pretpostavku indukcije na zadnjih n — m vektora x,,.1,...,x,, tako da jos imamo
|Tmg1 + - 4 2| < 2(n —m)*/.

Sve u svemu, radi nejednakosti trokuta,

21 + - - 4 2| < mM? +2(n —m)>2.
Kako bismo upotpunili korak indukcije, jos jedino treba provjeriti

mY? 4 2(n —m)** < 2n¥/4,

Lagrangeov teorem srednje vrijednosti nam odmah daje da za x > y > 0 vrijedi

3/4

ATl %x’l/‘l(:c — 7).

Uzimanjem z = n, y = n — m zbog n < m? doista dobivamo

1/2

o3/t —2(n —m)** > %n’lﬂm > 3m™m = %mlm > ml/2.

v

Zadatak 4. Neka je K konveksan i kompaktan skup s nepraznom unutrasnjosti u euklidskom
prostoru dimenzije d. Dokazite da se u njegovoj unutrasnjosti moze odabrati tocka T takva da
za svaku tetivu AB od K kroz toc¢ku T vrijedi é < % <d.

(Tetiva od K je duZina ¢iji krajevi leze na rubu od K, a sve medutocke se nalaze u unutrasnjosti od K.)

(Dokaz tvrdnje zadatka za euklidski prostor R? vrijedi 8 bodova!)

Rjesenje. Medu svim simpleksima sadrzanim u K postoji (barem) jedan koji ima najvedi
volumen. Naime, svaki (mogucée degenerirani) simpleks ApA; ... Ay C K je jednoznacno pred-
stavljen (d + 1)-torkom todaka (Ag, Ai, ..., Ag) € K1 a funkcija volumena

Kd+1 — [07 +OO>7 (AO, Al, ce ,Ad) — VOl(AQAl R Ad)

2



je svakako neprekidna. Kako neprekidna funkcija na kompaktnom skupu uvijek postize maksi-
mum, zaklju¢ujemo da doista postoji simpleks AgA; ... Ay C K najveéeg volumena.

Neka je tocka T definirana kao teziste upravo tog simpleksa AgA; ... Ay. TeZiste simpleksa
se moze definirati rekurzivno po dimenziji d, kao presjek tezisnica, tj. duzina koje spajaju neki
od vrhova s teziStem nasuprotne hiper-strane (koja je (d — 1)-dimenzionalni simpleks). Lako je
vidjeti da teziste dijeli svaku od tezisnica u omjeru d : 1.

Neka je ByB; ... By simpleks dobiven preslikavanjem simpleksa AgA; ... Ay po homotetiji sa
sredistem T i koeficijentom —d. (Dakle, sve se “rastegne” d puta i preslika centralno simetri¢no
obzirom na T'.) Tocka T je zapravo zajednicko teziste od AgA; ... Aq1 BoBj ... By te su tocke
Ay, ..., Aq zapravo tezista hiper-strana novodobivenog simpleksa. Tvrdimo da je K sadrzan u
simpleksu ByB; ... By. Pretpostavimo da neka tocka P € K lezi izvan njega; bez smanjenja
opéenitosti neka se nalazi sa suprotne strane hiperravnine B ... B, od tocke By. Obzirom da
Ag lezi bas na toj hiperravnini, tada bi simpleks PA; ... A; imao vedi volumen od simpleksa
AgA; ... Ay, Sto se protivi njegovoj konstrukeiji.

Neka je AB proizvoljna tetiva od K kroz tocku T. Nadalje, neka pravac AB sijece rub od
AgAy ... Az utockama A’ 1 A”, arub od ByB ... By utockama B’ i B”. Obzirom da je rub od
K podskup od ByB; ... By i disjunktan s unutrasnjosti od AgA; ... Ay, zaklju¢ujemo da imamo
sljededi raspored tocaka na pravecu AB:

B A A" T A B B

Radi homoteti¢nosti imamo
|A'T| B |A"T| 1

\B'T|  |B"T| d

pa je konacno
|AT| < \B'T| |AT)| S |A"T| 1

|\BT| — |A'T| 7 |BT| ~ |B"T| d

v

Napomena. Zadatak se moze formulirati i samo u dvije dimenzije, sa sasvim istim, ali jed-
nostavnije zapisanim rjesenjem.



