IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - ZADACI
JUNIORI
04. 03. 2016.

Zadatak 1. Oznac¢imo sa [[z]] udaljenost realnog broja = od najblizeg cijelog broja. Izracu-
najte:

@ > [a+var], ) i{ij;@ﬂ-

n=1 n=1

Zadatak 2. Za svaki prirodni broj n dani su realni brojevi, 0 < a,, < b, < 1, takvi da je

> (by — a,) > 2016. Odredite najveci prirodan broj M takav da medu skupovima [a,, b,]
neN
sigurno postoji njih M ¢iji je presjek neprazan.

Zadatak 3. Neka je n prirodan broj i A antisimetricna n x n matrica s cjelobrojnim koefici-
jentima. Dokazite da je det A potpun kvadrat.
Zadatak 4. Aco se sprema na posjet Apsurdistanu i primijetio je sljedece:

1. Apsurdistan se sastoji od 1024 grada, ¢ija su imena brojevi od 0 do 1023,

2. Gradovi m i n su povezani cestom ako i samo ako se binarni zapisi brojeva m i n razlikuju
u to¢no jednoj znamenci,

3. U vremenu kada Aco planira svoj posjet u Apsurdistanu ¢e biti zatvoreno 8 cesta radi
odrzavanja.

Dokazite da Aco moze isplanirati put Apsurdistanom takav da putuje cestama koje rade, svaki
grad posjeti to¢no jednom i da se na kraju vrati u grad iz kojega je krenuo.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova. Vrijeme pisanja je 240 minuta.



IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - ZADACI

SENIORI
04. 03. 2016.
Zadatak 1. Izracunajte:
T Inx T Inz
(a) b/xz_'_ldx, (b) I(CL):/de, zZa a € <0,00>
Zadatak 2.

(a) Neka je V konacno dimenzionalan vektorski prostor i neka su V; i V4 njegovi potprostori.
Neka je A € L(V) takav da je A(Vy) C Vo i A(V,) C Vi. Dokazite da je Tr(Alv,nw,) =
Tr(Alvi4vs)-

(b) Neka je V kona¢no dimenzionalan vektorski prostor i neka su Vi, V4 i V3 njegovi potpros-
tori. Neka je A € L(V) takav da je A(Vy) C Vi, A(V,) C V31 A(V3) C V. Pokazite da
ne mora nuzno biti Tr(Alv,rvenvs) = T (Alvi+vatvs)-

Zadatak 3. Ako su f € C*(R) i m € Ny, dokazite da se funkcija g definirana formulom

flx) =0y f90)2d /5!

merl

g(x) == zax € R\ {0}

moze prosiriti do funkcije iz C*(R).

Zadatak 4. Neka je dan jednostavni neusmjereni graf s n € N vrhova i m € Ny bridova te
oznacimo d = 2m/n. (Dakle, d je prosjecni stupanj vrha u grafu.) Pokazite da se za svaki
s € Ny na tom grafu moze izvesti barem nd® razli¢itih Setnji duljine s.

Dokaz tvrdnje u slucaju s < 2 vrijedi 2 boda.

(Setnja duljine s je uredena (s + 1)-torka (ne nuzno razlicitih) vrhova grafa (vo,v1,...,vs) takva da su vrhovi

vj_1 iv; spojeni bridom za j =1,2,...,s. Uslucajud= 0= s izraz d° interpretiramo kao 1.)

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova. Vrijeme pisanja je 240 minuta.



