JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA
Drugi kolokvij (nastavnic¢ki smjer) — 16. lipnja 2025.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru.
Vrijeme rjeSavanja je 120 minuta.

Zadatak 1. (7 bodova) Odredite Laurentov razvoj funkcije

1
1C) = o

oko tocke zp = 1 u podrucju D koje sadrzi 2.

RjeSenje 1. Funkcija f je holomorfna na C\ {1,7,—:}. Odredujemo udaljenosti od
2o do singulariteta i tocke 2:

o |20 —i| =1 —i| =2,
o |20 +il =|14i =2,
o |20—2=1—2[=1.

Dakle, podrucje D na kojem je f holomorfna te 2 € D jest V(1;0,v/2) (moZe se raditi i
s podskupovima ovog podrudja koji sadrze 2). Primijetimo da za z € D vrijedi

|z =1

V2

2 1] < V2 <= <1

Rac¢unamo

1 1 1 (z2414) — (2 —1) 1< 1 1 )

241 (z—i)(z+i) 2 (z—i)(z+i) 2i

Z2—1 zZ4+1

Nadalje,
1 1 1 1 , = (z—1)"
= = =([1—i=v2) =) (-1)"—Ft—
c—i a-l+l1-i 1-iltt (1 -il=v2) ;( VA
odnosno
1 1 1 1 , = (z —1)"
zi z—14+1+40 1+il+4 2 (1+il=v2) HZ:O< ) (14 4)n+!
Sada je,
1 11 (& (z—1)" & (z—1)"
/) (z—10(224+1) (2—1)52i (@ ) (1 — )+t nzzo( ) (1+i)ntl )”

odakle je kona¢no

= (1) 1 1 s
1&=2 " ((1—¢)n+1 N (1+z)n+1)(z_1> '

n=0
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Zadatak 2. (7 bodova) Odredite singularitete funkcije

Sin(;ﬁ

(z —5)2(2 — cos(z))

f(z) =

te ispitajte njihov karakter. Za polove (ako isti postoje) odredite red.

Rjesenje 2. Singulariteti funkcije f su z = 4, z = 5 te rjeSenja jednadzbe cos(z) = 2.

cos(z):2<:>%:2

= ¥ 4 41 =0.
Sada moZemo ili nadopuniti do potpunog kvadrata ili uvesti supstituciju w := e%**. Sada
je
w? —4w+1=0,
odakle je

Wi2 =

44+ 16 -4
— =2+ V3.
2 V3

Dakle,

Konacno,
= {21m—z'1n(2+\/§):kez}u{zlm—un@—Jﬁ):kez}.

Iz dobivenog je ocito da su 4, 5 te 2z, k € Z izolirani singulariteti funkcije f. Odredimo
njihov karakter:

® (2 —c08(2))|o=z, = 0, (2 = c08(2))'|s=z;, = (510(2))] 2=z, # 0
—> 2z, su nultocke prvog reda funkcije z — 2 — cos(z)
= 2, su polovi prvog reda funkcije z —

sin(15)

—5)2
razli¢ita od nule, prema tvrdnji s vjezbi (2.6.3) zaklju¢ujemo da su zy, k € Z polovi
1. reda funkcije f.

(2 =5)%:=5 = 0, ((z = 5)*)'|o=5 = (2(z — 5))|:=5 = 0,
((z=5)%)":=5 #0

— 5 je nultocka drugog reda funkcije z — (z — 5)?
— 5 je pol drugog reda funkcije 2 ﬁ

in(;15

2— cos(z

od nule, prema tvrdnji s vjezbi (2.6.3) zakljuujemo da je 5 pol 2. reda funkcije f.

1
2—cos(z) *

Jer je funkcija z — G holomorfna u z; te je njena evaluacija u tim tockama

Jer je funkcija 2 — holomorfna u 5 te je njena evaluacija u toj tocki razlicita



e Funkcija z — sin(z) je holomorfna na C i vrijedi sinz = Zfzo(—l)"%, z € C.

Odavde je funkcija z — sin(-;) holomorfna na C \ {4} i vrijedi

sin(-L5) = Z;’;O(—l)”mm. Direktno iz Laurentovog reda is¢itavamo da

je 4 bitan singularitet funkcije z — Sin(ﬁ).

Ponovno, jer je funkcija z — m holomorfna u 4 te je njena evaluacija u
toj tocki razli¢ita od nule, prema spomenutoj tvrdnji s vjezbi zaklju¢ujemo da je 4

bitan singularitet funkcije f.
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Zadatak 3. (7 bodova) Koristeci teorem o reziduumima izra¢unajte integral

/ dz
r(z=1)(22+1)(22-9)’

pri ¢cemu je I' pozitivno orijentirana kruznica oko 0 polumjera 2.

Napomena. Nije potrebno eksplicitno ispitivati karakter singulariteta u kojima racu-
nate reziduume; dovoljno je naznaciti o kojem se tipu singulariteta radi.

RjeSenje 3. (Izolirani) singulariteti funkcije

1
IC) = v -9
suz; = 1,29 = 4,23 = —i,24 = 3,25 = —3. Uocavamo da se 21,2, 1 23 nalaze u

unutrasnjosti S(0,2), dok se z4 i 25 nalaze izvan iste.
Zadatak mozemo rijeSiti na dva nacina:

e unutrasSnjost: 21, 2o 1 23 su polovi prvog reda funkcije f. Ra¢unamo pripadne rezidu-
ume:

— Res(f,1) =lim,1(z — 1) f(z) = lim.1 (2 — 1)(z—1)(22i1)(Z2—9) = 16
= Res(f,4) = lim,i(z — 0) f(2) = lim.i(2 — ) sy = 16— 107

— Res(f,—i) =lim,,_;(z +14) f(2) = lim... (2 +9) ;55— = 16 + 10-

Teorem o reziduumima daje

dz . . o
/F (z—1)(z2+ 1)(22—9) = 2mi(Res(f,1) + Res(f,i) + Res(f,—1i)) = .

e vanjstina: z4 i 25 su polovi prvog reda funkcije f. Promatramo funkciju
fie) = 1) 1 &
z) = —) — — .
' 2 -G D& -9 -2 +22)(1—922)

Ocito je lim,_,o f1(2) = 0, stoga zaklju¢ujemo da je f analiticka u beskona¢nosti.

Sada je
ReS(f’ OO) - ZEI_FOOZ(]C(OO) B f(Z)) - zgg-noo (Z — 1)(22 _T_ 1)(22 _ 9) = 0.
Nadalje,
: . 1 1
fest),3) = lgle =373 = InC =3 e —e) ~ o0
Res(f,=3) = lim (24 3)f(2) = lim (= +3) (z —1)(22 nlL )(z2—9) ﬁ

Koristeé¢i teorem o reziduumima i relaciju za sumu reziduuma dobivamo
i

dz »
/F -2+ 1)(2—9) = —2mi(Res(f,00) + Res(f,3) + Res(f,—3)) = -
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Zadatak 4. (7 bodova) Odredite broj nultoc¢aka funkcije
p(2) =32+ 72" + 22+ 1
(a) unutar K(0,1),
(b) unutar K(0,2),
(c) izvan K(0,2),
racunajucéi njihove kratnosti.
Rjesenje 4.

(a) Uzmimo f(2) = 72%, g(2) = 32° + 22 + 1. O¢ito je p = f + g. Nadalje, za
z € 5(0,1) vrijedi

If()| =722 =7, |g(2)] = [32° + 22+ 1] < 3|2|° +2|2| +1 =6.

Dakle, za sve z € S(0,1) vrijedi |g(2)| < |f(2)], stoga iz Rouchéovog teorema slijedi

Nswo,1)(p) = Nso,n(f) = 2.

(b) Uzmimo f(z) = 32°, g(z) = 72% + 2z + 1. O¢ito je p = f + g. Nadalje, za
z € 5(0,2) vrijedi

1f(2)] = 3]2]° =96, |g(2)] = 72> + 22 + 1] < 7|z|* + 2|z| + 1 = 33.

Dakle, za sve z € S(0,2) vrijedi |g(2)| < |f(2)], stoga iz Rouchéovog teorema slijedi

Ns.2)(p) = Ns@z2)(f) = 5.

(c) Bududi da je p polinom petog stupnja, po osnovnom teoremu algebre znamo da on
ima to¢no pet nulto¢aka u kompleksnoj ravnini. Kako smo u (b) dijelu zadatka
pokazali da se svih pet nulto¢aka nalaze unutar K(0,2) zaklju¢ujemo da se izvan

te kugle ne nalazi niti jedna nultocka od p.
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Zadatak 5. (7 bodova) Izra¢unajte integral

/+oo dx
e T2+ 1

Rjesenje 5. Oznac¢imo gornji integral s [ i stavimo

1

z) = ———.

/() 224+ 2z+1

Singulariteti funkcije f su z; =

gornjoj poluravnini te da f nema singulariteta na realnoj osi.
Za |z| = R (gdje je R dovoljno velik) imamo

*1+2_1\/3 iz9 = # Primijetimo da se z; nalazi u

&) = e € e =
N2 TPt -1 R-R-1
Stavimo .
M _
B = g1
Vrijedi
lim R-M(R) =1 Ry
i TR RZ—R—1

stoga prema Jordanovoj lemi imamo

+00 d
/_OO Wiﬂdx = 2m TGS(f, 21).

Jer je z; pol prvog reda, a f-ju f moZzemo napisati kao f(z) = %, pri ¢emu su g(z) =1

i h(z) = 2% 4+ 2z + 1 holomorfne te je h'(z1) = 2z; + 1 # 0, dobivamo da je

res(f,z1) = = — ,

273

stoga je I = =5



