JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA

Prvi kolokvij (nastavnicki smjer) — 22. travnja 2025.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru.
Vrijeme rjesavanja je 120 minuta.

Zadatak 1. (7 bodova)

(a) Odredite sve vrijednosti korijena

(b) Odredite sve z € C za koje vrijedi

Skup rjesenja skicirajte u kompleksnoj ravnini.
RjesSenje 1.

(a) Ozna¢imo z := + ‘fz Zapisujemo z u trigonometrijskom obliku:

Imz V3 sin (E) T 21
_ 2 2 - _ 2 _ _ 3/ _ ) = —
- \/(Rez) + (Imz)2 =1, tglp) = Res % o (%) tg( 3) tg < 3 ) ,

;3 571, Iz algebarskog zapisa kompleksnog broja z iséi-
27r

7I'

odakle slijedi da je ¢ € {5
tavamo da se isti nalazi u 2. kvadrantu, stoga je p =

Preostaje primijeniti formulu za racunanje n-tih korijena kompleksnog broja z,
odakle (za n = 4) dobivamo

- k=0 = ZO:COS(E)+isin(%)

— k=1 = zlzcos( )—l—lSl (%r
— k=92 = 22:cos(7”)+isin(%r)7
1

— k=3 = 23 = cos (1) + i sin (1F),

Sto su upravo trazeni kompleksni brojevi.



1 1 1 1
| —|==-3= ' o1 =—,=
(b) {ze(C m(z> 4} {x—l—zyE(C m(az—i—z’y) 4}
. T — 1y 1 . Y 1
: — | ==t = C: ————=-%=
{x—l—zyEC Im($2+y2> 4} {x—l—zye PN 4}
{x—i—in(C: x4+ 7 = —4y, x2+y27é0}:

{z+iyeC: 2>+ (y+2)> =4} \ {0+ 0i}

Dakle, trazeni skup je kruznica k sa srediStem u z = -2¢ i polumjerom r = 2 iz koje
iskljucujemo ishodiste.



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA

Prvi kolokvij (nastavnicki smjer) — 22. travnja 2025.

Zadatak 2. (7 bodova)

(a) Odredite sve holomorfne funkcije f = u 4 iv : C — C takve da im je realni dio
zadan formulom
u(z,y) =sinzchy

te ih zapiSite kao funkcije u varijabli z = x 4 1y.
(b) Dokazite da ne postoji holomorfna funkcija g : C — C takva da joj je realan dio
zadan formulom
u(z,y) = 32> —y* +3x +v.
Rjesenje 2.

(a) Uotimo da je u € C*(R?). Ako trazena funkcija f postoji, prema korolaru Teorema
o Cauchy - Riemannovim uvjetima (vjezbe) slijedi da « nuzno mora biti harmonijska
funkcija. Ra¢unamo pripadne parcijalne derivacije:

ou 0%u ,
g(aj,y) = cosxchy, @(x,y) = —sinx chy,
odnosno 5 o2
() . U .
a—y(m,y) = sinxshy, a—yz(x,y) = sinz chy,
odakle slijedi
0%u 0%u

Dakle, u je harmonijska. Nadalje, ako je u realni dio neke holomorfne funkcije f,
onda moraju vrijediti C-R uvjeti, odakle dobivamo:

0 0
a—;(a:,y) = cosx chuy, %(m,y} = —sinxshy.

Integriranjem prve jednadzbe po y dobivamo
v(z,y) = cosxshy + C(z),

a zatim deriviranjem dobivene jednadzbe po x i izjednacavanjem s izrazom do-
bivenim C-R uvjetom imamo

C'(z) =0, odnosno C(x) = D za neki D € R.
Dakle,
flz+iy) = u(z,y) +iv(x,y) =sinzchy + icoszshy + iD

odnosno
f(z) =sinz+1iD, D € R.



(b) Uoéimo ponovno da je u € C2(R?). Zelimo li pokazati da trazena funkeija ne postoj,
dovoljno je pokazati da u nije harmonijska. Racunamo parcijalne derivacije:

ou 0%*u
%(xvy) = 6z + Sa @("L‘ﬂy) - 6a

odnosno 5 52
U U
ay(ﬂc,y) y+1, ayg(ﬂrf,y) 7

odakle slijedi

0?u 0?u
Dakle, u nije harmonijska, pa prema spomenutom korolaru mozemo zakljuciti da
takva funkcija f ne postoji.



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA

Prvi kolokvij (nastavnicki smjer) — 22. travnja 2025.

Zadatak 3. (7 bodova) U skupu kompleksnih brojeva rijesite jednadzbu
2sin z + 3i cos z = di.

Rjesenje 3.

28in 2 + 3i cos 2 = 5i = 2 _2,6 1 3¢ +26 — 5i
7
= 2 — 27" — 3 — 3 = —10

¥ —10e” +5=0.
Sada moZemo ili nadopuniti do potpunog kvadrata ili uvesti supstituciju w := e¢**. Sada
je
w? —10w+5=0,

odakle je
10 &+ /100 — 2 10 £ 45
0 200 0_ 2\/_:5i2\/5.

W2 =
Dakle,
e =5+ 25 <= iz € Ln(5 £ 2V5) = Ing |5 + 25| + iArg(5 £ 2V/5).
Kona¢no,
iz € {n(5+2v5) +2kmi - ke 2} U {in(5-2v5) + 2hri k€ 7}
stoga je

z€{2k7r—iln(5+2\/g) :/{:EZ}U{Z/{;W—Z’IH(5—2\/5> :k:eZ}.



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA

Prvi kolokvij (nastavnicki smjer) — 22. travnja 2025.

Zadatak 4. (7 bodova) Neka je I' neka pozitivno orijentirana kontura u ¢ijoj se
unutrasnjosti nalaze tocke z = -2 i z = 4, a tocka z = 1 se nalazi izvan iste. Izracunajte
integral

/ dz
r (1—=2)(z+2)(z—1)?

RjeSenje 4. Uocimo da u ovoj konfiguraciji ne mozemo direktno primijeniti teorem
s vjezbi. Naime, ako bismo definirali funkciju f kao

1
)= ———=
/() (1—-2)(z+2)
onda ona ne bila holomorfna u unutrasnjosti I'. Analogno obrazloZenje imamo u slucaju
1

J(z) = 1—2)(z— )2

Medutim, ako pomoéu I' definiramo konture I'; i I'y kao na slici nize, onda vrijedi

dz dz dz
/F (1—2)(z+2)(z—1)? /1“1 (1—2)(z+2)(z —1)? * /F2 (1—2)(z+2)(z—14)?"
Definirajmo
fie) = s
=T ery

Uoc¢imo da vrijedi

filz) 1

(z—1i)?2 (1—=2)(z+2)(z—1)

Buduéi da je f; holoformna na unutrasnjosti I'y te se z = ¢ nalazi u unutrasnjosti I'y,

prema teoremu je
9
I = / fl(Z)_dZ = ﬂf{(l)
r 1!

(z =)
Imamo ,
/() 1 2z+1
z) = =
1 22—z 42 (22— 2+2)%
stoga je
) 2+ 1 204+1 8461 22i—4
1) = = =
1 (—i2—1+2)2 8—6i 8+6i 100
pa je
229 —4  —11lm —2m
I = 2mi = .
P T 00 25
Nadalje, neka je
1
fa(z) =

(1=2)(z=2)*



Kako je fo holomorfna u unutrasnjosti I'; te se z = —2 nalazi u unutrasnjosti I's,
prema teoremu je

271 2, 3— 41 6w+ 8
f2(z)dz:27rif2(—2): i _2mi i _ Gmit8m

I, =
2 ), 242 (1+2)(—2—-42 3 25 75

Konacno je

/ dz _I+I_—117r—27m'+6m'+87r__7r
r(1=2)z+2)(z—02 T 25 753

v
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Zadatak 5. (7 bodova) Razvijte funkciju
f(2) = ¥ sin 2
u Taylorov red oko tocke 29 = . Odredite podrucje konvergencije dobivenog reda.

Rjesenje 5. Koristimo definiciju sin z :

pliz _ phi(z=F)+ i _ i(z—F) A
odnosno
o2z = (=5 = 2i(=-5) T
Dakle,
£ = 5 (e Dt - el De )
29
1 4l74 - (4]/)” T\N 2.ll S (QZ)TL TN
=% <e3 2 gy e ZO oz 5)
n=0 n=
Y (- i) (- 2)’
B — 2i(n!) 3

Podrucje konvergencije je C.



