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. (3+4) Odredite jesu li sljedeca preslikavanja na D(R) distribucije:

a) Ty, gdje je f(z) = e* cose”,
b) T= Y6,

nez
Je 1i neko od ovih preslikavanja i temperirana distribucija? Svoje odgovore

obrazlozite.

. (3) Odredite limes niza T, =n- (61 —0_1) u D'(R).

n

. (5) Odredite Fourierovu transformaciju funkcije f : R — R dane s

]" |l’| S 1a
fla)=q2—1a, 1<|2[<2
0, |z| > 2.

. (5) Koriste¢i Fourierovu transformaciju izvedite formulu za rjeSenje pocetne

zadace
{ut—i—u;,;:u, na R x RT,

u(z,0) = ug(x),
gdje je ug € S(R).
. (245)
a) Neka je p € [1,00] te (fn)n C LP(R?) i f € LP(RY). Pokazite: ako vrijedi
£, 2 # onda vrijedi i f, -2 f.

b) Neka je f € L*(R) te stavimo

€)= [ " fla)e e,

Pokazite da vrijedi
12 A~
In — f
. (8) Neka su a,b: [—1,1] — R takvi da vrijedi sljedece:
e a € C'([-1,1]) i postoji € > 0 takav da je a(z) > € za sve x € [—1,1],
e be C([-1,1])ib(x) >0 zasve xz € [—1,1].
Pokazite da postoji jedinstveni u € Hj((—1,1)) slabo rjesenje problema
—(au')’ +bu = f,
u(—1) =u(1) = 0.

gdje je f(x) = sinz. Je li taj u rjeSenje i u klasiénom smislu? Svoj odgovor
obrazlozite.
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Rjesenja

1. Linearnost preslikavanja je u oba slucaja ocita. Kako je f(x) = e cosx nepre-
kidna funkcija, ona je posebno u Lj,.(R) te je dobro definiran element T € D'(R).

loc
Takoder, kako je f = ¢/, gdje je g(z) = sine”, te je g € L®(R) C S'(R), to je
ondai f € S'(R). DajeT =3 _,0, € D'(R) se vidi na identican nacin kao u
zadatku 1.2.10 s vjezbi (poseban slucaj a = 1). Takoder, za ¢ € S(R) imamo

1
14+ n2’

Do lem) = (1+n*) 1+ n?)en)] < lloll2 )

nez neZ neZ

odakle, zbog konvergencije reda u posljednjem izrazu, zakljucujemo da 7" uistinu
je temperirana distribucija.

2. Neka je ¢ € CX(R). Za n € N imamo

(T, o) =n- (p(1/n) — o(=1/n)) = 2¢'(x),

za neki x, € (—1/n,1/n). Pustanjem n — oo zbog x, — 0 imamo

lim (T, ) = 2¢(0) = (=205, ).

3. Slicno kao u zadatku 2.6.6. s vjezbi (ovdje je rije¢ o "trapezu” za razliku od
"trokuta” u onom zadatku), primijetimo kako je zapravo

f= X[-1/2,1/2] * X[-3/2,3/2]>

pa koristenjem formule za Fourierovu transformaciju konvolucije dvije L' funkcije

dobivamo ) _
2o SInmE - sin 3w

f(f) - 7T2£2

4. Primjenom Fourierove transformacije po prostornoj varijabli dolazimo do pocetne
zadace

iy + 2migi = @,
(€, 0) = ao(§).
Rjesavamo dobiveni ODJ (po t), te dobivamo

ﬁ(&, t) — 12\0(6)6(1_2“&)1: _ eta\o(g)e—%ritf _ etﬁu\g(é)
Primjenom inverzne Fourierove transformacije kona¢no dobivamo
u(x,t) = e - ug(z —t).

Jednostavnom provjerom se mozemo uvjeriti da dobivena funkcija zaista jest
rjesenje.
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5. a) Pretpostavimo da vrijedi || f,, — f||r» — 0. Prvo za ¢ € S(R?) imamo
‘(fn - .fa SOH < an - fHLPHQOHLq — Oa
odnosno f, N f. Kako je Fourierova transformacija nizovno neprekidna

na §'(RY), slijedi tvrdnja.

b) Definiramo niz funkcija f, na sljedeéi nacin:
fn = f * X[=n,n]-

2
Tada za svaki n € N vrijedi f, € L*(R) N L}(R), te imamo f, G f. Zbog
fn € LY(R), Fourierovu transformaciju mozemo racunati pomocu integrala:

RO = [ e [ " f)e i dr = g, (6).

S druge strane, jer je Fourierova transformacija unitaran operator na L2
imamo
-~ L2 -~
9n = In > £
sto daje tvrdnju.

6. Na H;((—1,1)) definiramo bilinearnu formu

1
B(u,v) = / au'v' + buw.

—1
Do ove forme dolazimo na isti nac¢in kao i u primjerima s vjezbi/predavanja;
mnozenjem jednadzbe s v € H}((—1,1)), integriranjem i parcijalnom integraci-
jom prvog ¢clana. Kako je f € C([—1,1]) C L*((—1,1)), za pronalazak jedinstve-
nog slabog rjeSenja gornjeg problema je jos potrebno pokazati da je B neprekidna

i koercitivna. Neprekidnost imamo zbog

1
|B(u,v)| < / lau'v'| + [buv]

1
< lal gl lu'l] 2 ][] 22 + [[bl] o< ull 22 0] | 2

< (lallzee + [ollz)lul L [[0] ]

dok koercitivnost slijedi iz

1 N2 9 b>0 1 N a>e e Poincare 9
B(u,u>:/ o+ 'S / a2 S |z E" Cellully.
—1 -1

Time smo dobili egzistenciju i jedinstvenost u € Hj((—1,1)) slabog rjeSenja
trazenog problema. Pokazimo da je u i rjesenje u klasicnom smislu. Za ¢ €
C>((—1,1)) imamo

oy, = () = [t = [ (7 wp

-1
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Stoga je (au') = f —bu € C([—1,1]). Posebno vidimo da je au’ € H'({—1,1)).
Kako je ¢ < a < |lal|r=, to je onda i

u = l(au/) e H'((-1,1)),

a

odnosno u € H*({(—1,1)), i posebno u € C*({(—1,1)). Konacno, jer je
1
u'==(f —bu—dd)eC(-1,1)),
a
vidimo da je u € C?*((—1,1)). Sada se mozemo vratiti iz formulacije slabog

rjeSenja obrnutim postupkom, te vidimo da wu zaista je i rjeSenje problema u
klasicnom smislu.



