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1. (8 bodova) Za sljedeća preslikavanja odredite jesu li distribucije, odnosno tem-
perirane distribucije na R:

(a) 〈Ta, ϕ〉 =
∫∞
0
edcosxe+x

2
ϕ(x)dx,

(b) 〈Tb, ϕ〉 =
∫ 1

−1 xϕ
2(x)dx,

(c) 〈Tc, ϕ〉 =
∑∞

n=−∞ ϕ(n2).

Rješenje:

(a) Preslikavanje je očito linearno. S obzirom da je edcosxe+x
2 ≤ e1+x

2 ∈ L1
loc(R),

slijedi da je Ta regularna distribucija.
S druge strane je edcosxe+x

2 ≥ ex
2

s.s., pa kao i u vježbama za taj primjer
slijedi da Ta /∈ S ′.

(b) Preslikavanje nije linearno, pa nije niti distribucija.

(c) Preslikavanje je očito linearno. Za ϕ ∈ C∞c takvu da je suppϕ ⊆ K postoji
N ∈ N takav da je K ⊆ [−N2, N2]. Tada je

|〈Tc, ϕ〉| ≤
N∑

n=−N

|ϕ(n2)| ≤ (2N2 + 1)||ϕ||L∞ ,

pa vidimo da je Tc ∈ D′.
Takoder, za ϕ ∈ S imamo

|〈Tc, ϕ〉| ≤
∞∑

n=−∞

(1 + n2)|ϕ(n2)| · (1 + n2)−1 ≤ ||ϕ||2,0
∞∑

n=−∞

1

1 + n2
,

odakle zbog konvergencije posljednjeg reda slijedi da je Tc ∈ S ′.

2. (4 boda) Neka je ϑ ∈ C∞c (R) neparna funkcija te neka je ϑn(x) := nϑ(nx).

Pokažite da vrijedi ϑn
D′
−→ 0.

Rješenje: S obzirom da je ϑ neparna funkcija, slijedi da je
∫
ϑ = 0, pa postoji

primitivna funkcija Θ ∈ C∞c . Neka je ϕ ∈ C∞c . Tada je∫
ϑn(x)ϕ(x)dx =

∫
nϑ(nx)ϕ(x)dx =

∫
Θ′(x)ϕ(x/n)dx = − 1

n

∫
Θ(x)ϕ′(x/n)dx,

pa kako je
1

n

∫
Θ(x)ϕ′(x/n)dx ≤ 1

n
||Θ||L1||ϕ′||L∞ ,

slijedi tvrdnja.



3. (3 boda) Odredite Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = e−x
2

sin(2πx).

Rješenje:

Zapǐsimo f = g · h, gdje je

g(x) = e−x
2

, h(x) = sin(2πx).

Kako je

ĝ(ξ) =
√
πe−π

2ξ2 te ĥ =
1

2i
(δ1 − δ−1),

slijedi da je

ĝ · h = ĝ ∗ ĥ =

√
π

2i
(e−π

2(ξ−1)2 − e−π2(ξ+1)2).

4. (4 boda) Neka je f(ξ) =
∫ 1

−1 x sin(2πξx)dx. Izračunajte
∫∞
−∞ |f(x)|2dx.

Rješenje: Primijetimo kako je zbog neparnosti funkcije x, odnosno funkcije
sinx, te parnosti funkcije cosx

f(ξ) =

∫ 1

−1
x cos(2πξx)dx+

∫ 1

−1
x sin(2πξx)dx = −i

∫ 1

−1
xe−2πiξxdx = −i ̂x · 1[−1,1](ξ).

Prema Plancherelovom teoremu je tada∫ ∞
−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2 =

∫ 1

−1
x2dx =

2

3
.

5. (8 bodova) Neka je (ϕn)n niz u C∞c (R), te ϕ ∈ C∞c (R) takva da vrijedi ϕn
S−→ ϕ.

Vrijedi li:

(a) ϕn
D−→ ϕ,

(b) ϕn
Lp

−→ ϕ,

(c) ϕn
S′−→ ϕ?

Dokažite ili opovrgnite kontraprimjerom.

Rješenje:

(a) Tvrdnja ne vrijedi. Kontraprimjer: neka je ϑ ∈ C∞c proizvoljna, te pro-
motrimo niz ϕn(x) := e−xϑ(x − n). Niz konvergira k 0 u S (pokazano u
materijalima s posljednjih vježbi), no zbog ”putujućeg” nosača ne konver-
gira k 0 u D.

(b) Tvrdnja vrijedi. Slijedi direktno iz nejednakosti pokazane na predavanjima,
||ϕn − ϕ||Lp ≤ C||ϕn − ϕ||k → 0, za odgovarajuću polunormu || · ||k.



(c) Tvrdnja vrijedi. Za ψ ∈ S imamo zbog ulaganja S ↪→ S ′

〈ϕn, ψ〉 = 〈ψ, ϕn〉 → 〈ψ, ϕ〉 = 〈ϕ, ψ〉.

6. (3 boda) Na H1
0 (−1, 1) definiramo bilinearnu formu B s

B[u, v] =

∫ 1

−1
(1 + |x|2)u′(x)v′(x) + u(x)v(x)dx, u, v ∈ H1

0 (−1, 1),

Dokažite da je B neprekidna i koercitivna.

Rješenje: Pokažimo prvo neprekidnost. Za u, v ∈ H1
0 imamo

|B[u, v]| ≤
∫ 1

−1
(1 + |x|2)|u′(x)||v′(x)|+ |u(x)||v(x)|dx

≤ 2||u′||L2||v′||L2 + ||u||L2||v||L2

≤ 3||u||H1||v||H1 .

Koercitivnost pak slijedi iz

B[u, u] =

∫ 1

−1
(1 + |x|2)u′(x)2 + u(x)2dx ≥

∫ 1

−1
u′(x)2 + u(x)2dx = ||u||2H1 .


