LINEARNA ALGEBRA 1
Drugi kolokvij - 30. sije¢nja 2026.

1. (10 bodova) Zan € N, n > 21z € R neka je

(a)
(b)
()

(n n—1 n—2 ... 3 2 x

n n—1n-2 ... 3 1

n n—1n—-2 ... 2 1
An(z) =

n T n—2 ... 3 2 1

|n n—1 n-—-2 ... 3 2 1_

Postoji li z € N takav da je za svaki n € N, n > 2 matrica A, (z) regularna?
Odredite det A, ().
Odredite sve z € R takve da je A,(z) ~ A,(1).

Rjesenje:

(a)

(b)

Uoc¢imo, ako je x = k, za neki k € {1,2,...,n — 1}, tada su stupci Sy i S,,_x41 od
A, (x) linearno zavisni, pa A,(z) nije regularna. Stoga vidimo da za = € N matrica
A,+1(x) nije regularna, pa takav z € N ne postoji.

Oduzimanjem zadnjeg retka od svih ostalih redaka dobivamo:

0 0 0 0 0 z—1

0 0 0 0 z—2 0

0 0 0 ..o rx—3 0 0
det A, (z) =|. . : . :

0 z—(n—1) 0 0 0 0

n n—1 n—2 ... 3 2 1

Zamjenom S71.5,, So1S,_1, S31.5,_9, itd. do SL%J dobivamo:

z—1 0 0 0 0 0

0 r—2 0 0 0 0

" 0 0 z—3 0 0 0
(-1)tzl| . . .

0 0 0 0 r—(n—-1) 0

1 2 3 .o n—2 n—1 n

Zakljucujemo da je
n—1
det A, (z) = (=1)L3)n H(m — k).
k=1

Primjenom istih elementarnih transformacija kao za determinantu, te ponistavanjem
zadnjeg retka zadnjim stupcem, zaklju¢ujemo
Ap(x) ~diag(x — 1,z —2,...,2 — (n—1),1).

Dakle,

n—1, ze€{l,2,...,n—1}

r(An(z)) = { L

n, inace.
Bududi da je r(A4,(1)) = n — 1, vidimo da je A,(x) ~ A,(1) ako i samo ako je
re{l,2,...,n—1}.



2. (10 bodova) U ovisnosti o parametru A € R rijeSite sustav:

3To + 223+ 14 = 2
1 — DT+ Arst+xs=1
T1— X9+ 23+ 14 = —2
AT+ 229+ 223+ x4 =1

Rjesenje:
0O 3 21 : 2 1 -1 2 1 -2 ]
g - 1 =5 X1 : 1 0 —4 AX-=2 0 3
P -1 201 =2 0 3 2 2
A2 21 1 0 24X 2—-2\ 1—-2X 142X
1 —4 o 0 : -4 1 —4 0 0 : —4 ]
0 —4 AX-20: 3 o 1 220: =3
0 3 2 1 2 0 3 2 1 : 2
0 4A—-1 0 0 4N —1 0 4x—-1 0 0 : 4x—-1)
10 2—A 0 -7
01 B 0. -3
Yoo wkog.x
2-2)(1-4)
0 0 ZAN g o7y T
Jedini preostali pivot je w, pa razlikujemo slucajeve:

(2=N)(1—4)) . o .. 1

(a) Ako je A =2, onda je T\ — ;Z # 0, pa taj sluc¢aj nema rjeSenja.

(b) Ako je A = }L, tada je TA — ;Z = 0, pa sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Oznacimo t = x3.

Slijedi da je x4 = % — ?’))T“t, To = —% — %t, xy = =74+ (A —2)t, tj.
7
_7 T
_3 =7
_ |71 16
=g || teR
17 —u
1 1
(2) Ako jg W# # 0, sustav ima jedinstveno rjeSenje: 3 = ﬁ, Ty = %, To =1,
1 =V, tJ
0
1
r = 7
A—2
LHi2



3. (10 bodova) Odredite LU faktorizaciju matrice

2 1 0 -1

12 4 p -1
A= -2 —4 1 2
2 4 -1 2

te odredite rang matrice A u ovisnosti o parametru pu.

Rjesenje: Svodimo A na gornjotrokutasti oblik te usput zapisujemo elementarne tran-
sformacije koje vrsimo preko odgovorajuéih elementarnih matrica:

[ 2 1 0 -1 el 2 1 0 -1
A2 4 w1 o3 0
-2 —4 1 2 Ffll 0 -3 1 1
2 4 -1 2 “ 0 3 -1 3
2 1 0 ~1 21 0 -1
_Fh |03 m 0l .. |03 wu 0
Fpt (00 p+1 1 43 00 p+1 1
00 —(u+1) 3 00 0 4

1 0 0 O0f (2 1 0 -1
A 11 0 0|0 3 pu 0
S |-1 -1 1 0|0 0 pw+1 1|
1 1 -1 110 0 0 4
te da je posebno
2 1 0 -1
03 u 0 3, = -1,
r(A) =r =
) 00 p+1 1 {4, inace
0 0 0 4



4. (10 bodova) Dana je matrica

1 0 1
A=1|-1 2 -1
2 0 3

Odredite A~! te matricu A napisite kao produkt elementarnih matrica.

Rjesenje: Racunamo inverz od A standardnim putem, usput zapisujuéi transformacije
koje vrsimo pomoc¢u odgovarajué¢ih elementarnih matrica:

10 1 2100, ,[101: 100
A:D]=|-12 -1 :01 0™ [020: 1 10
2 3 0 01 0 01 -2 01
L0030
P? 10010 4 300
001:-220 1
3 0 -1
Odavde vidimo daje A = | 3 1 0 = Fy?F;;' F5;FL,, pa se A moje zapisati kao
-2 0 1

A= (A_l)_l = (F21/2F131F3_12F511)_1 = F2_11F321F113F22~



5. (10 bodova) Pretpostavimo dasu C; = [1 11 ... 127 iCy =211 ... 1 1]7 dva
rjeSenja sustava AX = B, pri ¢emu je A € M,,,,(F) matrica ranga n — 1.

(a) Dokazite da je B # 0, te odredite sva rjeSenja sustava AX = B. (Obavezno obraz-
loziti da ste odredili sva rjeSenja sustava.)

(b) Dokazite da je prvi stupac matrice A jednak njenom posljednjem stupcu.
Rjesenje: Neka je Q2 prostor rjeSenja pripadnog homogenog sustava AX = 0. Tada je

dmQ=n—-r(A)=n—(n—1)=1.

(a) Pretpostavimo da je B = 0. Tada C}, Cy € €, §to je nemoguce, jer je {C7, Cy} linearno
nezavisan skup, a {2 jednodimenzionalan prostor. Time smo dokazali da je B # 0.

Iz AC; = Bi ACy = B slijedi A(C} — Cy) =0, pajeC; —Cy € Q. Kako je C; —Cy #0 i
dim 2 = 1, slijedi

Q=[{C1—Cy}]={A[100 ... 0 —1]": N € F}.
Tada je skup svih rjeSenja nehomogenog sustava
{C1+ \NCy —Cy) : XN e F}

(za partikularno rjesenje uzeli smo C}, a mogli smo bilo koje rjeSenje sustava AX = B).

(b) Iz A(Cy — C3) =0 i

A(C1=Cy) =[St S2 ... Sucr Su] | 1| =1:5140:-S4.. . 40:-5,1+1-5, = 51— S,

slijedi S7 = 5,,.



