LINEARNA ALGEBRA 1
Prvi rok - 30. sije¢nja 2026.

1. (20 bodova) Neka je L < M;(R) prostor antisimetri¢nih matrica reda 3 te neka je dan
skup
K = {A S Mg(R) L a1 = Q9 = 1,@33 = O}
(a) Odredite jednu bazu za linearnu ljusku skupa K.
(b) Provjerite je li L potprostor od [K]. Ako jest, odredite mu jedan direktni komplement
u [K].
Rjesenje:

(a) Proizvoljna matrica A € K je oblika:

1 12 Q13 1 0
azr 1 ags| = aroBho + a3 B3+ ag1 Boy +agsEas +ag By +age Bz + |01
az; azx 0 0 0

o O O

Slijedi da je jedna baza za linearnu ljusku [K]
{E12, B3, Eay, Eog, B3y, Esg, By + B}
(b) Proizvoljna antisimetri¢na matrica je oblika
0 a2 Qi3

A= |—ap 0 ags| = an(Era — Eor) + a13(Ers — Es1) + ags(Eas — Esg)
—ayg —agzs 0

= a12E19 + a13E13 — a12Es + agsEas — a13E31 — agsEso,

pa vidimo da je A € [K], tj. L < [K].
Takoder, baza prostora L je

{E12 — Ea1, Bz — B3y, Eog — Eso}.
Dopunimo tu bazu do baze za [K]:
{Ew2 — Eay, Evz — B3, Eog — Esg, Eg, Eg, Es, Fiy + Eao}.

Dakle, jedan direktan komplement od L u [K] je M = [{E1a, E13, Eos, E11 + Eao}]



2. (20 bodova) U prostoru Ps polinoma stupnja najvise 3 zadan je podskup

(a)
(b)
()

M ={peP;:p0)=p2)}

Dokazite da je M potprostor od Ps, odredite mu neku bazu te dimenziju.
Za N = [{t,t*}], odredite bazu i dimenziju presjeka M N N.
Odpredite neki potprostor L od Ps takav daje L # Ni M+ L= M + N.

Rjesenje:

(a)

Neka su p,q € M i «, € F. Tada je

(ap + Bq)(0) = ap(0) + Bq(0) = ap(2) + Bq(2) = (ap + B4)(2),
pa zakljucujemo da je ap + Bq € M. Dakle, M < P;.
Neka je p(t) = at® + bt*> + ct + d € M. Kako je p(0) = d, a p(2) = 8a + 4b + 2¢ + d,
vidimo da je uvjet p(0) = p(2) ekvivalentan

d = 8a+ 4b + 2c + d,

odnosno ¢ = —4a — 2b. Sada vidimo da je

p(t) = at® + bt* + (—4a — 2b)t +d = a(t® — 4t) + b(t* — 2t) + d,
pa je skup {1,t* — 2¢,¢3 — 4t} sustav izvodnica za M. Taj skup je linearno nezavisan

jer su svi polinomi razli¢itog stupnja, pa je to baza za M. Dimenzija od M je 3.

Skup
{1, —2t,¢3 — 4¢,t, %}

reduciramo do baze za M + N. Izbacujemo elemente koji se mogu napisati kao
linearna kombinacija prethodnika. Prvi (i jedini) takav element je ¢3. Pritom vidimo
da je

t*—4t e M NN.

Dakle, dimenzija od M + N jednaka je 4, a dimenzija presjeka M N N je
dimM +dim N —dim(M +N)=3+2—-4=1,

pa je {t3 — 4t} baza za M N N.

Vidimo da je dim(M + N) = 4 = dim P3, pa je M + N = P3. Stoga trazimo L # N
takav da je M + L = Ps;. Mozemo uzeti primjerice L = [{t}] ili L = P;.



3. (20 bodova) U ovisnosti o parametru A € R rijeSite sustav:

3To + 223+ 14 = 2
1 — DT+ Arst+xs=1
T1— X9+ 23+ 14 = —2
AT+ 229+ 223+ x4 =1

Rjesenje:
0O 3 21 : 2 1 -1 2 1 -2 ]
g - 1 =5 X1 : 1 0 —4 AX-=2 0 3
P -1 201 =2 0 3 2 2
A2 21 1 0 24X 2—-2\ 1—-2X 142X
1 —4 o 0 : -4 1 —4 0 0 : —4 ]
0 —4 AX-20: 3 o 1 220: =3
0 3 2 1 2 0 3 2 1 : 2
0 4A—-1 0 0 4N —1 0 4x—-1 0 0 : 4x—-1)
10 2—A 0 -7
01 B 0. -3
Yoo wkog.x
2-2)(1-4)
0 0 ZAN g o7y T
Jedini preostali pivot je w, pa razlikujemo slucajeve:

(2=N)(1—4)) . o .. 1

(a) Ako je A =2, onda je T\ — ;Z # 0, pa taj sluc¢aj nema rjeSenja.

(b) Ako je A = }L, tada je TA — ;Z = 0, pa sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Oznacimo t = x3.

Slijedi da je x4 = % — ?’))T“t, To = —% — %t, xy = =74+ (A —2)t, tj.
7
_7 T
_3 =7
_ |71 16
=g || teR
17 —u
1 1
(2) Ako jg W# # 0, sustav ima jedinstveno rjeSenje: 3 = ﬁ, Ty = %, To =1,
1 =V, tJ
0
1
r = 7
A—2
LHi2



4. (20 bodova) Dana je matrica

1 0 1
A=1|-1 2 -1
2 0 3

Odredite A~! te matricu A napisite kao produkt elementarnih matrica.

Rjesenje: Racunamo inverz od A standardnim putem, usput zapisujuéi transformacije
koje vrsimo pomoc¢u odgovarajué¢ih elementarnih matrica:

10 1 2100, ,[101: 100
A:D]=|-12 -1 :01 0™ [020: 1 10
2 3 0 01 0 01 -2 01
L0030
P? 10010 4 300
001:-220 1
3 0 -1
Odavde vidimo daje A = | 3 1 0 = Fy?F;;' F5;FL,, pa se A moje zapisati kao
-2 0 1

1/2 -1 e _ _
A= (FQ/ F131F312F211) b= F211F321F113F22-



5. (20 bodova) Pretpostavimo dasu C; = [1 11 ... 127 iCy =211 ... 1 1]7 dva

rjeSenja sustava AX = B, pri ¢emu je A € M,,,,(F) matrica ranga n — 1.

(a) Dokazite da je B # 0, te odredite sva rjeSenja sustava AX = B.

(b) Dokazite da je prvi stupac matrice A jednak njenom posljednjem stupcu.
Rjesenje: Neka je €2 prostor rjesenja pripadnog homogenog sustava AX = 0. Tada je

dmQ=n—-r(A)=n—(n—1)=1.

(a) Pretpostavimo da je B = 0. Tada C}, Cy € €, §to je nemoguce, jer je {C}, Cy} linearno
nezavisan skup, a €2 jednodimenzionalan prostor. Time smo dokazali da je B # 0.

Iz AC; = Bi ACy = B slijedi A(C} —Cy) =0, pajeC; —Cy € Q. Kakoje C; —Cy #0 i
dim €2 = 1, slijedi

Q=[{C1—C}]={A[100 ... 0 —1]": N € F}.
Tada je skup svih rjeSenja nehomogenog sustava
{C1+\NCy —Cy) : XN e F}

(za partikularno rjeSenje uzeli smo C4, a mogli smo bilo koje rjesenje sustava AX = B).
(b) Iz A(C}, — Cy) =01

A(Cl_CQ):[Sl SQ Sn_1 Sn] : :151+OSQ++OSn,1+1Sn251—Sn

slijedi S7 = 5,,.



