LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi ispitni rok — 26. sije¢nja 2026.

Zadatak 1. (22 boda)

(a) (12 bodova) Provjerite je li preslikavanje definirano s

S((xh L2, 'CC3)7 (yl; Y2, y3)) — Zl?TAy, A=
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skalarni produkt na vektorskom prostoru R3.

(b) (6 bodova) Odredite maksimum funkcije f(0) = asinf + bcosf uz uvjet a # 01 b # 0.
Odredite 0 za koji se taj maksimum postize.

(¢) (4 boda) Koristeéi Gramovu determinantu odredite je 1i skup {(1,1%,0), (0, 1,4), (4,0,1)}
linearno nezavisan skup u C? sa standardnim skalarnim produktom.
Rjesenje.

(a) Preslikavanje je dano s
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s((z1, w2, 23), (Y1, Y2, y3)) = xTAy = [961 T2 963} .
Y3

= 21(2y1 + y2 + y3) + z2(y1 + 3y2 + y3) + x3(y1 + v2 + 2y3)

Pozitivna definitnost

s((x1, g, x3), (T1, T2, x3)) =21(221 + T2 + 3) + xa(x1 + 3T + 3) + 23(T1 + X9 + 223)
:23;% + 33:% + 2x§ + 2x129 + 221203 + 22973
:(x% + 2x179 + x%) + (x% + 22123 + x%)
+ (23 + 2x9w3 + 23) + 25
:(1’1 -+ 332)2 -+ (i‘l + 5133)2 + (332 + ZL‘3>2 -+ x%

Kako je svaki pribrojnik nenegativan tada je i cijeli izraz nenegativan, tj. s(z,z) > 0.



Ako je s(z,x) = 0, tada je x1 + 22 = 0, 21 + 23 = 0, x9 + 23 = 01 29 = 0 iz Cega
slijedi da je z = (0,0,0). Ako je x = (0,0,0), tada je ocito s(z,x) = 0. Preslikavanje
zadovoljava pozitivnu definitnost.

Simetricnost

s((z1, 22, 73), (Y1, Y2, y3)) = 21(2y1 + y2 + y3) + T2(y1 + 3y2 + y3) + z3(y1 + v2 + 2y3)
= y1(271 + T2 + 23) + yo(21 + 379 + 23) + y3(v1 + 2 + 2273)
= s((y1, y2, y3), (21, 22, 23))

Preslikavanje zadovoljava (hermitsku) simetri¢nost.

Homogenost

s((Aw1, Az, Ax3), (Y1, Y2, 3)) =A01(2y1 + Y2 + y3) + Aza(y1 + 3y2 + v3)
+ Az3(y1 + y2 + 293)
=A(1(2y1 + y2 + y3) + 22(y1 + 3y2 + y3)
+ 23(y1 + Y2 + 213))
=As((w1, 2, 23), (Y1, Y2, ¥3))

Preslikavanje zadovoljava homogenost.
Aditivnost

S(SIZ + v, Z) 2(5171 + yl)(221 + Zo + 23) + (332 + yg)(zl + 329 + Zg) + (SL‘3 + yg)(zl + 29 + 223)

=<$1(221 + 20 + 2’3) + 332(21 + 329 + 23) —+ LU3(2’1 + 29 + 223))
+ (y1(221 + 29 + Zg) + y2(21 + 329 + Z3> + y3(21 + 29 + 223))
=s(z,z) +s(y, 2)
Preslikavanje zadovoljava aditivnost.

Zakljucak: Preslikavanje s je skalarni produkt.

Zadanu funkciju mozemo zapisati kao skalarni produkt dva vektora x iy

f(0) =asin® +bcos = ((a,b)|(sin b, cosh)) = (z|y) .
Po CSB nejednakosti slijedi

[ {zly) [* < (z]2) (yly)
| {(a,b)|(sin @, cos 0)) |> < {(a,b)|(a, b)) ((sin b, cos §)|(sin 8, cos 0))
lasin@ + bcos0|? < (a* + b*)(sin? 6 + cos? 0)

FO) <o +0°

AN

Zakljucujemo da je f(0) < |f(0)| < Va? 4+ b%. Jednakost u Cauchy—Schwarzovoj nejed-
nakosti postize se ako i samo ako su vektori z i y linearno zavisni, t;j.

Yy = Az, A eR.



To znaci

(sin®,cosf) = A(a,b).

Iz uvjeta
sin? 6 + cos? 6 = 1
slijedi
N(a* + %) =1,
pa je

1
ViR

Za postizanje maksimalne vrijednosti funkcije f mora vrijediti A > 0, pa dobivamo

A==

sinﬁzL cosf = b

Kako je b # 0, iz toga slijedi
tanf = %.

Dakle, maksimalna vrijednost funkcije
f(#) =asinf + bcosd

1Znosi
max f(0) = v a? + b2,

a postize se za kut 6 koji zadovoljava

a b

sinf = ——— cosf =

Neka je a = (1,4,0), b= (0,1,7) i ¢ = (4,0,1). Imamo

(ala) (alb) (alc)| |lala) (alb) (alc)] |2 @ —i
T(a,b,c) = |(bla) (B]b) (ble)| = [{aB) (fp) (le)|=|—i 2 i|=20.
(la) (e} (de)| [@la W ()| |i —i 2

Skup {a, b, c} je linearno nezavisan jer je Gramova determinanta razli¢ita od 0.



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi ispitni rok — 26. sije¢nja 2026.

Zadatak 2. (16 bodova) U unitarnom prostoru Ms(RR) sa standardnim skalarnim produktom
dan je skup M = {E i] € My(R) : 2 — 2 + 2w = 0, —x+y+3z:0}.
(a) (4 boda) Dokazite da je M potprostor od Ms(R) i odredite mu jednu bazu.
(b) (6 bodova) Odredite ortogonalni komplement potprostora M (odredite mu jednu bazu).
(¢) (6 bodova) Odredite udaljenost vektora
-1 —10
3 2
od vektorskog prostora M.
Rjesenge.

(a) Nekaje Ae M, A= [i 3}] . Iz definicije skupa M slijedi da je

1 =2 -2 =2
A:zll O]—l—wlo 1],

pa iz toga dobivamo da M vektorski prostor s bazom {A;, Ao}, gdje je
1 -2 -2 =2
S R P

Iy T2

(b) Neka je B€ M+, B = [ ] Iz toga slijedi da je

xr3 T4

0:<B‘A1>:SIZ1—2I2—|—$3:0
0:<B‘A2>:—25L’1—2$2+ZC4:0

Prostor rjesenja ovog sustava dan je kao linearna ljuska skupa
{(17 07 _17 2)7 (07 17 27 2)} )
pa je {A3z, Ay} baza M=+, gdje je

10 0 1
SNE



(¢) Zadatak se najbrze rjesava ukoliko uocimo da je A € M pa je trazena udaljenost jednaka
|| Al] = V114.

Zadatak se moze rijeSiti i na sljedec¢i nacin.

-1 —=10
Vektor A = [ 3 9

[z toga dobivamo da je trazena udaljenost jednaka ||[A — Aj/i||. Gram-Schmidtovim
postupkom dobivamo da je {E3, £4} ortonormirana baza prostora M=+, gdje je

] trebamo prikazati kao Ay + Ayr, gdjeje A€ M i At € M+

I 11 0 I |—-1 3
Eys=— By = — :
=Gl g A7
S vjezbi znamo da je
Ay = <A‘E3> Es + <A‘E4> Ey.

Iz toga dobivamo da je Ay = 0, iz ¢ega slijedi da je A € M pa je trazena udaljenost
jednaka ||A]| = V114,



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi ispitni rok — 26. sije¢nja 2026.

Zadatak 3. (24 boda) Neka je A : Po(R) — R3 preslikavanje dano formulom
Ala + bt + ct?) = (=ba — 3b, —3b + c(2\ — 4), —a — 2b + c(\ — 2)),
gdje je A € R.
(a) (6 bodova) Dokazite da je A linearan operator za sve A € R.

(b) (10 bodova) U ovisnosti o parametru A odredite rang i defekt operatora A te po jednu
bazu za jezgru i sliku.

(¢) (8 bodova) Odredite matri¢ni prikaz operatora A u paru baza (¢/) = {1,t — 3,1 +t?} i
(f") ={(1,1,0),(2,3,1),(0,0,1)} za A = 2.

Rjesenge.

(a) Trebamo pokazati (A(ap+Bq))(t) = a(A(p))(t)+B(A(q))(t), gdje su p(t) = a+bt+ct?
iq(t)=d+et+ ft2

(Alap + 89))(t) =A((ca + Bd) + (ab+ Be)t + (ac+ Bf)t)
=(—5(aa + Bd) — 3(ab+ Pe), —3(ab + fe) + (ac+ Bf)(2\ —4),
— (a4 Bd) — 2(ab + Be) + (ac+ Bf) (A — 2))
(—baa — 3ab) + (—56d — 3fe),
3ab+ ac(2X — 4)) + (—3Be + Bf(2) — 4)),
aa —2ab+ ac(A —2)) + (=8d — 2Pe + Bf(A —2)))
=a(—ba — 3b,—=3b+ c(2XA — 4), —a — 2b + ¢(\ — 2))+
B(=5d — 3e,—3e + f(2A —4),—d — 2e + f(A — 2))
=aA(a+ bt + ct?) + BA(d + et + ft?)
=a(A(p))(t) + B(A(g))(t)

=(
(
(

(b) Neka su (e) = {1,¢,t*} i (f) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kanonske baze redom vek-
torskih prostora Po(R) i R3. Trebamo odrediti rang operatora A u ovisnosti o parametru
A. Znamo da je r(A) = r([A](s.)) pa se odredivanje ranga operatora A svodi na odredi-
vanje ranga matrice [A](f). Prvo odredimo kako operator A djeluje na bazi (e).



A(L) = (=5,0,—1), A(t) = (=3,-3,-2), A@)=(0,2\—4,1A—-2) (1)

Matricni prikaz operatora A u paru baza (e) i (f) dan je s

-5 =3 0
Aley=10 =3 2A—4
-1 -2 A-2

Rang te matrice odredujemo standardnim postupkom.

5 -3 0 |
0 -3 9\_4 -5 -3 0 %)0 0 0

10
—1 —2@ -1 =2 A-=2 3 0 A—-2 00 A—2

Promatramo dva slucaja.

1. slucaj Ako je A = 2, tada je 7(A) = 2. Kako je dimPy(R) = 3, tada po teoremu
o rangu i defektu zaklju¢ujemo da je defekt jednak d(A) = dim Py(R) —r(A) = 1. U
ovom sluc¢aju operator A ima sljedeéi oblik

A(a + bt + ct?) = (—=5a — 3b, —3b, —a — 2b)
pa slijedi

ImA = {(—5a — 3b,—3b,—a — 2b) : a,b,c € R}
={a(-5,0,—1) +b(—3,-3,-2) : a,b,c € R}
= [{(_57 0, _1)7 (_37 —3, _2>}]'

Jezgru mozemo odrediti rjesavanjem (—5a — 3b, —3b, —a — 2b) = (0,0, 0) iz Cega slijedi
a=0b=0icé€R. Tadaje KerA = [{t*}]. To smo mogli zakljuciti i iz (1) jer je u ovom
slucaju A(t?) = (0,0,0).

2. slucaj Ako je A # 2, tada je r(A) = 3. Po teoremu o rangu i defektu zakljucujemo da
je defekt jednak d(A) = dim Po(R) —r(A) = 0 pa je jezgra trivijalna, tj. KerA = [{0,}].
Slika je razapeta vektorima

ImA = {(=5a — 3b, =30+ c(2\ —4), —a — 2b+ ¢(A — 2)) : a,b,c € R}
= {a(=5,0,—1) + b(—3,-3,-2) + (0,2 — 4, A — 2) : a,b,c € R}
= [{(=5,0,—1),(=3,-3,-2),(0,2A — 4, A — 2)}].

Trebamo odrediti matricni zapis operatora A u paru baza (e’) i (f’), tj. [A]y ). 1z (b)
dijela imamo matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e) i (f) pa nam preostaje odrediti
odgovarajuce matrice prijelaza.



Slijedi

-3 0

0

0
1

—1

1

—15
5 |-
—6

—15 42
o —15
—6 16




LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi ispitni rok — 26. sije¢nja 2026.

Zadatak 4. (18 bodova) Linearni operator A : R — R3 zadan je u bazi

(e) ={(1,1,0),(1,0,1),(1,—1,—-1)}

matricom
4 -3 0
[A] (€) = 6 -5 0
12 —12 1

Nadite bazu prostora R3 u kojoj je matrica operatora A dijagonalizabilna (ako takva baza
postoji).

Rjesenje. Direktnim racunom dobije se da je
ka(A) = det([A] ) — M) = —(A = 1)*(A +2),

pa je 0(A) = {—2,1}. Preostaje odrediti svojstvene potprostore. RjeSavanjem sustava
([A]y — I)z = 0 dobivamo da je 1 = x2, pa je Ker([A],) — I) linearna ljuska skupa
{(1,1,0),(0,0,1)}, pri ¢emu su dani vektori zapisani u bazi (e), a ne u kanonskoj bazi.
Rjesavanjem sustava ([A] () +2/)r = 0 dobivamo da je xo = 2x1 i w3 = 421, pa je Ker([A] ) +
21) linearna ljuska skupa {(1,2,4)}, pri ¢emu je taj vektor zapisan u bazi (e). Iz toga slijedi
da bazu (¢/) = (e1 +eg,e3,e1+2e5+4ey) = ((2,1,1),(1,—1,—1),(7,—3,—2)) ¢ine svojstveni
vektori, a onda je to baza u kojoj se operator dijagonalizira.



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi ispitni rok — 26. sije¢nja 2026.

Zadatak 5. (20 bodova)

a) (12 bodova) Neka je (V, (-|-)) kona¢nodimenzionalan unitarni prostor i L potprostor od
V. Dokazite da je L + L+ = V.

b) (8 bodova) Moze li linearni operator B : My(R) — P, biti epimorfizam? Moze 1i biti
monomorfizam? Ako moze, nadite primjer takvog operatora. Obrazlozite odgovore.

Rjesenge.
a) Vidjeti predavanja.

b) Pretpostavimo da je B monomorfizam. Tada vrijedi d(B) = 0. Prema teoremu o rangu

1 defektu imamo
dim My(R) = r(B) + d(B),

odnosno
4=r(B)+0,

odakle slijedi r(B) = 4.

Medutim, slika operatora B je potprostor kodomene Ps, ¢ija je dimenzija jednaka
dim Py = 3.

Stoga rang operatora B ne moze biti veéi od 3, §to je u kontradikciji s r(B) = 4. Iz
toga slijedi da linearni operator B ne moze biti monomorfizam.

S druge strane, B moze biti epimorfizam. Na primjer, definirajmo funkciju

B([i ZD — (a+b) + ct + di*.

Tada je B linearan operator. Nadalje, za svaki polinom
p(t) = a+ Bt +yt* € Py

postoji matrica

[g 2] € My(R)

a 0

takva da vrijedi B ([5 y

]) = p(t). Prema tome, Im B = P, pa je B epimorfizam.



