LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — 26. sijecnja 2026.

Zadatak 1. (11 bodova) Neka je (e) = {i, ], k} ortonormirana baza prostora V3(O) i neka
je S : V3(O) — V3(O) linearni operator koji vektor prvo rotira za kut od 90° oko y-osi, a
potom ga projicira na ravninu s jednadzbom 2z + y + 2z = 0.

(a) (7 bodova) Odredite djelovanje operatora S na proizvoljni vektor iz V3(O).
(b) (4 boda) Postoji li baza (b) prostora V3(O) ¢iji je matri¢éni prikaz operatora S u toj bazi
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Rjesenge.

(a) Neka je R, : V3(0) — V3(O) linearan operator rotacije za kut a oko y-osi i neka je
P : V3(0O) — V3(0) linearan operator projekcije na ravninu 2z + y + z = 0. Matri¢ni
prikaz operatora Rgpe u bazi (e) dan je s

cos90° 0 sin90° 0 0 1
[Rgpe] () = 0 1 0 =0 10
—sin90° 0 cos90° -1 0 0

Tu matricu mozemo dobiti i i bez poznavanja opcenite matrice rotacije za neki kut o oko
y-osi. Ako rotiramo vektor i za90° u pozitivnom smjeru oko y-osi dobit ¢emo vektor —k
tj. Rope(7) = — k. Rotacuom vektora j za 90° u pozitivnom smjeru oko y-0si doblvamo

isti taj vektor, Rope(j) = J, a rotacijom vektora k dobivamo vektor 7, Roge (k) = 1.
Imamo zadanu ravninu 2z +y+ z = 0 ¢iji je jedini¢ni vektor normale 77 = \/LE(QLL]_)#L lg)
S vjezbi je poznato da linearan operator P djeluje na proizvoljan vektor ¢ na sljedeci
nacin

P(@) =¥ — (7- R)i.

Djelovanjem operatora P na elemente baze (e) dobivamo

Pi)==i—=j—=k, P()=—=i+-j—=k, Pk)=—=i——=j+—k



iz Cega slijedi
1 2 =2 =2
Plo==|-2 5 -1
619 -1 5

Operator S je kompozicija operatora P i Rgp pa slijedi

1 2 =2 =2 0 01
STy = [P o Rorlee) = [Plie) [l = 5 |2 5 =1 | 0 10
-2 -1 5 -1 00
2 -2 2
1
=—11 5 =2
615 _1 —2
Sada mozemo odrediti djelovanje operatora S na proizvoljnom vektoru v
112 —2 2 T 20 — 2y + 22
[S(U)]<e)=[5]<e>-[?7]<e>:6 I 5 =2y =5 x4+ 5y —2z |,
-5 —1 =2 z —or — Yy — 22

odnosno

| - - .
S(xi+yj+ zk) = 6((233 — 2y +22)i+ (x+ by — 22)7 + (=bx — y — 22)k).

Pretpostavimo da postoji baza (b) ¢iji je matri¢ni prikaz operatora S zadan s [S](;). Tada
su matrice [S]() 1 [S]p) slicne pa imaju istu determinantu, rang i trag. Racunanjem
determinanti dobivamo

1\ 3 2 =2 2 1\ 3 2 0 0 1
det[S](e) = <6) 1 5 =2/=0, det[S](b) = (—) 0 -1 1| =——
-5 —1 =2 4

iz Cega vidimo da je pocetna pretpostavka bila kriva. Do istog zakljucka mogli smo doci
odredivanjem ranga. Rang matrice [S].) jednak je 2 zbog konstrukcije operatora S, a iz
matrice [S] ;) lagano vidimo da je njen rang jednak 3. Zakljuc¢ujemo da ne postoji baza
(b) ¢iji je matricni prikaz operatora S zadan s [S]q).



LINEARNA ALGEBRA 2

Drugi kolokvij — 26. sijecnja 2026.

Zadatak 2. (13 bodova) Neka je A : Py(R) — R3? preslikavanje dano formulom
Ala + bt + ct?) = (=ba — 3b, —3b + c(2\ — 4), —a — 2b + c(\ — 2)),
gdje je A € R.
(a) (3 boda) Dokazite da je A linearan operator za sve A € R.

(b) (6 bodova) U ovisnosti o parametru A odredite rang i defekt operatora A te po jednu
bazu za jezgru i sliku.

(¢) (4 boda) Odredite matri¢ni prikaz operatora A u paru baza (¢') = {1,t — 3,1+ t?} i
(f) =1{(1,1,0),(2,3,1),(0,0,1)} za A = 2.

Rjesenge.

(a) Trebamo pokazati (A(ap+Bq))(t) = a(A(p))(t)+B(A(q))(t), gdje su p(t) = a+bt+ct?
iq(t)=d+et+ ft2

(Alap + 89))(t) =A((ca + Bd) + (ab+ Be)t + (ac+ Bf)t)
=(—5(aa + Bd) — 3(ab+ Pe), —3(ab + fe) + (ac+ Bf)(2\ —4),
— (a4 Bd) — 2(ab + Be) + (ac+ Bf) (A — 2))
(—baa — 3ab) + (—56d — 3fe),
3ab+ ac(2X — 4)) + (—3Be + Bf(2) — 4)),
aa —2ab+ ac(A —2)) + (=8d — 2Pe + Bf(A —2)))
=a(—ba — 3b,—=3b+ c(2XA — 4), —a — 2b + ¢(\ — 2))+
B(=5d — 3e,—3e + f(2A —4),—d — 2e + f(A — 2))
=aA(a+ bt + ct?) + BA(d + et + ft?)
=a(A(p))(t) + B(A(g))(t)

=(
(
(

(b) Neka su (e) = {1,¢,t*} i (f) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kanonske baze redom vek-
torskih prostora Po(R) i R3. Trebamo odrediti rang operatora A u ovisnosti o parametru
A. Znamo da je r(A) = r([A](s.)) pa se odredivanje ranga operatora A svodi na odredi-
vanje ranga matrice [A](f). Prvo odredimo kako operator A djeluje na bazi (e).



A(L) = (=5,0,—1), A(t) = (=3,-3,-2), A@)=(0,2\—4,1A—-2) (1)

Matricni prikaz operatora A u paru baza (e) i (f) dan je s

-5 =3 0
Aley=10 =3 2A—4
-1 -2 A-2

Rang te matrice odredujemo standardnim postupkom.

5 -3 0 |
0 -3 9\_4 -5 -3 0 %)0 0 0

10
—1 —2@ -1 =2 A-=2 3 0 A—-2 00 A—2

Promatramo dva slucaja.

1. slucaj Ako je A = 2, tada je 7(A) = 2. Kako je dimPy(R) = 3, tada po teoremu
o rangu i defektu zaklju¢ujemo da je defekt jednak d(A) = dim Py(R) —r(A) = 1. U
ovom sluc¢aju operator A ima sljedeéi oblik

A(a + bt + ct?) = (—=5a — 3b, —3b, —a — 2b)
pa slijedi

ImA = {(—5a — 3b,—3b,—a — 2b) : a,b,c € R}
={a(-5,0,—1) +b(—3,-3,-2) : a,b,c € R}
= [{(_57 0, _1)7 (_37 —3, _2>}]'

Jezgru mozemo odrediti rjesavanjem (—5a — 3b, —3b, —a — 2b) = (0,0, 0) iz Cega slijedi
a=0b=0icé€R. Tadaje KerA = [{t*}]. To smo mogli zakljuciti i iz (1) jer je u ovom
slucaju A(t?) = (0,0,0).

2. slucaj Ako je A # 2, tada je r(A) = 3. Po teoremu o rangu i defektu zakljucujemo da
je defekt jednak d(A) = dim Po(R) —r(A) = 0 pa je jezgra trivijalna, tj. KerA = [{0,}].
Slika je razapeta vektorima

ImA = {(=5a — 3b, =30+ c(2\ —4), —a — 2b+ ¢(A — 2)) : a,b,c € R}
= {a(=5,0,—1) + b(—3,-3,-2) + (0,2 — 4, A — 2) : a,b,c € R}
= [{(=5,0,—1),(=3,-3,-2),(0,2A — 4, A — 2)}].

Trebamo odrediti matricni zapis operatora A u paru baza (e’) i (f’), tj. [A]y ). 1z (b)
dijela imamo matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e) i (f) pa nam preostaje odrediti
odgovarajuce matrice prijelaza.



Slijedi

-3 0

0

0
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—15 42
o —15
—6 16
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Zadatak 3. (10 bodova) U unitarnom prostoru Ms(R) sa standardnim skalarnim produktom

zadana je baza
o= {[L O] oo Jra] qr
Y=o 1|1 o oo 1S
Neka je f*: Ms(R) — R linearan funkcional dan formulom f*(A) = tr(AB), gdje je
1 -1
B - {O i ] |

(a) (4 boda) Odredite dualnu bazu (e*) baze (e), tj. odredite djelovanje funkcionala iz

dualne baze na proizvoljnu matricu QZ: 5} € My(R).
(b) (4 boda) Prikazite f* u bazi (e*).
(c) (2 boda) Odredite C' € Ms(R) takav da je f*(A) = (A|C) za svaki A € My(R).
Rjesenge.
(a) Prikazimo proizvoljni element A = [ﬁ g]] prostora M>(R) kao linearnu kombinaciju

vektora baze (e) tj.

A = aey + Peg + ez + dey. (2)
Izjednacavanjem dobivamo sustav
(a+~v+d=1z
Jr+o=y
B+0==z2
Lo+ 0 = w.
Rjesavanjem sustava dobije se da jeaa =z —y, 8 =2 —y+2 —w, v = — w,
0 = —x + y + w. Djelovanjem vektora dualne baze na (2) dobivamo da je
GT(A) =T =Y,
es(A)=z—y+2z—w,
es(A) =z —w,
ej(A) =—zx+y+w



(b) Kako je
Jr=Feer + [7(e2)es + [r(es)es + [ (ea)ey
dobivamo da je
f*=3e] — €5+ e;5 + 2e¢j.
(c) Kako je standardni skalarni produkt dan formulom (A | B) = tr(AB") gdje su A, B €

M;(R) proizvoljni, iz toga slijedi da je C' = B = [_11 g} .
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Zadatak 4. (9 bodova) Linearni operator A : R® — R? zadan je u bazi

(e) ={(1,1,0),(1,0,1),(1,—1,—-1)}

matricom
4 -3 0
[A] (€) = 6 -5 0
12 —12 1

Nadite bazu prostora R3 u kojoj je matrica operatora A dijagonalizabilna (ako takva baza
postoji).

Rjesenje. Direktnim racunom dobije se da je
ka(A) = det([A] ) — M) = —(A = 1)*(A +2),

pa je 0(A) = {—2,1}. Preostaje odrediti svojstvene potprostore. RjeSavanjem sustava
([A]y — I)z = 0 dobivamo da je 1 = x2, pa je Ker([A],) — I) linearna ljuska skupa
{(1,1,0),(0,0,1)}, pri ¢emu su dani vektori zapisani u bazi (e), a ne u kanonskoj bazi.
Rjesavanjem sustava ([A] () +2/)r = 0 dobivamo da je xo = 2x1 i w3 = 421, pa je Ker([A] ) +
21) linearna ljuska skupa {(1,2,4)}, pri ¢emu je taj vektor zapisan u bazi (e). Iz toga slijedi
da bazu (¢/) = (e1 +eg,e3,e1+2e5+4ey) = ((2,1,1),(1,—1,—1),(7,—3,—2)) ¢ine svojstveni
vektori, a onda je to baza u kojoj se operator dijagonalizira.



LINEARNA ALGEBRA 2
Drugi kolokvij — 26. sije¢nja 2026.

Zadatak 5. (7 bodova)

a) (3 boda) Neka su V' i W netrivijalni kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad is-
tim poljem, A : V' — W linearni operator, (e) = {ej,es,...,e,} baza za V, (f) =
{f1, fos-- -, fm} baza za W. Definirajte matri¢ni zapis linearnog operatora A u paru

baza (e) i (f).

b) (4 boda) Moze li linearni operator B : M3(R) — P, biti epimorfizam? Moze li biti
monomorfizam? Ako moze, nadite primjer takvog operatora. Obrazlozite odgovore.

Rjesenge.
a) Vidjeti predavanja.

b) Pretpostavimo da je B monomorfizam. Tada vrijedi d(B) = 0. Prema teoremu o rangu
i defektu imamo

dim Ms(R) = r(B) + d(B),
odnosno
4=r(B)+0,

odakle slijedi r(B) = 4.
Medutim, slika operatora B je potprostor kodomene Ps, ¢ija je dimenzija jednaka
dim Py, = 3.
Stoga rang operatora B ne moze biti veéi od 3, §to je u kontradikciji s r(B) = 4. Iz
toga slijedi da linearni operator B ne moze biti monomorfizam.

S druge strane, B moze biti epimorfizam. Na primjer, definirajmo funkciju

B<[‘CL ZD = (a+b) + ct + di*.

Tada je B linearan operator. Nadalje, za svaki polinom
p(t) = a+ Bt +4t° € Py
postoji matrica

[g 2] € My(R)

a 0

takva da vrijedi B ([5 y

]) = p(t). Prema tome, Im B = P, pa je B epimorfizam.



