LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi kolokvij — 23. studenog 2023.

Zadatak 1. (12 bodova) Odredite sve parametre o, 3 € R za koje je preslikavanje s : R> — R zadano s
s(z,y) = 2191 + (2 — )21y + (4 — 302 Toy1 + 200y — Toys — T3Ys + Brsys

skalarni produkt na R3.

Rjesenge. Jedno od svojstava koje preslikavanje s mora zadovoljavati da bi bilo skalarni produkt je s(y, z) =
s(z,y) za sve x,y € R3. Uocimo da je s(y,r) = s(x,y) ako i samo ako vrijedi

Ty + (2 — 042)%92 + (4 — 3042)90291 + 20waYs — TaY3 — T3Y2 + Brsys
=y11 + (2 — 042)?/1562 + (4 — 3042)y2x1 + 20279 — Yos — Y3T2 + Byss,

odnosno ako i samo ako je
(2 — ®)(z1y2 — y12) + (4 — 30%)(2ay1 — Y1) = 0,

tj. ako i samo ako je
(T1y2 — ylxz)(2a2 —2)=0.

Da bi posljednja jednakost vrijedila za sve z,y € R3, nuzno je 2a? —2 = 0. Ukoliko bi vrijedilo 2a2 —2 # 0,
onda, da bi vrijedilo s(y,x) = s(x,y) za sve x,y € R3, mora biti z1ys — y122 = 0 za sve 7,y € R3, a to
o¢ito nije istina (uzmimo npr. x = (1,1,0),y = (1,0,0)). Dakle, da bi s uopé¢e imao Sansu biti skalarni
produkt, mora vrijediti 2 — 2 = 0, odnosno a € {1, 1}.

1. sluc¢aj, a« = —1: Ukoliko je a = —1, imamo
s(,y) = T1y1 + T1ya + Tayr — 2T2Y2 — oYz — T3Y2 + BT3ys.

Sada je
s(z,x) = o7 + 2w129 — 275 — 22973 + B3,

Stavimo li npr. = (0, 1,0), dobivamo
s((0,1,0),(0,1,0)) = —2 < 0,

pa zaklju¢ujemo da s nije skalarni produkt za o = —1.

2. slucéaj, a = 1: Ukoliko je v = 1, imamo
s(2,y) = T1y1 + T1ya + Tay1 + 272Y2 — Tays — Tayz + BT3Ys.
Sada je
s(z,7) = o7 + 23129 + 275 — 22013 + B3 = (11 + 22)° + (22 — 23)° + (B — 1)3.
2.1 slutaja=1,5—-1<0: Akoje f —1< 0, onda za x = (1,—1,—1) dobijemo
s((1,-1,-1),(1,-1,-1))=p—-1<0

pa s nije skalarni produkt.



22 slucaja=1,—1=0: Akoje 5 —1=0,tj. B =1, onda je
s(z,z) = (21 + 22)* + (22 — 23)* > 0
Stavimo li z = (1, -1, —1), dobivamo
s((1,-1,-1),(1,—-1,-1)) =0,

iako je (1,—1,—1) # (0,0,0) pa ni u ovom slu¢aju s nije skalarni produkt.
23 slucaja=1,—1>0: Akoje 5 —1>0,tj. B> 1, onda je

s(z,7) = (21 + 2)* + (22 — 23)* + (B — )23 >0
i vrijedi s(x,z) = 0 ako i samo ako je
Il—f-l'Q:O, Ig—l'g:(), $3:0,

tj. ako i samo ako je x = (0,0,0). Dakle, za o = 1, § > 1 preslikavanje s zadovoljava i
svojstvo pozitivne definitnosti i svojstvo hermitske simetri¢nosti. Lagano se provjeri da u tim
slu¢ajevima s zadovoljava i svojstvo homogenosti i aditivnosti (taj dio prepustamo ¢itatelju).

Dakle, s je skalarni produkt ako i samo ako je a =1, 5 > 1.



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi kolokvij — 23. studenog 2023.

Zadatak 2. (12 bodova)

1 -1 3
a) (5 bodova) Neka je A = [0 3 1| te]|-|| standardna norma na R3 (2-norma). DokaZite da je
0 0 2
tada preslikavanje
s(z) = [|Az]], x= (21,22, 73)

norma na R3.
b) (2 boda) Odredite s(2,—1,—1), pri ¢emu je s norma iz a) dijela zadatka.

¢) (5 bodova) Koriste¢i ortogonalnu projekciju, odredite za koje k,l € R ée norma vektora x = (1, k, ()
biti minimalna, pri ¢emu promatramo normu s iz a) dijela zadatka.

Rjesenge.
a) Provjerimo svojstva norme

(1) s(z) = ||Az|] > 0 za sve x € R3. Nadalje, s(x) = 0 ako i samo ako je Ar = 0. Uoc¢imo da
je det(A) = 6 # 0 pa je A regularna matrica, iz ¢ega slijedi da homogeni sustav Az = 0 ima
jedinstveno, trivijalno rjeSenje. Dakle, s(x) = 0 ako i samo ako je z = (0,0,0).

(2) s(\x) = [|[A(A2)|| = [[MNz|| = |M||Az| = |\|s(x) za sve x € R3 i za sve A € R.
(3) s(z+y) =[[A(z +y)ll = [Az + Ayl| < Az + Ayl = s(2) + s(y) za sve x,y € R.

Dakle, s je norma na R3.

1 -1 3 T T1 — Tg + 3373
b) ZazeR3je Ax = [0 3 1| 22| = 3x9 + T3 pa je
0 0 2| |3 2x3

s(z) = ||Azx|| = ||(x1 — xo + 33, 312 + x3, 223|| = \/(xl — g + 3x3)% + (319 + 23)% + (223)2.
Uvrstimo i # = (2, —1, —1), dobivamo s(2, —1, —1) = /02 + 42 + 22 = 2//5.

¢) Zelimo minimizirati izraz

Flk, ) = /(1 —k 4302+ (3k +1)2 + (20)2.
Uo¢imo da je minf(k,!) = mind((1,0,0), (k — 31,3k +,2l) = d((1,0,0), M), gdje je
M ={(k—-3,3k+1,2]) : k,l e R} = [{(1,3,0),(—3,1,2)}].
Uvedemo li oznaku b = (1,0,0), dobivamo da je
d(b, M) = d(b,by),
pri ¢emu je by ortogonalna projekcija vektora b na M i ona je dana formulom

bM = <b | 61)61 + <b | €2>€2,



gdje je {e1,ex} ortonormirana baza za M. Primjenom GS-postupka na vektore (1,3,0),(—3,1,2)
dobivamo

e = L(1 3,0), eg= L(—3 1,2)
VAT VAV
pa je
bar = = (1,3,0) — >(~3,1,2).
10 14

3

.. .Y o i . _ 3
Dakle, minimum se postize za k = 5 iza | = — ;.



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi kolokvij — 23. studenog 2023.

Zadatak 3. (8 bodova) Na prostoru P, realnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2, dan je skalarni

produkt
1

(pla) = p(0)q(0) +p'(0)¢'(0) + ZPN(O)QH(O)-

a) (3 boda) Odredite ortogonalni komplement potprostora M = [{1 — t}| s obzirom na taj skalarni
produkt.

b) (5 bodova) Koriste¢i Gram-Schmidtov postupak ortonormirajte skup {2,1 + ¢ + t*} s obzirom na
zadani skalarni produkt i nadopunite ga do ortonormirane baze za Ps.

Rjesenge.
a) Uoimo da je za p(t) = ait? + bit + 1, q(t) = agt? + bot + c5
(p|q) = aras + b1by + crca.
Dakle, M+ = {at> + bt + c: —=b+c =0} = [{t*,1 + t}].

b) Primjenom Gram-Schmidtovog postupka dobivamo

0 2 2 2
el = = = — =
21 /(212) V4
bot) =1+t 4+ — (1+t+2]e)e(t) =1+t +t2 - 1=t +¢
b t+ t? 1
ea(t) = —2 il (t +1%)

0] ~ /alba) V2

Skup { %(t + t2)} nadopunimo do baze {1, f(t + 12, t2} i ortonormirajmo.

by(t) = 1% — (t* | ex)es (1) — (£* | ea)es(t)

1 1
=t t+t? -t
L=t
bs 22—t
e3 = —— = ——.
los| V2
Dakle {1, %(t + 12, \%(—t + t2)} je otronormirana baza za Ps.



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi kolokvij — 23. studenog 2023.

Zadatak 4. (10 bodova) Zadane su tocke Ty = (2,-1), Ty, = (—2,3), T35 = (1,1), Ty = (—1,-2),
Ts = (0,2). Koristeéi ortogonalnu projekciju, odredite pravac y = kx + [ koji najbolje aproksimira dane
tocke.

Rjesenje. Zelimo minimizirati izraz

fk, 1) = Z(yi —(kz;+ D)) = (=1— 2k +D) >+ (3= (—2k+0))2+(1— (k+D))*+(—2— (=k+01)*+(2—1)%.

=1
Uocio da je f(k,l) =d((—=1,3,1,-2,2), 2k + 1, =2k + 1,k + 1, —k + 1,1))?. Stavimo li
M= {(2k+1,—2k Lk 41—k +10) : bl €RY = {k(2,=2,1,—1,0)+1(1,1,1,1,1) : k,i € R},

vidimo da je M = [{(2,-2,1,—1,0),(1,1,1,1,1)}] pa je minger f(k,1) = d((—1,3,1,—-2,2), M)?. Znamo
da je d((—1,3,1,-2,2), M) = d(b,by), gdje je b = (—1,3,1,—2,2), a by, ortogonalna projekcija vektora b
na M. Stavimo

a = (2,-2,1,-1,0), as = (1,1,1,1,1).

Ortonormiranjem dobivamo vektore e; = \/LTO(Z —2,1,-1,0), e = \/ig(l, 1,1,1,1). Sada je

-5 3 1 3
bar = (bl er)er + (blez)er = 75(2,-2, 1, =1,0) + =(L,1,1,1,1) = =5(2,-2,1, =1,0) + (1, 1,1, 1,1).

10

Taj minimum se dostize za k = —% il= %, odnosno, pravac koji najbolje aproksimira tocke 77 = (2, —1),
Ty =(-2,3), Ty = (1,1), Ty = (=1, —2), T5 = (0, 2) je pravac s jednadzbom y = —1z + 2.



LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi kolokvij — 23. studenog 2023.

Zadatak 5. (8 bodova)

a) (4 boda) Neka je (V,(-|-)) unitarni prostor i a,b,c € V takvi da je I'(a,b,c) # 0. Dokazite da je
skup {a, b, c} linearno nezavisan.

b) (4 boda) Neka je (V,(-|-)) kona¢nodimenzionalni unitarni prostor, M potprostor od V i b € V.
Definirajte udaljnost vektora b od potprostora M, definirajte ortogonalnu projekciju vektora b na
potprostor M i dokazite da je

d(b, M) = d(b,byr)

gdje je by ortogonalna projekcija vektora b na potprostor M.

Rjesenge. Rjesenje se nalazi u udzbeniku https://web.math.pmf.unizg.hr/ fran/LA-udzbenik.pdf

Pogledajte Propoziciju 5. 1. 7. (s tim da je ovdje trebalo dokazati samo jedan smjer i tu u slu¢aju
n = 3), propoziciju 5. 4. 7., definiciju neposredno prije te propozicije i definiciju ortogonalne projekcije
vektora na potprostor na str. 151.



