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SADRZAJ



Poglavlje 1

Linearni operatori, primjeri 1 osnovna
svojstva

DEFINICIJA 1.1. Neka su V', W vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : V' — W zovemo
linearni operator ako vrijedi

Alax + Py) = aA(x) + BA(y), Vz,y € V,a,5 € F. (svojstvo linearnosti)

Posebno, ako je kodomena preslikavanja A polje F (W = ), linearni operator A zovemo linearni
funkcional.

Svojstvu linearnosti ekvivalentno je

Alz+y) = A(z) + A(y), Vz,y eV (aditivnost)
Alazx) = cA(x), VYxeV,aeF (homogenost).

ZADATAK 1.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:

(a) A:R3 = R? A(xy,29,73) = (1 + T3 + 73,271 — 23) (tipi¢an linearan operator s R™ u R"),
(b) A:R3 — R* A(zy, w9, 23) = (x1 — @2 + 13,271 — T3, 71 — 429 + 273,311 — X9) .

(©) AR R, A(z,y) = Jo],

(d) A:R2 >R, A(z,y) =z -,

(e) A:C—=C, A(z) =z,

(f) A:R? - R? A(z,y) = (z,y + 2).

(8) f:P =R, f(p)=p0),

(h) g:P =R, g(p) = [, p(t)dt,

() k:P =R, kip) = [, p(?)dt.
RJESENJE
(a) da (raspisati)

(b) da (raspisati)
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(c¢) Trazimo protuprimjer:
1+1=11]+]-1]=A(1,0) + A(—1,0) # A((1,0) + (—1,0)) = A(0,0) = |0] = 0.

(d) Protuprimjer:
Aoz, ay) = ax - ay = o’ry # azy = aA(z,y),

zaa#0,1, z,y #0.
(e) A je linearan operator na Cg. Ako su a, f € R, 21, 25 € C, onda je
Aoz + Bz) = az + Bz = az1 + Bz = a7 + 8% = aA(z1) + BA(z).
S druge strane, na C¢ A nije linearan operator. Protuprimjer:

A1) = A(=1) = —1=-1#£iA6l) =i-1 =i(—i) = —i* = 1.

(f) Primijetimo da A ne preslikava nul-vektor u nul-vektor, §to je nuzan uvjet za svaki linearan
operator. Naime, A(0,0) = (0,2) # (0,0).

(g) da (raspisati)
(h) da (raspisati)
(i) da (raspisati)
ZADATAK 1.2. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori (P je prostor polinoma

s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili jednakog k, a P je prostor (svih) polinoma s realnim
koeficijentima):

(a) A:Pr— Pr, (Alp))(t) =p(t+1),t € R,
(b) B:Pr— Pi, (B(p))(t) =p(t)+1,teR,
(c) C:P =P, (C)(t) = () t R,
(d) D:P =P, (D)) =(pop)(t), t €R.
RJIESENJE

(a) Trebamo provjeriti vrijedi li
A(ap + fq) = aA(p) + BA(q)
za sve p,q € Py, o, B € R. Za proizvoljni ¢t € R imamo

(A(ap+ B9))(t) = (ap + Bq) (t + 1)
= ap(t+ 1)+ Bq(t +1)
= a(A(p))(t) + B(A(g))(?)
= (aA(p) + BA(q)) (1).
pa je
A(ap + Bq) = aA(p) + BA(q).

Dakle, A je linearan operator.



(b) Ako je p = 0 nul-polinom, onda je (B(p))(t) = 1 pa B nije linearan operator jer ne preslikava
nul-vektor u nul-vektor.

(c) Zap(t) =1, t € Ria =2, dobivamo (C(2p))(t) = 2% = 4, 2(C(p))(t) = 2 za sve t € R pa je
C'(2p) # 2C(p), odnosno ne vrijedi homogenost pa C nije linearni operator. Lako se pokaze da ne

vrijedi ni aditivnost (dokazite za zadacu), mada to nije potrebno provjeravati jer ¢im zaklju¢imo
da ne vrijedi homogenost, mozemo zakljuciti da funkcija nije linearni operator.

(d) Zap(t)=t, t € Ria =2, dobivamo (D(2p))(t) = (2p)(2t) = 2(2t) = 4¢t, 2(D(p))(t) = 2t za sve
t € R pa je D(2p) # 2D(p), odnosno ne vrijedi homogenost pa D nije linearni operator. Lako se
pokaze da ne vrijedi ni aditivnost (dokazite za zadacu), mada to nije potrebno provjeravati jer
¢im zaklju¢imo da ne vrijedi homogenost, mozemo zakljuciti da funkcija nije linearni operator.

ZADATAK 1.3. Neka je p pravac kroz ishodiste ¢ija je jednadzba y = kx. Odredite eksplicitne formule
za sljedeca preslikavanja, te dokazite da su to linearni operatori:

(a) P:R? — R? pri demu je P(x,y) projekcija tocke (z,y) na pravac p.
(b) Z :R? — R?, pri ¢emu su Z(x,y) i (r,y) osno simetricne tocke s obzirom na pravac p.
Ako je p pravac koji ne prolazi kroz ishodiste, hoce li preslikavanja P i Z i tada biti linearni operatori?

RJESENJE Nacrtati slike!

1
P(z,y) = kIZ—H($ + ky, kx + k2y).

Kako je P(x,y) poloviste duzine s krajnjim to¢kama (z,y) i Z(x,y), vrijedi
(z,y) + Z(2,y) = 2P(z,y), V(z.y) € R%
Odavde slijedi
Z(x,y) =2P(x,y) — (x,y) = ....
Za zadnje pitanje dovoljno je gledati gdje se preslikava (0, 0). O

ZADATAK 1.4. Neka je R, : R? — R? rotacija ravnine oko ishodista za kut ¢ u pozitivnom smjeru
(suprotnom kretanju kazaljke na satu). Odredite eksplicitnu formulu za R, i pokazite da je R,
linearni operator.

RJESENJE Slika! Racun!
Ry,(z,y) = (zcosp — ysing, xsin g + ycos ¢).
Linearnost za zadacu. ]

NAPOMENA 1.2. U sva tri prethodna primjera treba naglasiti da umjesto R? mozemo gledati i V2(0),
za neki od sluc¢ajeva napisati i oblik formule, na primjer

-

Ry(1+yj) = (xcosp — ysin )i + (zsing + ycos ).

ZADATAK 1.5. Neka je A = { 12

1 O} € My(R) i f: My(R) — My(R) preslikavanje dano s

F(X) = AX — XA.

Dokazite da je f linearni operator.
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RJIESENJE Vrijedi f(aX + 8Y) = A(aX + YY) — (aX + fY)A = a(AX — XA) + B(AY —YA) =
af(X)+Bf(Y).

NAPOMENA 1.3. Uocite da u prethodnom zadatku uopce nije bitno koji su matri¢ni elementi matrice
A. Funkcija f gornjeg oblika je linearni operator za svaku matricu A € My(R).

ZADATAK 1.6. Neka je T': M,,(R) — M, (R) preslikavanje tako da je T'(X) zbroj stupaca matrice
X. Dokazite da je T linearni operator.

RJESENJE Prvo odredimo eksplicitni oblik preslikavanja T. Ako je A € M,; matrica ¢iji su svi
elementi jedinice, tada je T'(X) = X A za svaki X € M,,. Sada se lako provjeri linearnost od 7T

ZADATAK 1.7. Neka je P3 = {p: R — R polinom | stp <3} i Q : P3 — P, @p = polinom stupnja 2
¢iji graf prolazi tockama (—1,p(—1)), (0,p(0)), (1,p(1)). Dokazite da je @ linearni operator.

RJESENJE Operator ) je tzv. operator interpolacije u ¢vorovima —1, 0, 1. Odredimo formulu za
Q. Neka je p € P3. Tada je (Qp)(x) = ag + a1x + axx®. Mora biti

(Qp)(—1) = ag — ay + az = p(—1)
(Qp)(0) = ao = p(0)
(@Qp)(1) = ag + a; +az = p(1)

Slijedi da je ap = p(0), a; = 2HZLED g, — pWHPCL _0). Dakle,

Imamo

(ap + Bq)(1) — (ap + Bq)(—1)

(Q(ap + Bg))(x) = (ap + Bq)(0) + 5 T+
<(ap + /BQ)(l) +2(ap + BQ)<_1> _ (ap + 5(])(0)) 72
N <p(0) N p(1) —QP(—l)x N (p(l) +2p(—1) _p(0>> x2)
L5 (q(o) N q(1) —261(—1)IJr (q(l) +2q(—1) B q(())) :132)
a(Qp)(r) + B(Qq)(x)

= (aQ(p) + BQ(q))(x) Vr eR.

Stoga je Q(ap + fq) = aQ(p) + BQ(q) za sve o, f € R, p,q € P3. Dakle, @ je linearni operator.

ZADATAK 1.8. Postoji li linearni operator A : R® — R? takav da vrijedi:
(a) A(1,2,3) = (1,1) i A(2,4,6) = (2,3)?
(b) A(1,0,0) = (1,1) i A(2,0,0) = (2,2)?
(¢) A(1,0,1) = (2,1), A(1,1,0) = (1,2), A(0,1,~1) = (0, 1).

RJESENJE



(a) Ukoliko bi takav linearan operator postojao, vrijedilo bi
A(2,4,6) = A(2(1,2,3)) = 2A(1,2,3) = 2(1,1) = (2,2).

Kako je u zadatku zadano da je A(2,4,6) = (2,3) zakljucujemo da takav linearan operator A
ne postoji.

(b) Uocimo da je (2,0,0) = 2(1,0,0) i da je u ovom podzadatku A(2,0,0) = 2A(1,0,0) pa nemamo
problem kao u (a) dijelu zadatka. Primjer linearnog operatora koji zadovoljava uvjet zadatka
je

A(x17 T, I3) == (Ilu xl)'

Za zadacu dokazite da je ovako definirana funkcija zaista linearni operator. Uocite da postoje
i drugi linearni operatori koji zadovoljavaju uvjete zadatka, npr.

A(xy, 29, 73) = (21 — T2, 71 + 12).
Pokusajte smisliti jo§ neki primjer linearnog operatora koji zadovoljava uvjete zadatka.

(c¢) Uocimo da vrijedi (1,0,1)4(0,1,—1) = (1,1,0). Ako postoji linearni operator koji zadovoljava
uvjete zadatka, onda mora vrijediti

A(1,0,1) 4+ A(0,1,—1) = A(1,1,0),

tj. (2,1) 4+ (0,1) = (1,2). Buduéi da smo dosli do kontradikcije, zaklju¢ujemo da ne postoji
linearni operator koji zadovoljava uvjete zadatka.

ZADATAK 1.9. Neka je A : My(R) — Ms(R) linearni operator takav da je

) =BG =B

Odredite A (B 8}) iA (B g} ) Za koje matrice [CCL cbl] € M>(R) mozemo iz zadanih podataka
a b
c

d
RJESENJE Uoc¢imo da je

s |
b o= (6 i) 1)

(- D DR Y-
-2 el

A3l oo ) =2 A+l

pa je

pa je

9 8
13 20|
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Uoc¢imo da za sve matrice oblika A [é 1 + 1 1 ﬂ , A, 1 € R (iskljuéivo za takve matrice) mozemo

odrediti njihovu sliku iz zadanih podataka. Vrijedi

11 111\ 11 1y |1 2 31 | A+3p 22+
A(A{o 1]*“{1 1D_M<{o 1D+“A([1 1])‘%3 4]*“[2 4]_[3/\+2M AN+ dp”
O
ZADATAK 1.10. Neka je A : R3 — R? linearni operator takav da je

A(1,1,1) = (2,3), A(1,0,1) = (1,1) A(0,1,1) = (0,0).

Mozemo li iz zadanih podataka potpuno odrediti linearni operator A, tj. odrediti A(zy,xs,x3) za
proizvoljni vektor (z1, z2,z3) € R3?

RJESENJE Uoéimo da je skup {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} baza vektorskog prostora R3. Za (1, xo, x3) €
R3 vrijedi

(1,29, x3) = (21 + 22 — 23)(1,1,1) + (23 — 22)(1,0,1) + (x3 — 21)(0,1, 1)

pa je
A(i[}l, T, 333) = (fEl + Ty — 1'3)14(1, 1, 1) + (x'g - fﬂg)A(l, O, 1) + (1173 — $1)A(0, 1, 1)
= (ZEl + 29 — ZL‘3)(2, 3) + (IL‘g - l’Q)(]_, ]_) + (1'3 - 1'1)(0, 0)
= (21’1 + Ty — I3, 3]31 + 21’2 - 2I3)
CINJENICE 1.4. Neka su V., W vektorski prostori nad poljem F, dim V = n < oo, {b1,...,b,} baza za
V', (wy,...,w,) bilo koja uredena n—torka vektora iz . Tada postoji jedinstveni linearni operator

AV — W takav da je
Ab; =w;, 1=1,....,n.

ZADATAK 1.11. Neka je A : R? — R? linearni operator zadan s A(z,y) = (z + 2y, 2z — y). Odredite
A(M), gdje je M < R2.

RJESENJE Buduéi da je R? dvodimenzionalan vektorski prostor, njegovi potprostori mogu imati
dimenziju 0,1 ili 2.

(i) Ako je dim M =0, onda je M = {(0,0)} pa je A(M) = {A(0,0)} = {(0,0)}.

(ii) Ako je dim M = 1, onda je M pravac kroz ishodiste, tj. M = {(z,kz) : = € R} za neki k € R.
Stoga je

AM) = {A(z, kx) -z € R} = {(x + 2kz, 22 — kx) : x €e R} = {z(1 +2k,2 — k) : z € R}.

Uoc¢imo da za svaki k € R vrijedi (1 + 2k,2 — k) # (0,0) pa je A(M) jednodimenzionalni
potprostor od R? tj. A(M) je pravac kroz ishodiste. Za domacu zadac¢u odredite jednadzbu
tog pravca u ovisnosti o k£ € R.

(iii) Ako je dim M = 2, onda je M = R? pa je A(M) = A(R?) = {(x +2y,2z — y) : 7,y,€ R} =
((12) + (2, —1) 2y € RY = [{(1,2), (2, ~1))] = B2



NAPOMENA 1.5. Uo¢imo da su u prethodnom zadatku svi skupovi A(M) potprostori od R? te da je
dim M = dim A(M). Na predavanjima se dokazuje da je za svaki linearni operator slika potprostora
domene uvijek potprostor kodomene, no slika potprostora necée uvijek imati istu dimenziju kao i
taj potprostor. Na primjer, za linearni operator B : R? — R? zadan sa B(z,y) = (z,2z) vrijedi
B(R?) = {(x,2z) : x € R} = [{(1,2)}], dakle B preslikava dvodimenzionalni vektorski prostor R? u
jednodimenzionalan potprostor. Uocite da linearni operator B nije niti injekcija niti surjekcija, dok
je linearni operator A bijekcija.

ZADATAK 1.12. Neka je {e1, e2} kanonska baza za R?, f; = (1,1), fo = (1,2). Nekasu A, B : R? — R?
linearni operatori takvi da je

A€1 = (1, —1), Aeg = (1,0)
Bf1 - (2, —1), Bf2 — (3, —1)

Obrazlozite zasto su ovim podacima linearni operatori A i B jedinstveno odredeni. Odredite Af;, Afs.
Sto mozete zakljuciti o operatorima A i B?

RJESENJE Linearni operatori A i B su jedinstveno odredeni jer su {e1, es} 1 {f1, fo} baze vektorskog
prostora R?. Za proizvoljni vektor v € R? postoje jedinstveni skalari o, 3,7, € R takvi da je

v =aey + fes, v="f1+0f.
Tada je
Av = ahe; + fAey = (o + B, —«), Bo=~Bfi +0Bfy = (2y + 30, —y — 0).

Vrijedi Af; = A(e; +e2) = Aey + Aey = (2, —1), Afy = A(ey +2e9) = Aeg +2Aey = (3,—1). Vidimo
da je Afi = Bf1 i Afs = Bf,, odnosno linearni operatori A i B se podudaraju na bazi. Kako je
svaki linearni operator jedinstveno zadan svojim djelovanjem na bazi, zaklju¢ujemo da je A = B. ([l

ZADATAK 1.13. Postoje li skalari a, b, ¢, d, e, f € R takvi da za neki linearni operator A : R® — M,(R)
vrijedi

A(1,2,—1) = E g] , A(0,2,2) = {(2) ﬂ , A(1,3,0) = [Z Z] CA(1,1,1) = [i g] .

Ako postoje, odredite sve takve skalare.

RJESENJE Prvo promotrimo linearnu (ne)zavisnost vektora domene na kojima je zadano djelovanje
od A. Prvo uo¢imo da je (1,3,0) = (1,2, —1) + 1(0,2,2) pa mora vrijediti

1
A(1,3,0) = A(1,2,~1) + 54(0,2,2),

a B _[r 2], 120
c dl |10 210 4|
Dakle, mora vrijediti a = 2,b=2,c=1,d = 2.
Sada uo¢imo da je skup {(1,2,—1),(0,2,2),(1,1,1)} baza vektorskog prostora R?, pa ¢e zaa = 2,b =

2,c=1,d =2, te proizvoljne e, f € R, A biti dobro definiran i potpuno odreden linearan operator.
Za domacu zadacéu odredite A(xq, x2, x3) za proizvoljni (x1, T2, x3) u ovisnosti o parametrima e, f € R.

O

odnosno
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ZADATAK 1.14. Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, dimV =ni A:V — V linearni
operator takav da je A" = 0 i A" ! # 0. DokaZite da postoji vektor e € V takav da je skup
B = {e, Ae, A%¢,--- , A" le} baza za V.
RJIESENJE Kako je A"™! #£ 0, postoji e € V,e # 0 takav da je A" 'e # 0. Dokazimo da je skup
{e, Ae, A%, -, A" te} baza za V.
Uo¢imo najprije da je Afe # 0 za k = 1,---,n — 2. Zaista, kad bi bilo A¥¢ = 0 za neki k €
{1,--- ,n— 2}, onda je

Arle = AnTR(ARe) = AMTFH(0) = 0,

Sto je kontradikcija. DokaZzimo da su vektori e, Ae, A2%e, --- , A" le linearno nezavisni
are+agde + -+ a, A" le=0 /A

ar A" tetag A + -+, A2 2e = 0,
£0 0 0

iz Cega proizlazi a; = 0. Sada imamo

e+ -+ a,A" e =0 JA"?
as AV e+, A7 3e =0,
SN—— ~——

#0 0
iz Cega proizlazi as = 0. Analogno dobijemo a3 = --- = «,, = 0. Dakle, za proizvoljni e € Ve # 0,
za koji je A" e # 0, skup {e, Ae,--- , A" e} je linearno nezavisan, n—¢lani skup, odnosno baza
prostora V.

D7 1.1. Provjerite jesu li sljedec¢a preslikavanja linearni operatori:

_ a b\ fa+b b+c
(2) A'M2_>M2’A<c d>_(c+1 d—i—a)’

. a by (a+b b+t+c
<b)A'M2_>M2’A<c d>_(c+2d d+a)’

(c) Preslikavanje koje matrici A pridruzuje zbroj njenih redaka (zapisite to preslikavanje pomocu
mnoZenja matrica).

(d) A:R3 — R? A(zy, 29, 23) = (21 — 229 + 3,277 — 373) .
(e) A:R* = R? A(z,y) = (v,y,2y),
(f) h: P =R, h(p f|p )|dt,

DZ 1.2. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni funkcionali:

(a) f:P =R, f(p) = [, t*(

(b) g: P =R, g(p) = fol r(t)p(t)dt, gdje je r € P fiksirani polinom,
(c) h:P—=TR, h(p f p(t

(d) k:P >R k(p) = [Lp(t)dt+1,

(e) Preslikavanje koje matrici A pridruzuje zbroj svih njenih elementa (zapisite to preslikavanje
pomocu mnozenja matrica).



Poglavlje 2

Vektorski prostor L(V,W). Dualni prostor

Uvedimo oznaku

L(V,W)={A:V — W |A je linearan operator}.

Uz operacije

(A+ B)r = Az + Bx
(vA)x = aAz, «a €T

je L(V,W) vektorski prostor nad poljem F. Ako su V' i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori,
onda je dim L(V, W) =dimV - dim W.
CINJENICE 2.1. 1. Ako je V = W, onda umjesto L(V, V) pisemo L(V).

2. L(V) je vektorski prostor. Ako je dimV < oo, onda je dim L(V) = (dim V)?.

3. L(V) ima i bogatiju strukturu: operatore iz L(V') mozemo komponirati. Definiramo

AoB=AB:V -V, (AB)(x)= A(B(z)).

4. Komponiranje operatora je
1) asocijativno: A(BC) = (AB)C,
2) kvaziasocijativno: (AA)B = A\(AB) = A(AB),
3) distributivno prema zbrajanju: A(B+ C) = AB + AC, (A+ B)C = AC + BC,
4) postoji neutralni element: A = Al = A, gdje je I(x) = x jedini¢ni operator,

pa kazemo da je L(V) asocijativna algebra s jedinicom. Naglasimo da komutativnost
kompozicije ne vrijedi.

5. GL(V) ={A € L(V) : A je bijekcija} je skup svih regularnih operatora (izomorfizama) na V.
ZADATAK 2.1. Neka su F, G, H € L(R? R?) zadani formulama

F(x,y,z) = 2x+z,x +y)
G(z,y,2) = (2y,7)
H(z,y,z) = (x+y+z1+y)

Dokazite da su F, G, H linearno nezavisni operatori.

9
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RJESENJE Neka je aF' + G + vH = 0. Sada imamo
(aF + G +yH)(2,y,2) = 0(z,y,2) =0, (z,y,2) € R, (2.1)
tj.
(a2 +2) + BQ2y) +v(r +y + 2),a(r +y) + Bz +v(z +y)) = (0,0),

odnosno
Qa+y)z+28+7)y+(a+7)z=0i(a+B+v)z+ (a+~v)y=0.

S obzirom da gornje jednakosti vrijede za sve (z,y, z) € R? pa specijalno i za kanonsku bazu od R3,
imamo
2a+vy=28+y=a+vy=a+B+v=0,

odakle dobivamo o = f =~ =0, tj. F,G, H su linearno nezavisni operatori.

NAPOMENA 2.2. Ideja u prethodnom zadatku je bila da od homogenog sustava s beskona¢no mnogo
jednadzbi (ali kona¢no mnogo nepoznanica) dobijemo homogeni sustav od kona¢no mnogo jednadzbi
koji ima isti skup rjeSenja kao beskonaé¢ni sustav. Taj sustav ima ili jedinstveno rjeSenje (pa je skup
linearnih operatora nezavisan) ili ima beskona¢no mnogo rjesenja (pa su operatori zavisni).

U prethodnom zadatku smo uvrstili samo vektore baze za R? u ([2.1). Pokazimo da je to bilo dovoljno.
Pitamo se jesu li linearni operatori Fi, ..., Fy € L(V,W) linearno nezavisni. Neka je {ai,...,a,}
baza za V i neka je

041F1—|-...—|—Oéka =0.

Tada je
aFy(z) 4+ ...+ o Fp(x) =0, VrelV. (2.2)

Posebno je

arFi(ay) + ...+ apFr(ay) =

0
ochl(ag) + ...+ Oéka(ag) =0
(2.3)

a1 Fy(ay) + ...+ apFr(a,) =0

Ako je € V proizvoljan, on se moze zapisati kao x = > | f;a;. Pomnozimo li i—tu jednadzbu
u (2.3) s f; i onda zbrojimo sve jednadzbe, dobivamo upravo

a1F1 (i 6ZCLZ> +...+ Oéka <i ﬁlaz> = 0,
=1 =1

tj. dobivamo ([2.2)).

ZADATAK 2.2. Neka je {;, j} ortonormirana baza prostora V?(0). Zadani su sljede¢i operatori iz
prostora L(V?(0)): Z je zrcaljenje s obzirom na os z, P ortogonalna projekcija na os y, a R rotacija
oko ishodista za kut od 60°.

(a) Moze li se svaki operator A € L(V?(0O)) prikazati kao linearna kombinacija operatora Z, P i
R?

b) Ako je odgovor u (a) negativan, moze li se odabrati jos neki operator S koji predstavlja rotaciju
oko ishodista za neki kut, tako da svaki A € L(V?(0)) ima prikaz pomo¢u Z, P, R i S?
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RJESENJE

(a) Uotimo da je dim L(V?(0)) = (dimV?(0))? = 4, a dim[{Z, P, R}] = 3 pa se ne moZe svaki
operator A € L(V?*(O)) prikazati kao linearna kombinacija operatora Z, P i R. Za zadacu
navedite neki konkretni primjer linearnog operatora na V20 koji se ne moze prikazati kao
linearna kombinacija operatora Z, P i R.

(b) Prisjetimo se da je operator rotacije ravnine oko ishodista za kut ¢ dan s

Rw(xz?jL yj) = (xcos g — ysin)i + (zsin g + ycos p)j

= cos (i + yj) + sinp(—yi + zj)

Nadalje,

-,

Z(wi+ yj) = xi — yj, Plai+yj) =yj.
Neka je S operator koji predstavlja rotaciju oko ishodista za neki kut ¢. Uoc¢imo da vrijedi
[{27 P7 R7 S}] = [{Za Pa Q}]7

gdje je @ zadan s Q(x;—I— y}) = —yi+xj. Zaista,

1
R:§(Z+2P)+?Q, S=cosp-(Z+2P)+sing- Q.

ZADATAK 2.3. Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor dimenzije n # 0, S € L(V') takav
da je ST =TS zasve T € L(V). Dokazite da je tada S = Ay, za neki A € F.

RJESENJE Neka je (e) = {e1,ea,...,e,} neka baza za V. Definiramo operatore E;; € L(V') na bazi

(€) s
Eij(er) = 0pjei i,5,k € {1,2,...,n}

(Na predavanjima ste dokazali da je to baza za L(V').) Tada je
SEij(ek) :EZ]S(ek’) \V/Z,j,k’ € {1a27'-'7n}7
tj.
5kjS(ei) :E’ijs<€k> Vi7j7k€ {1,2,...,”}

Za j = k dobijemo
S(e;) = Ey;S(ej) Vi, je{1,2,...,n}

Neka je S(ej) = aqje; + agjes + ... + apje,. Tada je
S(e;) = Ei;S(e;) = Eijj(anjer + agjea + ...+ apjen) = ajje; Yi,j e {1,2,...n}
It toga vidimo da je a1 = g = ... = ap, = A zaneki A € F pa je
S(e;) = Xe;, Vie{l,2,...n},
odnosno S = Ay
CINJENICE 2.3. 1. V* := L(V,TF) dualni prostor of V.

2. Ako je dimV < oo, onda je dimV* =dim V pasu V i V* izomorfni.
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3. Konstrukcija izomorfizma izmedu V i V*:

Neka je B = {ej,...,e,} baza za V. Tada je baza za V* dana funkcionalima {e}, ..., e’}, gdje su

1, j=k
ej(ek) ik {0, j# ku J ) 1

Tu bazu oznacavamo s B* i zovemo dualna baza bazi B. Baza B* je jednoznac¢no odredena
bazom B i ovisi o njoj! Izomorfizam izmedu V i V* je sada dan s A : V — V* A(e;) = ef,
1=1,...,n.

4. AkojedimV < oo, onda je dim V** = dim V. Izomorfizam izmedu V i V** konstruiramo prirodno,
bez poziva na bazu: ¢ : V — V™ &(z) = 2, gdje je 2 : V* = F, 2(f) = f(z).

ZADATAK 2.4. U R? su zadani vektori a; = (1,0,0), ay = (1,1,—1), a3 = (0,1,1). Dokazite da ti

vektori ¢ine bazu za R? i nadite toj bazi dualnu bazu {a},a}, a}. Odredite i a}(e;), 4,5 = 1,2,3,

gdje su ey, ey, e3 vektori kanonske baze za R3.

RJESENJE DZ: Provjeriti da su aq, as, az linearno nezavisni.
Baza {a},a}, a}} odredena je s a}(a;) = 6;;, Vi, j. Neka je z = 327 | aya; € R®. Tada je

3 3
aj(x) = aj (Z aiai> = Zaicf{(ai) = .
i=1 i=1

Analogno je a3(z) = ag, a3(r) = as.
Zelimo znati kako f djeluje na x = (1, x9,23) = Zle x;e; zapisan u kanonskoj bazi. Prikazimo
xr = (21,22, x3) u bazi {ay, as, as}.

(:Bl, 5132,333) = (X1aq +a2a2+0z3a3 = Ozl(l, 0, 0)+a2(1, 1, —1)4—043(0, 1, 1) = (Oél +Oég, CY2+CY3, —Oég—l—Ozg).

Rjesavanjem sustava dobijemo

1 1 1 1 1 1
xr = (131,.1‘2,1'3) = | T — 55(72 + 51’3 aq + 51’2 — 5333 (05} + 5&32 + 55(33 as.

Dakle,
*( ) 1 n 1
ai(xy, o, X3) =21 — =2 —x
1 1, 42,43 1 2 2 2 3
. 1 1
a2(a:1,x2,a:3) = 5372 - 5133
. 1 1
az(z1, x2,x3) = 5552 + §$3
Posebno je
aj(er) =1 az(er) =0 ag(er) =0
aj(es) = —5 ay(eg) = 2 az(es) = 2
ay(es) = 2 as(es) = D) a3(€3) = B
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DZ 2.1. U R? su zadani vektori a; = (1, —1,3), as = (0,1, —1), ag = (0, 3, —2). DokaZite da ti vektori
¢ine bazu za R? i nadite toj bazi dualnu bazu {af, a}, a}}. Odredite i af(e;), 1,7 = 1,2, 3, gdje su ey,
ey, es vektori kanonske baze za R3.

ZADATAK 2.5. Neka je Po = {p : R — R|p polinom stp < 2}. Neka je f*: Py, — R, f*(p) = p(0).
DokaZite da je f* € P;. Nadalje, neka je B = {1,1 —t,1 — t?} baza za P,. Prikazite f* u dualnoj
bazi od B.

RJESENJE Dokaz da je f* linearan:

[ (ap+ Bq) = (ap + Bq) (0) = ap(0) + Bq(0) = af*(p) + Bf"(q).

Dualna baza od B: neka su njeni vektori oznaceni s {p}, p3, p5}. Vrijedi da je pf(p;) = 0;;.
Kako je f* € V*, postoje a, 3,7 € R, takvi da je

"= apl + Bps + ps.

Uocimo da je f*(p1) = «a, f*(p2) = B, f*(p3s) = 7. Stoga je a = p1(0) = 1,8 = pa(0) = 1,7 = p3(0) =
1. Dakle,

5 =pl +p5+ s

O
. o . f[r o] Jo1] 1t 0] o 1
DZ 2.2. Nekaje f*: My(R) — R, f*(A) = tr(A). Nekaje B = {{O O} : {O O} : {O _1} , {_1 0]}
baza od Ms(R). Prikazite f* u dualnoj bazi baze B.
RJESENJE Ako je dana baza {A;, Ay, A3, Ay}, tada je f* = A7 O

ZADATAK 2.6. U vektorskom prostoru (R3)* dana je baza {a}, a}, a}}:

Cff(%% Z) =Y, CL;(ZE, Y, Z) =Tr—vY, CL;(ZE, Y, Z) =r+z.
Nadite bazu {ay,as,az} za R? kojoj je {a}, aj, a;} dualna baza.

RJIESENJE Neka je

a; = ($1>$2,$3)
Ay = (y17y27y3>
as = (21722,23)
Tada je
1 :a{(al) = T2, OZCLT<6L2) = Y2, O:af(ag) = 22
0=a3(a1) =x1 —x2, 1l=uaj(as) =y1 —y2, 0=uaj(az) =2 — 2

0=a3(a1) =z1+2z3, 0=uaj(a) =y1+vys, 1=ua3(as) =z +2;

Rjesavanjem ovog sustava dobivamo

a = (1,1,-1)
Qo = (1707_1)
as — (0,0,1)

Za zadacu provijerite da je {ay,as,as} zaista baza za R3. Jesmo li mogli i bez rjeSavanja sustava
zakljuciti da postoji baza kojoj je dana baza dualna? Zasto? 0
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NAPOMENA 2.4. Neka je V =R" F =R, i neka je {ey,...,e,} kanonska baza za R". Trazimo opd¢i
oblik linearnog funkcionala na R™. Neka je f € (R")*. Tada je

f(.flfl, Ce ,Z’n) = f (Z xi@') = Zx,f(e,) = Z )\Z’.Ti,
i=1 =1 =1

za neke Aq,..., A\, € R. Prema tome, linearni funkcionali na R"™ su polinomi prvog stupnja u n
varijabli bez slobodnog ¢lana.



Poglavlje 3

Teorem o rangu 1 defektu

CINJENICE 3.1. Neka je A : V — W linearan operator.
1. ImA=AV)={Av:v eV} <W je slika operatora A.
2. Ker A= A"'({0}) ={z € V: Az = 0} <V je jezgra operatora A.

3. Ako su V, W kona¢nodimenzionalni, onda su i Im A, Ker A kona¢nodimenzionalni i uvodimo
oznake

r(A) :=dimIm A je rang operatora A,
d(A) :==dimKer A je defekt operatora A.
4. Vrijedi
A je injekcija < Ker A = {0},
A je surjekcija & ImA=W.

5. Linearan operator koji je injekcija zovemo monomorfizam, linearan operator koji je surjekcija
zovemo epimorfizam, a linearan operator koji je bijekcija zovemo izomorfizam.

ZADATAK 3.1. Neka je A : R? — R* linearni operator zadan formulom
A((L’l, T, Ig) = (Il — X9 + xs3, 21’1 — X3, L1 — 4[[’2 —|— 21‘3, 3[[)1 — fL‘Q) .

Pronadite Ker A, Im A, d(A), r(A) te po jednu bazu za Ker A, Im A.
RJESENJE Primijetimo da je

KerA={zreR’: Az =0}

= {(1’1,1'2,.1'3) ERS333'1—$2+$3:O,2£L’1—$3:0,1'1—4.’1324—2%3:0,31'1—(]32:0}.

Rjesavanjem prethodnog homogenog sustava dobivamo da je x1 = zo = x3 = 0 jedino rjeSenje.
Dakle, Ker A = {(0,0,0)} pa je d(A) =0 (A je monomorfizam).

ImA= {Am cx € R3} = {(x1 — g + x3,221 — w3, 21 — 4wy + 223,371 — 23) : 1, T2, 23 € R}
={z1(1,2,1,3) + 22(—1,0,—4, —1) + z3(1, —1,2,0) : x1, 29, x3 € R}

pa vektori (1,2,1,3), (—=1,0,—4,—1), (1, —1,2,0) generiraju Im A. Ispitajmo njihovu linearnu neza-
visnost i vidimo da su nezavisni pa ¢ine bazu za Im A. Dakle, r(A) = 3. O

15
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Uocite da u prethodnom zadatku vrijedi
r(A) +d(A) =340 =3 =dimR>
Ta tvrdnja vrijedi i opéenito.
Teorem 3.2 (o rangu i defektu). Neka je A:V — W linearni operator, dimV < co. Tada je
r(A) +d(A) =dimV.

NAPOMENA 3.3. Vrijedi i sljedeci korolar. Ako je A :V — W linearni operator i dimV = dim W <
oo, tada je ekvivalentno:

(1) A je monomorfizam,
(2) A je epimorfizam,
(3) A je izomorfizam.

U prethodnom zadatku je dim R? # dim R* pa smo imali da je A monomorfizam, ali nije epimorfizam.
J J

Za linearne funkcionale vrijedi da je r(f) € {0,1} jer je Im f C F. Prema teoremu o rangu i defektu
je onda d(f) € {dim V,dim V' — 1}. Preciznije:
1) r(f) = 0 akko je f = 0 nul-funkcional. Tada je d(f) = dim V.

2) r(f) =1 akko je f surjekcija. Tada je d(f) = dimV — 1.

ZADATAK 3.2. Neka je B = { 12

1 O} € My(R) i f: My(R) — My(R) linearni operator dan s

f(A) = AB — BA.

Pronadite Ker f, Im f, d(f), r(f), te po jednu bazu za Ker f i Im f.
RJESENJE raspisati na ploci

ZADATAK 3.3. Neka je P3 = {p : R — R polinom|stp < 3} i @ : P3 — Py, @p = polinom stupnja
2 ¢iji graf prolazi tockama (—1,p(—1)), (0,p(0)), (1,p(1)). Odredite baze za Ker @, Im @, te d(Q),
r(Q)-

RJESENJE Za ovaj zadatak smo ve¢ ranije odredili formulu

M -pD, (MDD )

(Qp)(z) = p(0) + 5 5

Vrijedi da je p € Ker @ akko je Qp = 0 akko je

ap :p(O) =0
I ESE
ay = p<1) —I—p(—l) —p(()) =0
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akko je p(—1) = p(0) = p(1) = 0. Ako je p(x) = a + bz + cx* + dx®, onda mora biti

O=a
O=a—-b+c—d
O=a+b+c+d

pajea=c=01ib=—d pajep € KerQ ako i samo ako je p(x) = bz — bx3 b € R.
Dakle, baza za Ker Q je {z — 2*} pa je d(Q) = 1. Po teoremu o rangu i defektu je

4=dimP; =1+1(Q)

pa je r(Q) = 3. No, ImQ < P,, dim Py = 3 pa je Im(Q) = P,. Dakle, @ je surjekcija.

ZADATAK 3.4. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor (KDVP) i M < V, M # {0},
M # V. Postoji li linearan operator A : V — V takav da je

(a) Ker A= M?
(b) ImA = M?
(c) Ker A=ImA=M?

RJESENJE Neka je dimV =n, dimM = k € {1,...,n — 1} te neka je {ai,...,ar} baza za M.
Nadopunimo je do baze za V: {ay, ..., ag, Gxi1,..., a5}

(a) Zadajmo A :V — V na bazi kao
Alay) = ... = Aag) =0, Alags1) = ags1, -- -, Ala,) = ay,

i proSirimo po linearnosti. Dokazimo da je Ker A = M.
Ako je x € M, onda je x = Zle a;a; paje A(x) = 0.

Obratno, neka je x € Ker A. Tada je Ax = 0. No z mozemo zapisati u bazi od V kao z =
Yo, a;a;. Tada je

0=Az=A (i aiai> = ialfl(ai) = i o0,
i=1 i=1

i=k+1

Slijedi da je agy1 = ... = a,, = 0 jer je {agi1, . .., a,} linearno nezavisan. Dakle, x = Zle oa; €
M.

[DZ*| Dokazite da je Ker A = M ako i samo ako je Aa; = ... = Aar =01 {Aagy1,...,Aa,} je

linearno nezavisan skup.
(b) Zadajmo A :V — V na bazi kao
Ala) =aq, ..., Alay) = ag, Alagy1) = ... = A(a,) =0

i pro$irimo po linearnosti. Dokazimo da je Im A = M.

Kako je {a,...,a,} baza za V to je {Aay, ..., Aa,} sustav izvodnica za za Im A. Dakle, Im A =
{Aay, ..., Aa,}] = [{a,...,ax}] = M.
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(c¢) Uocimo najprije sljedece: ako je Ker A =1Im A = M, onda je
dimV = dim Ker A + dimIm A = 2 dim M.

Dakle, dim V' mora biti paran broj, i to dimV = 2dim M. Neka je {ai,...,ax} baza za M i
{b1, ..., b} nadopuna do baze za V. Zadajmo A : V — V na bazi kao

Alay) =...=Aar) =0, A1) =aq, ..., A(br) = ax

i prosirimo po linearnosti. Kao i prije vidimo da je Ker A =Im A = M (DZ).

[DZ*| Dokazite da je Ker A = Im A = M ako i samo ako je dimV = 2dim M, Aa; = ... =
Aap =01 {Aag,1, ..., Aa,} je baza za M.

ZADATAK 3.5. Postoji li linearni operator sa zadanim svojstvom:

a) A:R' — R? takav da je Ker A = {(z1,22,1,0) : 21,75 € R}?
b) A:R* — R3 takav da je Ker A = [{(z1,72,1,0) : z1, 75 € R}|?
c

(
(
(c) A:R°> — R3 takav da je Im A = {(z1, 2o, 73) € R3 : |2y| > 1}7

(d) A:R3 — R3 takav da je Im A = [{(1, 29, 73) € R3: 29 + 23 = 0}]?

Ako da, nadite primjer takvog linearnog operatora, a ako ne, obrazlozite zasto.
RJIESENJE

(a) Ne, jer Ker A mora biti potprostor domene, a zadani skup to nije.

(b) Racunanjem linearne ljuske slijedi da treba biti Ker A = {(xy, 29, x3,0) : 21, 22, 3 € R}, a ovo je
potprostor ¢iju bazu ¢ine ey, ey, e3, prva tri elementa kanonske baze. Definiramo A djelovanjem
na kanonskoj bazi. Mora biti Ae; = Aey = Aeg = 0, a Aey moze biti bilo koji vektor razli¢it od
nulvektora, na primjer Aey, = (1,2, 3). Sada A prosirimo po linearnosti.

(c) Ne, jer Im A mora biti potprostor kodomene.

(d) Ra¢unanjem linearne ljuske slijedi da treba biti Im A = {(z1, T, 73) € R? : 19 + 23 = 0}, §to je
potprostor razapet vektorima a; = (1,0,0)1iay = (0,1, —1). Skup {a4, a2} nadopunimo vektorom
az = (0,0, 1) do baze za R3. Sada A definiramo na bazi kao Aa; = ay, Aay = ay i Aaz = 0.

Vratimo se jo§ malo na izomorfizme. Kazemo da su prostori V i W izomorfni ako postoji izomorfizam
A:V — W. Oznaka: V ~ W.

CINJENICE 3.4.
1. Neka su V, W KDVP nad F. Tada su V' i W izomorfni akko je dim V' = dim W.
2. Nekaje A:V -V dimV <o (i A: V - W, dimV =dim W < oo). Ekvivalentno je

(a) A je izomorfizam,
(b) A je monomorfizam,

(c) A je epimorfizam.

3. =~ je relacija ekvivalencije.
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Posljedica ¢injenice 1. je da nijedan pravi potprostor KDVP ne moze biti izomorfan svojem potpros-
toru.

ZADATAK 3.6. (1) Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor dimenzije n, A, B : V — V
linearni operatori takvi da je AB = 0. Dokazite da je r(A) 4+ r(B) < n.

(2) Akoje A:V — V proizvoljan operator, dokaZite da postoji linearni operator B : V' — V takav
da vrijedi AB=01ir(A)+r(B)=n.
RJESENJE
(1) Po teoremu o rangu i defektu imamo 7(A) + d(A) = n. Dokazimo da je Im B C Ker A. Zaista,
neka je y € Im B. Tada postoji x € V takav da je y = Bx. Tada je Ay = ABx = O(z) =0

pa je y € Ker A. Dakle, Im B C Ker A, a onda je r(B) < d(A), tj. r(B) <n —r(A), odnosno
r(A) +r(B) < n.

(2) Ideja je pronadi linearni operator B : V' — V takav da je Im B = Ker A. Razlikujemo sljedece
slucajeve:
a) Ako je A je izomorfizam, onda je Ker A = {0}. Za B = 0 vrijedi Ker A = Im B.
b) Ako je A =0, onda je Ker A = V', onda moZemo uzeti npr. B = I. Tada je Ker A = Im B.

¢) Ako A nije izomorfizam i A # 0, onda je d(A) =k € {1,--- ,n—1}. Neka je {ay,--- ,ax}
baza za Ker A. Nadopunimo tu bazu do baze za V' {ay, -+ ,ax, ary1, -+ ,a,}. Definirajmo
operator B na bazi sa

B(CM'):CLZ', Zzlaak
B(a;) =0, i=k+1,--- n.

Tada je Im B = Ker A.
O

DZ 3.1. Neka je V n—dimenzionalan vektorski prostor nad F i neka je {aq,---a,} njegova baza.
Dokazite da je A: V — F" zadan sa

Ala) = A (i aiai> = (aq,  ,ap)
i=1
izomorfizam.
DZ 3.2. Neka je V vektorski prostor, L, M <V takvi da je LN M = {0}. DokaZite da je
L+M~LxM
DZ 3.3. Neka je A: U — V linearni operator i neka je L < U. Dokazite da je
dimL —d(A) <dim A(L) < dim L.

DZ 3.4. Neka su A, B : V — V linearni operatori. Dokazite

(a) A je surjekcija akko za svaki linearni operator C': V' — V vrijedi CA =0 = C = 0.

(b) B je injekcija akko za svaki linearni operator C' : V' — V vrijedi BC' =0 = C = 0.

ZADATAK 3.7. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, P : V — V linearni operator
takav da je P? = P (takav se linearan operator zove projektor). DokaZite:
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(a) a € Im P <= Pa = a.
(b) Ako je P # I, onda P nije izomorfizam.
(¢c) V=KerP+ImP.
RJESENJE
(a) (=) Ako je a € Im P, onda postoji z € V takav da je a = Pz. Tada je
Pa = P(Pz) = P’r = Pr = a.
(<) Ako je Pa = a, onda je sigurno a € Im P.

(b) Prvo uo¢imo da vrijedi I? = I pa je I projektor. Neka je P # I. DokaZimo da P nije surjekcija.
Kako je P # I, postoji x € V takav da je Px # [x = x. Tada, obratom po kontrapoziciji tvrdnje
(a), vrijedi ¢ Im P. Dakle, Im P # V pa P nije surjekcija.

(c¢) Pogledajmo sumu potprostora Ker P+Im P i dokazimo da je ta suma direktna, tj. da je Ker PN
Im P = {0}. Neka je # € Ker PN Im P. Tada je 2“2 pz "7 0,
Nadalje, Ker P + Im P <V, a za dimenzije vrijedi
dim (Ker P + Im P) = dim Ker P + dimIm P = d(P) + r(P) = dim V.

Dakle, Ker P +Im P = V.

DZ 3.5. Vrijedi li za proizvoljan operator A:V — V da je V = Ker A 4 Im A?

RJESENJE Naravno da ne. Npr. A :R? — R?, Ae; =0, Aey = ¢;. Tadajee, € KerAie, € ImA
pa suma potprostora nije direktna. Iz teorema o rangu i defektu slijedi da Ker A +Im A # V.

NAPOMENA 3.5. (a) Primjer projektora je P : V3 — V3 P(@) = ortogonalna projekcija od d@ na
zadanu ravinu ili pravac. Vrijedi da je P linearan i P* = P.

(b) Neka je dimV =n, M <V, M # {0},V ineka je {ai,...,a;} baza za M. Nadopunimo je do
baze za V', tj. neka je {aq,...,ax, axy1,-..,a,} baza za V. Vektori agi1, ..., a, ¢ine bazu za
direktni komplement L od V.

Definirajmo preslikavanje P : V' — V kao

P(ai):ai, 221,,]{)
P(a;)) =0, i=k+1,....n

te ga pro§irimo po linearnosti. O¢ito je P?(a;) = P(a;), za sve i pa je P projektor. KaZemo da
je P projektor prostora VV na potprostor M u smjeru potprostora L.

(DZ) Dokazite da je I — P projektor na L u smjeru M.
DZ 3.6. Neka je T € L(V,W), V, W vektorski prostori nad F, k € F\ {0}. Dokazite da je

KerT = Ker(kT'), ImT = Im(kT).
ZADATAK 3.8. Neka je T € L(R?) dan formulom
T(x,y,z) = (2x,4x — y, 2z + 3y — 2).

Dokazite da je T regularan i nadite 7 1.
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RJESENJE Prisjetimo se da je T regularan na R? (izomorfizam R? — R3) akko je T injekcija akko
je KerT'= {0}.
Odredimo KerT"

(x,y,2) e Ker T < T(z,y,2) =(0,0,0) & 2xr=0,de —y=0,2x4+3y—z2=0=x=y=2=0.

Nadimo sad T~!: neka je (u,v,w) € R? proizvoljan. Odredimo T7(u,v,w) =: (z,y,2). Ako na
prethodnu jednakost primijenimo 7', dobivamo

(u,v,w) =TT Hu,v,w) =T(x,y,2) = 2,4z — y,22 + 3y — 2).
Rjesenje ovog nehomogenog sustava s nepoznanicama z, y, 2 je
u
sz, y=2u—v, z=7Tu—3v—w.

Dakle,
T u,v,w) = (g,Qu —v,Tu — 3v —w).

ZADATAK 3.9. Neka su A, B € L(V). Dokazite: r(A+ B) <r(A) +r(B),
RJESENJE Dovoljno je pokazati da je Im(A + B) C Im A + Im B, gdje je

ImA+ImB={y+z:ye€lmA, ze€ImB}.

Neka je w € Im(A+B). Tada je w = (A+B)T = AT+ Bz, za z € V. Ocito je onda w € Im A+Im B.
Stoga za dimenzije vrijedi

r(A+ B) =dimIm(A + B) < dim (Im A + Im B) = dimIm A + dim Im B — dim (Im A N Im B)
< dimIm A + dimIm B = r(A) + r(B).

ZADATAK 3.10. Navedite primjer linearnog operatora T : M,(R) — M,(R) ¢ju jezgru ¢ine sve
simetri¢ne matrice reda n, a sliku sve antisimetri¢ne matrice reda n.
RJESENJE Stavimo T : M,(R) — M_,(R), T(A) = A — AT. Tada je T linearni operator i o¢ito je
KerT = {A € M,(R) : A= AT}. Nadalje, vrijedi T(A)" = (A — AT)T = AT — A = —T(A). Dakle,
ImT C {B € M,(R): B=—B"}. Po teoremu o rangu i defektu je

n+1) nn-—1)

F(T) = n? — d(T) = n? — ™ 5 =5 — =dm{B € M,(R) : B= ~B"}

pajeImT ={B € M,(R): B=—B"}.

DZ 3.7. Navedite primjer linearnog operatora T': M,,(R) — M, (R) ¢iju jezgru ¢ine sve antisimetri¢ne
matrice reda n, a sliku sve simetri¢ne matrice reda n.
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Poglavlje 4

Matri¢ni prikaz (zapis) linearnog operatora

Neka su V', W vektorski prostori nad F, dimV = n, dimW = m. Neka su (e) = {e1,...,en},
(f)={f1,---, fm} baze za V odnosno W.

(1)

Svaki vektor z € V' ima jedinstveni prikaz oblika x = """ | x;e; koji zapisujemo u jednostupcanoj
matrici

z(e) =

Ovaj zapis zovemo matri¢ni prikaz vektora x u bazi (e), i on ovisi o bazi.

NAPOMENA 4.1. Uz oznaku z(e) koristi se jos i oznaka [z]°.

Preslikavanje ¢ : V — F", p(z) = z(e) je izomorfizam.

Neka je A € L(V,W). Operator A je potpuno odreden svojim djelovanjem na bazi. Vektori
Aey, ..., Ae, suu W pa ih mozemo prikazati u bazi (f) kao

Aejzzaijf’ia ]:1,771
i=1

Tako dobivene koeficijente piSemo u matricu

11 12 oo Oqp
Qg1 Qg2 ... Qogp

Alfie)=1| . . | € Mn(F).
Om1 Om2 ... Omn

Ovaj zapis zovemo matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e), (f). Po stupcima imamo
matri¢ne zapise vektora Ae;, j =1,...,n.

NAPOMENA 4.2. Uz oznaku A(f, e) koristi se jo§ i oznaka [A]/.

Preslikavanje U : L(V, W) — M,,,.(F), ¥(A) = A(f,e) je izomorfizam.

ZADATAK 4.1. Zadan je jedini¢ni operator I : V. — V, I(v) = v i dvije baze (e) = {ey,...,e,} 1
(f) ={f1,..., fn} vektorskog prostora V. Dokazite da je I(f,e) = I ako i samo ako je (f) = (e).

23
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RJESENJE Primijetimo da je I(f,e) = I ako i samo ako je I(e;) = f;, i = 1,...,n, odnosno ako i
samo ako je e; = f;, i = 1,...,n, odnosno ako i samo ako je (e) = (f)

ZADATAK 4.2. Odredite matricu operatora T : R? — R3, T(z,y) = (x + y,x — y, ), u kanonskom
paru baza.

RJESENJE Neka je s (¢) = {e1, ez} oznatena kanonska baza za R?, a s (f) = {f1, f2, f3} kanonska
baza za R3. Vrijedi da je

T(el) - (17 171) = f1+ fa+ [3, T<€2) - (17_170) = fi — fo
Stoga je

1
T(f,e)= |1 -1
1 0

ZADATAK 4.3. Odredite matricu operatora S : R®* — M(R) zadanog sa

lr-y y—=z
S(m,y,z)—{z_x x—i—y—l—z]
u kanonskom paru baza.

RJESENJE Oznacimo kanonsku bazuza R3 s (¢) = {e1, ez, €3}, aza My(R) s (E) = {Ey1, E1a, Fo1, Eas}.
Tada je

(1 0
S(e1) = 1 1 = Ey1 — Eo1 + Ey
—1 1]
S(ez) = 0 1 =—FEi+ Eip+ Eo
0 1)
S(es) = 1 1 = —LEig + Eo + Ey
pa je _
1 -1 0
1 -1
SEO =10 o
11 1

ZADATAK 4.4. Neka je A : P3 — R? (u P; su polinomi stupnja < 3) zadan s A(p) = (p(0),p(1)).
Dokazite da je A linearni operator, nadite mu matricu u kanonskom paru baza i odredite Ker A,
ImA, r(A), d(A).
RJESENJE Za DZ dokaZite da je A linearni operator. Oznacimo sa () = (1,¢,?,t*) kanonsku bazu
za Pz, asa (f) = ((1,0),(0,1)) kanonsku bazu za R?. Vrijedi A(e;) = (1,1), A(ez) = (0,1), A(ez) =
(O’ 1>a A(€4> = (07 1) pa je

100 0]

o=l 11
Vrijedi ImA = [{A(e;) : i € {1,2,3,4}}] = [{(1,1),(0,1)}] = R? pa je r(A) = 2. Po teoremu o
rangu i defektu d(A) = 4 — 2 = 2. Uoc¢imo da je A(ex — e3) = (0,0), A(es — es) = (0,0) pa je
Ker A = [{es — e3,e3 — ey }] = [{t — t2,1* — t3}].
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ZADATAK 4.5. Neka je A € My i T : My — M, zadan s T(X) = AX. Odredite matri¢ni prikaz tog
linearnog operatora u paru kanonskih baza.

RJESENJE Neka je
a b
A= [ d]

Vrijedi T'(E11) = abhy + cEy, T(E2) = alha + cEy, T(Ey) = by + dEy, T(Ey) = bEs + dE.
Oznacimo (e) = {E11, Era, Eo1, Ea} pa je

o= |08 <[ 2]

o0 O
0o o9 O
o QO o
QL O O

NAPOMENA 4.3. Ako je A€ M3 iT : M3 — M;z zadan s T(X) = AX, onda je

-(111 0 0 192 0 0 a13 0 0 i
0 a1 0 0 a12 0 0 a13 0
0 0 ai 0 0 a192 0 0 a13

a921 0 0 a2 0 0 923 0 0 (111[ a12[ a13I
T(e) = 0 asq 0 0 929 0 0 923 0 = Clglf a/22[ CngI
0 0 921 0 0 929 0 0 93 CL31] a32I a33[

azz 0 0 ax 0 0 a3 0 O
0 asy 0 0 aso 0 0 ass 0
0 0 asy 0 0 a3 0 0 CL33_

Kako bi izgledao matri¢ni prikaz linearnog operatora 17" : M,, — M,, zadanog s T'(X) = AX?

DZ 4.1. Nekasu A,B € My i T : My — M, zadan s T(X) = AXB. Odredite matri¢ni prikaz tog
linearnog operatora u paru kanonskih baza.

CINJENICE 4.4. 1. Neka su (e) = {er,....en}, (f) = {f1,....fm} baze za V, W, z € V, A €
L(V,W). Tada je
Ax(f) = A(f,e)x(e). (4.1)

2. Nekasu (e), (f), (g) bazeza V, W, X inekasu A € L(V,W), B € L(W, X). Tadaje BA € L(V,X)

BA(g.e) = B(g, )A(f, e). (4.2)
4.1 Promjena baze

Sada zelimo istraziti Sto se dogada ako mijenjamo baze za prostore V', odnosno W.
CINJENICE 4.5. Neka je A € L(V,W), (e) = {e1,...,en}, (¢)) = {€!,...,€,} dvije baze za V, a
() =Af1, -, [}, (f)={f1,-.-, [],} dvije baze za W.

1. Operator A i matri¢ni prikaz operatora A(f,e) u bilo kojem paru baza (e), (f) imaju isti rang, tj.

r(A) =r(A(f,e)). (4.3)

Posebno je A regularan operator ako i samo ako je matrica A(e) regularna.
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2. Vrijedi
A(f €)= Tw (f, f) A(f, e)Iv (e, €)) = Iy (f, f)) " A(f, )Ty (e, €) (4.4)

Matricu Iy (e, €’) zovemo matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (¢).

(
NAPOMENA 4.6. Matricu prijelaza I(e, €’') mozemo zapisati i kao S(e), gdje je S € L(V') operator
zadan na bazis Se; =¢€, i=1,...,n.

3. Specijalno ako je V = W, imamo
A(e) =1y (€ e) A(e) Iy (e,¢) = Iy (e, €') " A(e)Iy (e, ). (4.5)

DEFINICIJA 4.7. Neka su A, B € M, (F). Kazemo da je matrica B sli€na matrici A ako postoji
regularna matrica S € GL(n,F) takva da je B = S7'AS.

Dakle, formula (4.5) kaZe da su matri¢ni prikazi operatora A € L(V') u razli¢itim bazama sli¢ne
matrice.

4. Vrijediidajezaxz eV
z(e)=1Iy (e, e)x(e) = Iy (e,¢) " z(e). (4.6)

5. Ako su (e), (¢/) i (¢) tri baze za V', imamo sljede¢u vezu izmedu njih:

Iy (¢,e")y =1y (¢ e,) Iy (e,e") = Iy (e,¢') " Iy (e, €"). (4.7)

ZADATAK 4.6. Odredite matricu prijelaza iz baze (e) = {1,¢,t*} u bazu (¢/) = {1 —t,1 + ¢*,t*}
vektorskog prostora P, (i obratno).

RJESENJE
1 10
Ip, (e, )= -1 0 0
0 11
Obratno je
0 -1 0
Ip, (¢ e) =Ip,(e,e) =1 1 0
-1 -1 1

ZADATAK 4.7. Odredite matricu prijelaza iz baze (¢') = {(1,2),(2,3)} u bazu (¢”) = {(1,1), (1,—1)}
za R? (nijedna nije kanonska).

RJESENJE Vrijedi da je

Inz (¢, €") = Iz (¢ €) In2 (e, €") = Iy (e, €') " Iz (e, €")
L O O O S
12 3 1 -1 |1 3|

ZADATAK 4.8. U R® s (e) oznac¢imo kanonsku bazu. Zadana je i baza (¢/) = {e}, €}, €5}, gdje su
el =€)+ ey +e3, €y = e1 + €9, €4 = e;. Odredite matricu linearnog operatora A : R® — R? zadanog
s Ae; =€), i=1,2,3, u bazi (¢).
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RJESENJE Imamo

—_ = =
O = =

Ale) = Igs(e,€') = [

o O =
I |

pa je
A(€') = Igs(e, ) P A(e)Ips(e, €’) = A(e) T A(e)A(e) = Ale).

ZADATAK 4.9. Neka je (e) kanonska baza za R i (¢/) = {(1,1,2),(2,0,0), (0,1,1)} jo§ jedna baza za
R?. Odredite

(a) (er+es)(e),

RJESENJE

1
(a) (e1+es)(e) = 0]

operatora A : R®> — M,(R) u paru baza (¢/) =

10 10 0 1 00 .
L O} , {O O} , {O J , {O 1} } Odredite A(xq,z2,x3) za

ZADATAK 4.10. Zadana je matrica

—
O~ N =

{(LO’1)7(1707_1)7(071’1)} 1 (f/) =

proizvoljan (1, T, r3) € R3.

A M = O
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RJESENJE Neka su (e) i (f) kanonske baze za R i My(R). Tada je

(Az)(f) = A(f, e)x(e) = L) (f, [) AL, [R3(6,€) z(e)
(1 1 0 0] [1 1 1] - -
oo 1o]lo—12 (1) ? =
_10001111_11 2
00111 1 o]t L3
(11001 1 1T 0 19,7
oo 1o|fo—12]3 2 |
_10001115502"’”2
00111t 1 oft L¥5]
pa je
Ar — %Qfl—f—gﬂfg—F%iﬁg T+ X
X1+ Xo 21‘14—%2
11 1
ZADATAK 4.11. Zadan je operator A : R® — R3 matricom A(e/) = |1 0 1 | u bazi (¢/) =
11 -1
(1 0 1
{(1,0,0),(0,1,0), (0,1,1)} te operator B : R* — P, matricom B(f’,e) = |1 0 0| u paru kanonske
010

baze za R3 i baze (f') = {1,1 —t,1 412} za P,. Odredite matricu operatora BA u paru kanonskih
baza.

RJESENJE Neka je (e) kanonska baza za R3, a (f) kanonska baza za P,. Tada je

BA(f,e) = B(f,e)A(e) = In,(f, /') B(/'

[1 1 171t 0 1]t 0 0] 1 1 1 10 0
=10 =1 ol |t 0ooO0l|0O 1 1|10 1]]0 1 —1
0 0 1|0 1 0][0 0 1] |1 1 —=1]]|0 0 1
(5 4 -3
=|-1 =1 0
_21—1

DZ 4.2. Nadite matricu operatora A € L(R?), A(x,y) = (x —y,x +y) u bazi {(1,2),(2,1)}.
RJESENJE

DZ 4.3. Nadite matricu operatora A € L(R3, Py), A(x,y, 2) = z+y+z+xt u paru baze {(1,1,0), (1,0, 1),
(0,0,1)}1i{1+¢,1—2t}.
RJESENJE
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1 11
DZ 4.4. Zadana je matrica A(f,¢’) = |1 0 1| operatora A : R® — P, u paru baza {(1, —1,0), (1,1,0),
110
(1,0,1)} i {1,¢,¢*}. Odredite Az.
RJESENJE . . .
A(ZEl,l’Q, J}g) = + (5%’1 — 51‘2 + 51’3) t+ (Il - $3)t2.
0
1 2 0 1
: 4 4 : : : 30 —1 2
DZ 4.5. Neka je A : R* — R* linearni operator dan svojom matricom A(e) = 5 5 3 1| U
1 2 1 3
kanonskoj bazi. Neka je (¢/) = {¢], €}, e}, €} } baza za R* zadana s €] = ey, €, = e1+¢3, €4 = e1+ez+e3,
ey =e; +ey+es+ ey, a(e’) jos jedna baza za R? zadana s €] = ey, ¢ = ey, ¢ = ey, €] = e3.
(a) Za xz = (1,—1,2,1) odredite (Ax)(e), (Azx)(€).
—1
(b) Neka je y(€') = —63 . Odredite (Ay)(e).
-8
(c) Odredite matricu prijelaza iz baze (e) u (e” i A(e”).
(d) Odredite rang operatora A.
RJESENJE
[0 -3
3 =
(a) (Az)(e) = ||, (Ax)(e) = | ;|-
4 4
—24
—32
b) (Ay)le) = | 22
42
121 0
30 2 -1
"
(©) A) =1, 5 5 ;4
251 3
(d) r(A) =4
U

ZADATAK 4.12. Neka su V' i W kona¢nodimenzionalni prostori nad istim poljem i A € L(V, W) ope-
rator ranga r,0 < r < dim V. DokaZite da postoje baze (b) = {by,ba,...,b,} 1 (¢) = {c1,¢2,...,cm}
za V i W takve da je

I 0

A(c,b) = (O 0) e M,

pri ¢emu je I € M,, a nul-blokovi su odgovarajuc¢ih formata.
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RJESENJE Neka je d = d(A). Kako je r # 0ir # dimV, slijedi da je d > 0i d < dim V. Neka
je {f1,--., fa} baza za Ker A. Nadopunimo ovaj skup vektorima fy,1,..., f, do baze za prostor V.
Kao u dokazu teorema o rangu i defektu se dokaze da je skup {Afs.1,..., Af,} linearno nezavisan
u W.

Sjetimo se da je, prema teoremu o rangu i defektu, n —d = r.

Sada elemente baze {fs1,..., fn, f1,- .., fa} oznadimo drugacije:

bl:fd+17b2:fd+27"'7b7“:fnabr+1:flv"'abn:fd'

Dakle, imamo
(b) = {b1,...,bp byy1, ... b}

je baza za V.
Oznacimo ¢; = Aby, ..., ¢, = Ab,. Nadopunimo (linearno nezavisan) skup {ci, ..., ¢} do baze

(¢)=Ac1y oy CryCryty ooy Cm )
za W (uz fiksirani poredak). Tada je A(c,b) trazenog oblika.

ZADATAK 4.13. Neka je A € L(V,W) operator ranga r > 0. DokaZite da se A moZe napisati kao
suma 7 linearnih operatora ranga 1, to jest, da postoje linearni operatori Ay, ..., A, € L(V, W) ranga
ltakvidaje A=A +...+ A,.

RJESENJE Neka jen =dimV i m = dimW.

1. naéin: Direktno konstruirati A;,...,A,. Ako je d = 0 tada uzmemo bilo koju bazu (b) za V.
Ako je d > 0 tada za (b) uzmemo bazu konstruiranu u prethodnom zadatku (iz d > 0i A # 0 za
rang r = r(A) slijedidajer >0ir <dimV).

Definiramo A; € L(V,W),i =1,...,r djelovanjem na bazi (b) kao

A1<b1> = Abl; Al(bj) =0, J € {17 2,... 7n} \ {1}7
AQ(b2> = AbQ; AZ(bJ> =0, J € {17 2,... ,Tl} \ {2}7

odnosno, za svaki ¢ = 1, ..., r vrijedi
Lako se vidi da je A= Ay + ...+ A,, te da su svi Ay, ..., A, operatori ranga 1.

2. nacdin: Zadatak istog tipa smo rjeSavali za matrice, pa éemo se ovdje posluziti tim rezultatom.
Dakle, ako je B € M,,, matrica ranga r, tada se B moze prikazati kao zbroj r matrica ranga 1.
Podsjetimo se dokaza ove tvrdnje.

Iz r(B) = r slijedi da postoje regularne matrice S € M,, i T € M, takve da je B = SD,T, pri ¢emu
je D, € M,,, kanonska matrica ranga r. Matricu D, lako rastavimo na zbroj r matrica ranga 1:
D, =FEj+ ...+ E,.., pri ¢emu je Ey; matrica koja ima 1 na mjestu (k, k) i sve ostalo nule. Tada je
B=SD,T=SET+...+SFE,.T. Oznac¢imo B, = SE,T zak =1,...,r. Kako su S iT regularne
matrice, vrijedi r(By) = r(SEwT) =1zasve k=1,...,r,aocitojei B=B; + ...+ B,.

Time smo tvrdnju dokazali za matrice.

Vratimo se naSem zadatku. Neka su (e) i (f) redom baze za V i W. Tada je A(f,e) matrica ranga r
(rang linearnog operatora jednak je rangu njegovog matri¢nog prikaza). Prema dokazanom, postoje
matrice By,..., B, ranga 1 takve da je

A(f,e) =B+ ...+ B,.
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Kako je preslikavanje A — A(f,e) izomorfizam s L(V, W) na M,,,, gdje su n i m redom dimenzije
prostora V i W, postoje Aq,..., A, € L(V,W) takvi da je Ax(f,e) = By zak=1,...,r. Tada je

A(f,e) = Ai(fe)+.. .+ A(fe) = (A + ...+ 4)(f,e),
odakle slijedi da A = Ay + ...+ A,. Vrijedi r(Ax) =r(Ak(f,e)) =r(Bx) =1, ke {1,...,r}. O

ZADATAK 4.14. Neka je Z;, : R? — R? zrcaljenje s obzirom na pravac s jednadzbom y = kx, k # 0.
Odredite matri¢ni prikaz operatora Z; u kanonskoj bazi te matri¢ni prikaz u jos jednoj, po volji
odabranoj bazi.

RJESENJE Iz jednog od prijasnjih zadataka znamo da je

Z(z,y) = (z + ky, kx + k*y) — (x,y).

k2 +1
Stoga je
22 —1 k22k1
Zy(e) = {k o o 1} :
k2+1 k2+1
Linearni operator 7 ¢e imati "najjednostavniji" matri¢ni prikaz u bazi koju ¢ine neki vektor koji

pripada pravcu y = kx i vektor koji lezi na pravcu koji je okomit na pravac y = kx, npr. f; = (1,k),
fo=(1, _Tl) Stavimo (f) = {f1, fo}. Imamo Z(f1) = f1 1 Zk(f2) = —f2 pa je

zn=[y 2|

Uocite da smo iz posljednjeg matri¢nog prikaza lako mogli doé¢i i do matri¢nog prikaza Zi(e). Naime,
-1
- 1 1 1 0 1 1
wijeds Z4(6) = tte. Nz = 4] o O] [p A 0
k %

ZADATAK 4.15. Neka je P : R® — R? projektor prostora R? na potprostor M = {(x,y,2) € R3 :
r +y — z = 0} duz potprostora L = {(z,z,—z) : x € R}. Odredite matri¢ni prikaz linearnog
operatora P u kanonskoj bazi i nekoj drugoj, po volji odabranoj bazi.

RJESENJE Uocimo da je M = [{(1,0,1),(0,1,1)}], L = [{(1,1,—1)}]. Skup
{(1,0,1),(0,1,1),(1,1,-1)}

je baza za R? i vrijedi

2 1 1
=—-(1,0,1) — =(0,1,1 —(1,1,—1
€1 3( 7Oa ) 3(07 ) >+3(a ) )
1 2 1
=——(1,0,1 —(0,1,1 —(1,1,—-1
€2 3( 707 )+3(07 ) )+3<7 ) )
1 1 1
=—(1,0,1 —(0,1,1) — =(1,1, -1
€3 3( 707 >+3<Oa 3 ) 3<7 ) )

pa je

2 1 2 11
Pey = 2(1,0,1) — =(0,1,1) = ( 5, —=, =
€1 3( 707 ) 3(07 ) ) (37 373)
1 2 121
Pey=—=(1,0,1) + =(0,1,1) = [ —=,2, =
€2 3( )07 )+3(07 ) ) ( 37373)

1 1 11 2
Pes = -(1,0,1) + =(0,1,1) = ( =, =, 2
€3 3( 707 )+3(07 ) ) <373a3>
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pa je

1 1 2
Operator P ima najjednostavniji prikaz u bazi (f) = {f1, f2, f3}, gdje je

fl = (1,0,1) f2 = <07171) f3 = (1717_1)

Vrijedi P(fl) = f1>P(f2) = f2>P(f3) =0 pa je

Uocimo da smo P(e) mogli dobiti i koriste¢i formulu

1o 17 [
Ple) = I(e, )P()I(f,e) = [0 1 1] - {0
11 -1] |o



Poglavlje 5

Spektar

CINJENICE 5.1.

1. Neka je V vektorski prostor nad F, A € L(V). Za skalar A € F kaZemo da je svojstvena
vrijednost operatora A ako postoji vektor z € V, z # 0, takav da je Az = Ax. Skup svih
svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar od A, oznaka je 0(A). Vektor = se naziva
svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A.

2. Svojstveni vektor nije jedinstven. Ako za svojstvenu vrijednost A definiramo skup
VaA) ={z €V : Az = \z},

tada je Va(\) potprostor od V. Zovemo ga svojstveni potprostor. (Vrijedi da je V4(A\) =
Ker(A — \I))

3. Vrijedi da je A regularan ako i samo ako 0 ¢ o(A).

4. Broj g(A\) := dim V4(\) zovemo geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A. Vrijedi da je
g(A) > 1, VA ea(A).

5. Neka je A € M, (F). Polinom k4(A) = det(A — AI) naziva se svojstveni (karakteristi¢ni) polinom
matrice A.

Neka je A € L(V), pri ¢emu je V konacnodimenzionalni vektorski prostor. Svojstveni (karakte-
risti¢ni) polinom operatora A je polinom ka(A) = ka)(A), gdje je matri¢ni prikaz operatora A u
bazi (e).

Prethodna definicija je korektna jer su za svake dvije baze () i (e') vektorskog prostora V matrice
A(e) 1 A(€) sli¢ne, a sliéne matrice imaju iste karakteristi¢ne polinome.

Uvedimo joS i pojmove determinante i traga linearnog operatora.

6. Neka je V K.D.V.P i A € L(V). Trag linecarnog operatora A je definiran sa tr(A) = tr A(e),
a determinanta linearnog operatora A sa det(A(e)), pri ¢emu je (e) proizvoljna baza vektorskog
prostora V.

7. Gornja definicija je dobra jer slicne matrice imaju isti trag i determinantu, dakle za svake dvije
baze (e) i (¢/) od V vrijedi

tr A(e) = tr A(e’), det A(e) = det A(€).

33
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TEOREM 5.2. Neka je V- KDVP nad F. Skalar Ay € F je svojstvena vrijednost od A ako i samo
ako je ka(Ao) = 0.

9. Ako je dimV = n, onda A ima najvise n svojstvenih vrijednosti.

10. Jako se razlikuju slucajevi Vg i Ve! Npr. u R? operator rotacije nema (realnih) svojstvenih
vrijednosti. Ako je dim Vg = 3, onda uvijek postoji barem jedna svojstvena vrijednost.

11.

TEOREM 5.3. Neka je A € L(V), dimV < oo, 0(A) = {\,..., A} te neka je (e) baza za
svojstveni potprostor Va(\;), .., k. Tada je unija svih skupova (e(i)), 1=1,...,k, linearno
nezavisan skup.

7=

12. Posebno: razli¢itim svojstvenim vrijednostima pripadaju linearno nezavisni svojstveni vektori.

NAPOMENA 5.4. Svojstveni polinom matrice A € M, (F) je oblika

Ea(N) = ko A" 4+ Kk A" A+ ko, k; €T

Vrijedi
k, = (=1)",
kpo1=(—1)""1tr A,
k’o = det A.

ZADATAK 5.1. Neka je A : R? — R? linearni operator dan svojom matricom u paru kanonskih baza

4 -4 2
A= 2 -2 1
-4 4 =2

Odredite svojstvene vrijednosti od A i pripadne svojstvene potprostore.

RJESENJE Trazimo nultocke karakteristicnog polinoma ka(\) = —\% pa je o(A4) = {0}.
Odredit ¢emo V,4(0) tako da rijesimo sustav Az = 0. RjeSenje je

1 0
r=t| 0 |+s|1], tsekR
-2 2
1 0
Dakle, V4(0) = 0,1 . Imamo ¢(0) = 2.
—2 2

U prethodnom zadatku smo i bez ra¢una znali da je 0 € o(A) jer je A singularna.
ZADATAK 5.2. Neka su zadani vektori v; = (1,1,1,0),v, = (0,1,1,1),v3 = (1,2,2,1) € R Postoji
li linearni operator A € L(R*) sa sljede¢im svojstvom:

(a) vy 1 vy su svojstveni vektori od A pridruzeni redom svojstvenim vrijednostima 1 i 27

(b) w1, vo 1 w3 su svojstveni vektori od A pridruzeni redom svojstvenim vrijednostima 1, 2 i 37
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(c) vy, v9 1 v3 su svojstveni vektori od A?
RJESENJE
(a) Da. Na primjer, neka su u; = (1,0,0,0) i up = (0,1,0,0). Tada je {v1,vs, us, us} baza za R*.
Definiramo A djelovanjem na ovoj bazi kao:
Avy = vy, Avy = 20y, Aup = Aug = 0,
te proSirimo po linearnosti.

(b) Ne, svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima moraju ¢initi linearno
nezavisan skup, a skup {vy,ve,v3} je linearno zavisan.

(c) Pretpostavimo da su Aj, Ay, A3 € R takvi da je Av; = A\uy, Avg = Aave., Avg = A3vs. 1z
vy = vy + vy slijedi Avg = Avy + Awv,, dakle A\3uz = A\jv; + Agvg, odakle slijedi A3(vy + vg) =
Av1 + Avg. Odavde slijedi (A1 — A3)vg + (A2 — A3)ve = 0. Kako su vy 1 vy linearno nezavisni,
SllJedl /\1 = /\2 = )\3.

Prema tome, ako su vy, vy, v3 svojstveni vektori od A, tada su oni nuzno pridruZeni istoj svoj-
stvenoj vrijednosti. Neka je to .

Takav linearni operator postoji, na primjer, neka je {vy, vo, uy, us} baza kao u (a). Definiramo
A djelovanjem na ovoj bazi kao:

A’Ul = )\Ul, AUQ = )\Ug, AU1 = AUQ = 0,

te prosirimo po linearnosti.

O
ZADATAK 5.3. Neka je V KDVP i A € L(V). Neka su v; i vy svojstveni vektori od A pridruzeni
razli¢itim svojstvenim vrijednostima. Dokazite da niti jedan vektor oblika awv; + Bus, gdje su a, § €
F\ {0}, ne moze biti svojstveni vektor od A.
RJESENJE Neka je Av; = \jv1 1 Avg = Aguy, pri ¢emu je \; # Ao. Pretpostavimo suprotno, to jest
da je A(avy + Pvy) = AM(awy + Pug) za neki A € F. Tada imamo

Oé)\l"Ul + 5)\2’02 = )\OéUl + /\5’02 = Oé()\ — )\1)2}1 + ﬁ()\ — )\2)1)2 =0.

Kako su v; i vy svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima, oni su linearno
nezavisni. Zato slijedi a(A — A1) =01 f(A — Ag) = 0. Zbog o # 01 B # 0 slijedi Ay = A = Ag, §to je
kontradikcija s pretpostavkom. 0

DEFINICIJA 5.5. Kratnost svojstvene vrijednosti A kao nultocke karakteristi¢nog polinoma naziva se
algebarska kratnost svojstvene vrijednosti i oznacava s a(A).

Teorem 5.6. Geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti je uvijek manja ili jednaka od njene alge-

barske kratnosti, tj.
g(A) <a(N), VYreo(A).

ZADATAK 5.4. Linearni operator A € L(V') zadan je svojom matricom

1 1 -1
A=[-1 3 -1
-1 2 0

Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore ovog operatora, te algebarske i geome-
trijske kratnosti svojstvenih vrijednosti.
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RJESENJE
ka(d) = (2= -1)°
pa je o(A) = {1, 2}, algebarske kratnosti su a(1) =2, a(2) = 1. Odredimo svojstvene potprostore:

1
Va(1)| Rjesavamo (A — I)z = 0 i dobivamo z; = x3, x5 = x3 pa je 1 baza za V4(1). Dakle,
1
g(1) = L.
0
Va(2) | Rjesavamo (A — 2I)xz = 0 i dobivamo x; = 0, x5 = x3 pa je 1 baza za V4(2). Dakle,
1

g(2) =1.

DZ 5.1. Odredite algebarske i geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti A = 0 u zadatku [5.1}
Odredite algebarske i geometrijske kratnosti svojstvenih vrijednosti za

4 00 4 0 0 4 1 0 4 1 0
A=1-2 1 0], B=|04 0], C=(040), D=0 41
5 3 4 00 4 00 4 0 0 4
RJESENJE
(a) o(A) ={1,4}, a(1) =g(1) =1, a(4) =2, g(4) =1,
(b) o(B) ={4}, a(4) = g(4) = 3,
(c) o(C) ={4}, a(4) =3, g(4) =2,
(d) o(D) = {4}, a(4) =3, g(4) =1
DZ 5.2. Odredite algebarske i geometrijske kratnosti svojstvenih vrijednosti za
P ) 5 0100
A:222,B:—1—2—3,C’:0203
-3 —6 —6 3 15 12 00 1 0

RJESENJE

(a) o(A) ={0,—-2,-3}

(b) o(B) ={3,6}, a(3) = g(3) = 2.
(¢) o(C)={-3,-1,1,3}.

ZADATAK 5.5. Odredite svojstvene vrijednosti, njihove algebarske i geometrijske kratnosti te pripadne
svojstvene vektore linearnog operatora A € L(F™) zadanog matricom u kanonskoj bazi

(111 - 1
111 --- 1
A= 1|11

1 --- 1
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RJESENJE

e 1. nacin: Uocimo da je r(A) = 1 pa je, po teoremu o rangu i defektu, d(A) = n — 1, odnosno
dimKer A = n — 1. Stoga je jedna svojstvena vrijednost 0 i njena geometrijska kratnost je
n — 1. Vrijedi a(0) > g(0) = n — 1. Nadalje, uo¢imo da je

1 n 1
1 n 1
A- =1|.|l=n

1 n 1
pa je in svojstvena vrijednost linearnog operatora A. Iz toga zaklju¢ujemo da je a(n) > g(n) >
1. Kako jen—1+41 < a(0)+a(n) < n, zaklju¢ujemo da je a(0) = g(0) =n—1ia(n) =g(n) =1

1
i0(A)={0,n}. Nadalje, Va(n) =<t |:|:t€eR

1

Treba jos odrediti V4(0). RjeSsavamo sustav Az = 0 i dobivamo z; + x5 + - - - + x, = 0. Dakle,
x € V4(0) ako i samo ako

r=xy | 0| a5 | 1|4+ 42,]|0

0 0 1

Uz oznake f; = ¢; —ey,i = 2,--- ,n, gdje su ey, -+ ,e, vektori kanonske baze za F", vrijedi

Va(0) = [{far -+, fud].

e 2. nadin (ovo nije potrebno raditi na vjezbama, ali neka ostane u skripti): Najprije ra¢unamo
karakteristi¢ni polinom od A:

1—Xx 1 1 1
R D N | 1
kaN) =] 1 I 1-A 1| = prvi redak pomnozimo s —1 i dodamo svim ostalim retci
1 1 1 1—A
1-Xx 1 1 1
A =2 0 0
=] A 0 —A -+ 0| = prvom stupcu dodamo ostale stupce
A 0 O A
1-A+(n-1) 1 1 1
0 -A 0 .-
— 0 0 B 01— (?’L—A)(—l)nil)\nil.
0 0 O —A

Stoga je 0(A) ={0,n} ia(0) =n —1,a(n) = 1. Odredimo svojstvene potprostore:
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V4(0) | Rjesavamo sustav Az = 0 i dobivamo z1 + x5+ - - -+, = 0. Dakle, x € V4(0) ako i samo

ako
[—1] [—1] (1]
1 0 0
=z | O | +as| 1|+ 42,0
| 0] | 0] |1
Uz oznake f; = e;—eq,i = 2,--- ,n, gdjesu ey, - - - , e, vektori kanonske baze za F", vrijedi

Va(0) = [{f2, -+, fu}]- Dakle, g(0) = dimV4(0) =n — 1.

Va(n)| Rjesavamo sustav (A —nl)z = 0.

[1-n 1 11
1 1—-n 1 . 1
1 1 L—n .- 1 ~ prvi redak pomnozimo s —1 i dodamo svim ostalim retcin
1 1 1 1—n]
(1—n 1 1 1]
n —-n 0 0
~ n 0 —n -+ 0 | ~ gve retke, osim prvog, podijelimo s n
| n 0 0 — |
[1-n 1 1 1]
1 -1 0 0
~ 1 0 -1 -+ 0| ~ prvom retku dodamo sumu preostalih redaka
1 0 O -1
0 0 0 0]
1 -1 0 0
~ |1 0 =1 0
1 0 0 —1]
1
Dakle, z € Va(n) < x1 =29 = -+ = x,, tj. Va(n) =t || :t€R}. Stoga je
1

g(n) =dim Vy(n) = 1.

NAPOMENA 5.7. Uo¢imo da je u prethodnom primjeru ¢(0) = a(0) i g(n) = a(n), tj. algebarska
i geometrijska kratnost se za svaku svojstvenu vrijednost podudaraju. Stoga se operator A moze
dijagonalizirati. Uz oznaku f = e; +es + --- + €, vidimo da je matri¢ni prikaz operatora A u bazi
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{fa, -+, fu, [} dijagonalna matrica

0 0 0
0 0 0
A(f%"'?fnaf): .

ZADATAK 5.6. Neka je A € L(V),a € F \ {0} proizvoljan skalar. Dokazite
o(aA) = ao(A). (5.1)
RJESENJE
Neka je A € o(aA). To znadi da postoji vektor z € V,x # 0 takav da je («A)x = Az. No, tada
A2 odnosno, g € 0(A). Stoga je A € ao(A).

«

je Ax =

Neka je A € o(A). Tada postoji vektor x € V,z # 0 takav da je Az = \x. Sada je (aA)r =
(aN)z. Dakle, a\ € o(aA).

O
ZADATAK 5.7. Neka je A € L(V'), a € F proizvoljan skalar. Dokazite
o A—al)={A—a:A€ao(A)} =0(A) —a. (5.2)
RJESENJE
Neka je A € 0(A — al). Tada dx € V, x # 0, takav da je (A — al)z = Az, tj. Az = (A + a)z.
Slijedi da je A+a € 0(A), tj. A+a = Ao, zaneki \g € 0(A) paje A = A\g—a, gdje je \g € g(A).
Neka je p = A — «, za neki A € g(A). Tada je A = p+aidz € V, x # 0, takav da je
Az = x = (p+ o)z, tj. (A— al)r = ux. Stoga je u € o(A — al).
0

ZADATAK 5.8. Neka je \g € I proizvoljan skalar.

a) Dokazite
o(Aol) = {Ao}. (5.3)

b) Akoje A€ L(V) t.d. o(A) = { Ao}, mora li vrijediti da je A = A\gI?
RJESENJE

a) Pogledajmo karakteristi¢ni polinom:
kgt (N) = det (Ao — M) ) = (Mg — A)"

pa je o(Aol) = {Ao}.

b) Ne mora vrijediti A = A\gI. Uzmimo npr. linearni operator A : F? — F? ¢iji je matriéni prikaz
u paru kanonskih baza dan s
Ao 1
)

Tada je 0(A) = { Ao}, a o¢ito A # A\oI.
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ZADATAK 5.9. Neka je A € L(V') regularan operator. Dokazite
c(A)={A": A€} =a(A)7" (5.4)
RJESENJE
Neka je p € o(A™!). Tada postojiy € V, y # 0, takav da je A~'y = py. Slijedi da je y = pAy,
tj. Ay = l%y. Kako je y # 0, to je u=' € o(A) pa je u=' = ), za neki A € o(A) pa je
p=XA'tea(A)"
Neka je A\g € o(A). Tada je Ar = Mz, za x # 0. Slijedi da je A7'(Az) = NA 'z, tj.
A7z = {-z. Prema tome je 3- € o(A™).

Primijetimo da smo ovu inkluziju mogli dobiti iz prethodne tako da umjesto operatora A
gledamo A1,

NAPOMENA 5.8. Primijetimo da se u prethodnim zadacima svojstveni vektor nije mijenjao kod pre-
laska na drugi operator.

ZADATAK 5.10. Ako je A € o(A), onda je \* € ¢ (Ak), k € N.

RJESENJE Neka je A € o(A). Tada postoji x # 0 takav da je Ax = Az. Slijedi da je A(Ax) =
A(Az) = Mx = X?z. Indukcijom se lako pokaZe traZeni rezultat za opéi k € N.

NAPOMENA 5.9. Vrijedi li obrat? Ne, na primjer: rotacija u R? za 90°.

ZADATAK 5.11. Neka su A, B € L(V), dim V' < oco. Dokazite:

o0(AB) = o(BA). (5.5)

RJESENJE 1. nac¢in: Dokazimo da je o0(AB) C o(BA). Neka je A € 0(AB). Tada postoji z € V'\ {0}
takav da je ABx = Ax. Sada je BABx = ABx. Ukoliko je Bx # 0, zaklju¢ujemo da je A € o(BA).
Ako je Bx = 0, onda zbog ABx = Az slijedi A = 0, no u tom sluc¢aju je AB singularan operator, a
onda je det(AB) = 0. Tada je i det(BA) = det Bdet A = det Adet B = det(AB) = 0 pa je i BA
singularan operator pa je 0 € o(BA). U svakom slucaju, 0(AB) C o(BA). Analogno se dokazuje i
da je 0(BA) C 0(AB).

2. nacin: Dokazimo da su karakteristi¢ni polinomi od AB i BA jednaki pa iz toga odmah slijedi
rezultat. Razlikujemo dva slucaja:
1.) Barem jedan od operatora A, B je regularan. BSO neka je to A.

Oznac¢imo s A(e) i B(e) matri¢ne prikaze od A, B u nekoj bazi (e). Vrijedi

BA(e) = B(e)A(e) = (A7 (e)A(e)) B(e)A(e) = A7 (e) (A(e) B(e)) A(e) = A7 (e) (AB(e)) Ale),

tj. matrice AB(e) i BA(e) su sli¢ne pa imaju jednake karakteristi¢ne polinome, a to su upravo
karakteristi¢ni polinomi operatora AB i BA.

2.) Oba operatora A, B su singularna.

Neka je « € F\ 0(A). Tada je operator A — ol regularan pa ako gledamo operatore A —al i B,
nalazimo se u uvjetima prvog slucaja. Dakle,

ka—an(N) = kpa—an(X), VA €EF.
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Fiksirajmo sada A € F i promatrajmo py(z) = ka—.ns(N) 1 p3(z) = kpa—en(N) kao polinome
stupnja n u varijabli x. Kako se oni podudaraju u vise od n tocaka, oni su jednaki u svim
tockama, tj. vrijedi

k(A—;tI)B(/\) = kB(A—;nI)<)\>; Vx € ]F, A fiksan.

Specijalno za z = 0 imamo
kag(\) = kpa(X).

Postupak primijenimo na svaki A € F pa je kap = kpa.

NAPOMENA 5.10. Svojstvene vrijednosti mozemo definirati i za kvadratne matrice. Naime, matricu
A € M, (F) mozemo shvatiti kao linearni operator A : F" — "

A(x) = A(.I‘l, Ce ,$n> = (Z a/lj:l:ju R Zan]x]) :
j=1 Jj=1

Matrica tog operatora u paru kanonskih baza je upravo A.

ZADATAK 5.12. Neka je A € M, (C) proizvoljna matrica. DokaZite da je det A jednaka produktu, a
tr A sumi svojstvenih vrijednosti od A (uklju¢ujuci njihove kratnosti).

RJESENJE Kako je A € M,(C), njen karakteristi¢ni polinom se moze faktorizirati kao
ka(A) = (A = A) (A2 = A) - (A = A),
gdje je 0(A) = {1, Ao, ..., A\, }. Tada je
det A = k4(0) = Mg A
Znamo da je (—1)" 7! tr A koeficijent uz A"~ u karakteristicnom polinomu pa je
(—D)" Mtr A= (D" + ..+ A,

tj.

ZADATAK 5.13. Neka je A € M, (R) simetri¢na matrica. Dokazite da su sve njene svojstvene vrijed-
nosti realne, tj. o(A4) C R.

RJESENJE Matricu A € M, (R) moZzemo shvatiti kao kompleksnu matricu koja ima n kompleksnih
svojstvenih vrijednosti kojima pripadaju kompleksni svojstveni vektori.
Z1
Neka je A € o(A). Tada postoji vektor z = | : | € M,1(C), z # 0, takav da je Az = \z. Za
Zn
2€ My (C)je z* =721 = (2_1 z_n) € Mi,(C). Stoga je z*z € My;(C):

z

1 n n
D =D ma =) |l eRY
i=1 i=1

Zn

Z2=(z ... Zn)

O
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Nadalje, (Az)* = (A2)* = A\z*. S druge strane, kako je A simetri¢na realna matrica, vrijedi A* = A
pa je (Az)* = z*A* = z*A. Dakle, A\z* = z*A. Prema tome je
2*Az = A2*z
S druge strane je
Z*Az =2 Az = X2z
paje A=\, tj. A € R.

DZ 5.3. Neka je A € M,(C) takva da je —2 € o(A% + 2A). Dokazite da je tada —4 € o(A*). Vrijedi
li obrat?

RJESENJE Ako je —2 € o(A? +2A), onda je det(A? +2A4 4 21) = 0. Kako je A*+41 = (A? +2A +
21)(A? —2A + 21), onda je

det(A* +4I) = det(A® + 2A + 2I) det(A* — 2A + 2I) = 0.

Obrat ne vrijedi: Neka je A = (1 +1) € M;(C). Za nju je A? = 2i, A* +4I = (2i)> +4 = 0 pa
je det(A* +41) = 0, tj. —4 € o(A*). No, det(A* +2A+2) =21 +2(i+ 1) +2=4i+4 # 0, tj.
—2 ¢ o(A? 4 2A).

ZADATAK 5.14. Neka je A € My, (R) takva da je det A < 0. Dokazite da A ima barem dvije realne
svojstvene vrijednosti.

RJESENJE Shvatimo A kao matricu iz My, (C) te faktoriziramo njen karakteristi¢ni polinom:
kald) = (A =N A2 =A) - (A2 —A), N €C.

Kako k4 ima realne koeficijente, jer je A realna matrica, sve kompleksne svojstvene vrijednosti dolaze
u konjugiranim parovima, tj. za A\g € 0(A) je i Ag € o(A). Jo§ vrijedi

det A = )\1)\2 s )\Qn.
Razlikujemo slucajeve:

1. A nema realnih svojstvenih vrijednosti.

To znadi da imamo n parova kompleksno konjugiranih svojstvenih vriednosti pa je
det A = M Ads - A, = M2 Aaf? - A2 >0
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je det A < 0.

2. A ima toc¢no jednu realnu svojstvenu vrijednost.

Ovo je nemoguce jer bi ostalih 2n — 1 svojstvenih vrijednosti trebale do¢i u kompleksno konjugi-
ranim parovima, a ima ih neparan broj.

Dakle, A ima barem dvije realne svojstvene vrijednost.

DZ 5.4. Neka je A € M, (F). Dokazite da je o(A”) = o(A).
RJESENJE Gledamo karakteristi¢an polinom

kar(N) = det (AT — M) = det (A — AI)" = det (A — AI) = ka()).
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CINJENICE 5.11.
1.

TEOREM 5.12. Neka je V' kompleksan konacénodimenzionalan vektorski prostor, A € L(V), 0(A) =
{A1,.. ., A\e}. Operator A se moZe dijagonalizirati (tj. postoji baza od V' u kojoj je matricni prokaz
za A dijagonalna matrica) ako 1 samo ako su za svaku svojstvenu vrijednost od A njene algebarske
i geometrijske kratnosti jednake.

2. Jednostavna posljedica: ako A € L(V'), dim V' = n, ima n razli¢itih svojstvenih vrijednosti, tada
se on moze dijagonalizirati.

3. Vrijedi napomenuti da se ne mogu svi operatori dijagonalizirati (¢ak ni na kompleksnim prosto-
rima). Najopcenitiji oblik je tzv. Jordanova forma (na V¢):

Ao 10 0 O
J 0 ... 0 By 0 ... 0 0 N 1 0 O
0 J, ... 0 0 By ... 0 0 0 XN . 0 O
J: . . . . 5 Jk‘: . . . . ) B’L: . .
o 0 ... J, 0o 0 ... B 0 0 0 Ao 1
0 0 0 0 N\

Ovdje je J blok-dijagonalna matrica, svaki blok Ji zove se Jordanova klijetka, pripada razli¢itoj
svojstvenoj vrijednosti od A, i sam je blok-dijagonalna matrica koja se sastoji od osnovnih Jorda-
novih blokova ili elementarnih Jordanovih klijetki B;. O Jordanovoj formi ¢e biti puno rije¢i na
kolegiju Vektorski prostori.

PRIMJER 5.13. Matrica

5 4 2 1
0o 1 -1 -1
A= -1 -1 3 0
1 1 -1 2

ima spektar o(A) = {1,2,4} i a(l) = a(2) =1, a(4) =2 # 1 = g(4) pa A nije dijagonalizabilna.
No, postoji invertibilna matrica P takva da je P71AP = J, gdje je

o O O
S O NN O
O = O O
N =)

ZADATAK 5.15. MoZe li se dijagonalizirati operator A € L(R?) zadan svojom matricom u kanonskoj
bazi

3 2 =5
A=12 6 —-10|7?
1 2 =3

RJESENJE Odredimo najprije karakteristi¢ni polinom od A:

k() = —(A—2)".
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Dakle, o(A) = {2}, a(2) = 3. Odredimo geometrijsku kratnost svojstvene vrijednosti 2.

9\ /5
Va2)=... = 1],
0

)

pa je g(2) =2 # 3 = a(2) pa se A ne moze dijagonalizirati.
Prisjetimo se operatora A iz zadatka [5.5] Tamo smo imali a(n) = g(n) = 11 a(0) = g(0) =n —1
pa se taj operator mogao dijagonalizirati. U bazi koja je sastavljena od svojstvenih vektora, njegova
matrica ima prikaz

A(e') = diag(0,...,0,n).
ZADATAK 5.16. Odredite sve x € R za koje se linearni operator A : R* — R* ¢iji je matri¢ni prikaz
u kanonskoj bazi zadan s

43 92 —4
0z 0 0
Ale)=13 3 1 9
66 2 —6

moze dijagonalizirati.

RJIESENJE Vrijedi ka(A) = det(A — AI) = (A — 1)(A + 2)%(A — x). Razlikujemo tri slucaja:

o ¢ {1,-2}
U tom slucaju je 0(A4) = {1,-2,z}, a(1) = 1,a(-2) = 2,a(z) = 1. Kako je geometrijska
kratnost manja ili jednaka algebarskoj, vrijedi g(1) = a(1) = 1,9(z) = a(z) = 1. Trebamo
jos odrediti g(—2). Vrijedi g(—2) = d(A+2I) =4 —r(A+2[) =2 = a(—2). Dakle, u ovom
slucaju se operator moze dijagonalizirati.

o r=—-2
U tom slucaju je o(A) = {1, -2}, a(1) = 1,a(—2) = 3. Kako je geometrijska kratnost manja
ili jednaka algebarskoj, vrijedi g(1) = a(1) = 1. Trebamo jos odrediti g(—2). Vrijedi g(—2) =
d(A+2l) = 4—r(A+2]) = 2 < a(—2). Dakle, u ovom slu¢aju se operator ne moze
dijagonalizirati.

oz =1
U tom slucaju je o(A) = {1,-2}, a(1l) = 2,a(—-2) = 2. Vrijedi g(—2) = d(A + 2I) =
4—r(A+2I)=2=0a(-2),9(1)=d(A—1)=4—r(A—1) =2 =a(l). Dakle, u ovom slucaju
se operator moze dijagonalizirati.

Operator se moze dijagonalizirati ako i samo ako je z # —2.

ZADATAK 5.17. Neka je A € L(R™) i neka su 1,2, ...,k svojstvene vrijednosti operatora A s geome-
trijskim kratnostima 1,2,...,k, redom, i neka jen =1+ 2+ ...+ k. Ispitajte je li A regularan te,
ako je, odredite o(A™'), tr(A )

RJESENJE Suma geometrijskih kratnosti svojstvenih vrijednosti 1,2,...,k je jednaka n = dim R".
Suma algebarskih kratnosti je uvijek manja ili jednaka n, a vecéa ili jednaka sumi geometrijskih
kratnosti, sto je u ovom slucaju n. Slijedi da je svaka geometrijska kratnost jednaka pripadnoj
algebarskoj kratnosti i 0(A) = {1,2,...,k}. Kako 0 ¢ o(A), to je A regularan. Nadalje, imamo

oA ={\T: eo(4)} = {1,%,%,...,%}.

O
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Dakle,
A~ diag(1,2,2,3,3,3,..., k..., k), Alwdiag<1, ————— =T —).

Stoga je tr(A™!) = k.

DEFINICIJA 5.14. Neka je A € L(V), M < V. Kazemo da je M invarijantan potprostor za A ako
je A(M)C M, tj. Av e M,Vz € M.
CINJENICE 5.15.

1. Svaki operator ima invarijantne potprostore {0} i V. Singularan operator A ima i prave invari-
jantne potprostore Im A # V', Ker A # {0}.

2. Ako je M = [{ey,...,ex}] <V pravi invarijantni potprostor za A, {eq,..., ek, €xi1,--.,€n} baza
za V, tada je matri¢ni prikaz od A u toj bazi

A Ay
0 Aj
blok-gornjetrokutasta matrica, gdje je Ay € M (IF).

3. Primijetimo da ako je uz oznake kao u prethodnoj tocki,
ka(A) = ka, (A)ka, (A).

4. Svaki svojstveni potprostor je invarijantan za A. Obrat ne vrijedi.

DZ 5.5. Neka su A, B € L(V), AB = BA, te neka je M < V svojstveni potprostor za A. Dokazite
da je M invarijantan potprostor za B.

RJESENJE Pretpostavka je da je Az = Az, Vo € M. Ako je x € M, onda je
A(Bz) = B(Az) = B(A\z) = ABx
pa je Bx € M.

DEFINICIJA 5.16. Neka je p(A) = @A™ + @1 A1 + - -+ 4+ ay A + ag proizvoljni polinom u jednoj
varijabli A s koeficijentima iz F i neka je A € M, (FF). Tada pod matri¢nim polinomom podrazumije-
vamo

p(A) = apA™ + @y A" ar A+ agl.

NAPOMENA 5.17. Uo¢imo da potencije kvadratne matrice medusobno komutiraju pa s matri¢nim
polinomima mozemo postupati kao s polinomima u varijabli koja je element polja F. Npr. vrijedi

A2 - I - — 1 m — m k_
(A-DA+Di(A+D)" =) <k>A
k=0
Naravno, ovo ne vrijedi za matri¢ne polinome u vise varijabli, npr.

A? - B?*# (A—- B)(A+ B).

ZADATAK 5.18. Neka je matrica A € M, (F) takva da je A*¥ =01 A*! #£ 0 za neki k € N. DokaZite
da je matrica I — A regularna i nadite (I — A)~".
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RJESENJE Pogledajmo polinom p(A) = [ + A+ A% 4+ .- + A¥1. Tada vrijedi A' # 0 za | =
1,2,--- ,k — 1 jer kad bi bilo A’ = 0, onda je A¥! = Al. A*=!=1 = 0, §to je suprotno pretpostavci
zadatka. Sada je
(I—Ap(A) =T -A)(I+A+ A+ + A

=T+ A+AF AT A A AP

=1-AF=1.
Prema tome, I — A je regularna matrica i (I — A)™' =1+ A+ A%+ ... + AF L.
Teorem 5.18. (Hamilton-Cayley) Svaka kvadratna matrica ponistava svoj svojstveni polinom, tj.
vrijedi ka(A) = 0.
NAPOMENA 5.19. Kako je k4(0) = det A, to je A je regularna matrica ako i samo ako je k4(0) # 0.

NAPOMENA 5.20. Koristeé¢i prethodnu napomenu i Hamilton-Cayleyev teorem, dobivamo jos jednu
metodu invertiranja regularnih matrica. Neka je A € M, (IF) regularna matrica, k4 (\) = kA" +- -+
k1A + ko njen karakteristi¢ni polinom. Prema Hamilton-Cayleyevom teoremu je k4(A) = 0, tj.

ko A" +kpy 1 A"+ A+ kol =0

i kako je A regularna matrica, vrijedi kg # 0. Stoga je

kol = —k, A" — kp 1 A" — o — A
kn knfl _ kl _
J=—2An 2 pgnt .24 /AT
kO kO kO /
k Ky k
Aflz__nAnfl_ nlA”72_...__1[_
ko ko ko

Inverz od A smo prikazali kao matri¢ni polinom u A.

ZADATAK 5.19. Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem odredite inverz matrice

1 1 -1
1 3 -1
12 0
RJESENJE
1—x 1 @ 11—\ 1 -1
kaN) =] -1 3-X —1|=| A=2 2—-X 0

1 2 Al 2oas12-a 0
= =A%+ 4N —BA+2.
Kako je ka(A) =0, imamo —A3 + 4A4% — 5A + 21 = 0, odakle slijedi

_ 1
Al :§(A2—4A+5I).
1 2 =2
Kako je A2= |-3 6 —2/|, dobivamo
-3 5 -1

L2 -2 2
A—lz5 I -1 2
1 -3 4
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DZ 5.6. Odredite karakteristi¢ni polinom matrice

A:

O N
[l
===

(rj. ka(A) = (3 =A)(6 — %))
DZ 5.7. Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem odredite A™! za

1 0 -1 10
-4 1 -3 21
A=1]-2 -1 0 1 1
-3 -1 -3 4 1
-8 =2 -7 5 4

(rj. A7! = 3—12 (A* — 10A3 + 40A% — 80A + 801))
ZADATAK 5.20. Neka je A € My(F), A # al, za svaki o # 0. Dokazite da je A singularna ako i samo
ako je A proporcionalna svom kvadratu.

RJESENJE Za karakteristi¢ni polinom od A imamo
Ea(A\) = A2 — (tr A) X + det A.

Po Hamilton-Cayleyjevom teoremu je k4(A) = A? — (tr A) A+ (det A) I = 0. Matrica A je singularna
ako i samo ako je det A = 0.
Pretpostavimo najprije da je det A = 0. Tada je ka(A) = A? — (tr A)A =0, tj. A? = (tr A)A.
S druge strane, ako je A proporcionalna A%, onda postoji f € F takav da je A2 = BA. Nadalje,
ka(A) =0, tj.
2
%— (trA) A+ (det A)I =0

paje (8 —trA) A+ (det A) I = 0. Imamo dva slucaja:

(a) tr A # (. Tada je A = %I Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je A # o, a # 0, pa je

to moguce samo ako je det A = 0, tj. A = 0 Sto je ocito singularna matrica.
(b) tr A = (. Imamo da je (det A)I = 0 odakle slijedi da je det A =0 pa je A singularna.

NAPOMENA 5.21. Uoc¢imo da iz uvjeta prethodnog zadatka vrijedi ako je A2 = B3A i A # 0, onda je
f = tr A (raspisite). Dakle, slu¢aj tr A # § je mogué¢ samo za A = 0.

5.1 Sustavi linearnih rekurzija

ZADATAK 5.21. Promatramo populaciju zeceva i lasica. Uoceno je da je svake godine broj zeceva
uvijek jednak cCetverostrukom broju zeceva prosle godine umanjenom za dvostruki broj lasica prosle
godine. Nadalje, broj lasica je jednak zbroju lanjskog broja zeceva i lanjskog broja lasica. Na pocetku
je bilo 100 zeceva i 10 lasica. Nadite broj zeceva i broj lasica nakon n godina.
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RJESENJE Oznacimo sa z, broj ze¢eva nakon n godina, a sa [,, broj lasica nakon n godina. Iz uvjeta
zadatka imamo

Znt1 = 4z, — 21,
lny1 = 2 + ln,
zo = 100,
lo = 10.

Uvedimo oznake z,, = [?"1 iA= [4 _2] . Gornji sustav rekurzija prelazi u matri¢nu jednadzbu

Tpy1 = AIn
~ 100
To = 10 |-
A-XN1=XN+2=(AN=2)(A-3) pajeoc(Ad) = {23},
Dakle, A se moze dijagonalizirati. Direktnim ra¢unom se

2 0 H[ [} 1 vato) = esta—any = [{{]}]. stoma i

1.
2I) =
A=P [O 3] P71 gdje je P = { } Iz toga slijedi

Sada je x, = A"xo. Vrijedi ka(N)
a(2) = g(2) = 1ia(3) = 9(@) =
lako vidi da je V4(2) = Ker(A

Iz pocetnih uvjeta mozemo izrac¢unati x,
1202 0| (-1 2| |100| [180-3"—80-2"
=01 1) lo 3|1 —1f|10] T [90-3"—80-2" |

ZADATAK 5.22. Odredite opéi ¢lan niza zadanog rekurzivno sa

Sa, + 2
2a, + 8’

Ap+1 =

ako je a; = 3.

RJESENJE ZapiSimo a, u obliku 2. Tada je
p v J

Tn+1 . 531771 + 2,%
yn+1 B 2xn + 8yn .

Nizove (z,) i (y,) definiramo tako da vrijedi

Tpt1 = DTy + 2y,
Yn+1 = 21771 + 8yn>
Ir = 3

y1 =1



5.1. SUSTAVI LINEARNIH REKURZIJA 49

) n 2| [z, . _ . -
Tada je z, = {x } = [g 8] E 1} = Az,_. Stoga je z, = A" 1z,. Provjerimo moze li se operator
n n—1

A dijagonalizirati. Vrijedi ka(A) = A2 — 13\ + 36, dakle, o(A) = {4,9} pa je a(4) = g(4) = 1

ia(9) = g9 =1, tj. A se moze dijagonalizirati. Imamo V4(4) = Ker(A —4I) = H [_21} H i
1 . o 2 1 40

Va(9) = Ker(A—91) = 5 . Stoga je A= PDP~!, gdje je P = 1 9 , D= 09 . Iz toga

slijedi
a2 [ 012 1
=1 2] |0 9*|5 |1 2|
Iz pocetnih uvjeta moZemo izrac¢unati z, = A" 1z, odakle je

B 2. 4n—1 + 9n—1
“n = —ygn—1 +2. 9n—1

2. 4n—1 + 9n—1
—4n—1 4 9.9n—1 ’

DZ 5.8. Rijesite sustav linearnih rekurzija

Napokon imamo a, =

Tp41 = an + 6yn
Yn+1 = 6xn - 3yn

Tr = 0,@/1 = —1
RJESENJE
Ty = = (6-(=7)""'—6")
" 13
1
= —— 9 _7 n—1 4 . 6n—1
y 3 (9- (="' + )

DZ 5.9. Rijesite sustav linearnih rekurzija

Tpt1 = tx, + (1 =)y,
Yn+1 = (1 - t)xn + tYn

I = O,yl = 1
RJESENJE
1
T, = 3 (I1—(2t-—1)")
1

ZADATAK 5.23. Fibonaccijev niz (F),) zadan je rekurzivno kao
Fo=0, Fi=1 F,=F_1+F.

Odredite opéi ¢lan niza.
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RJESENJE Uvedimo novi niz G,, = F,,_; i dobivamo sustav rekurzivnih relacija

Fn:anl_'_anl
Gn:Fn—l

Ozna¢imo z,, = <g"), A= (} (1)> pa na$ sustav postaje

Karakteristi¢ni polinom matrice sustava je
ka(A) =M —X—1

paje 0(A) = {2} = {#} Svojstveni potprostori su

oo [{()- v~ ()

Sada imamo

(A A o1 1 =X (M0
P_<1 1)’ F A=\ LA ) D=1 A
pa je
1 I =X\ /At o0 I =X (1 1 A — AP
_ n—1p—1 _ 2 1 2 o 1 2
= PR A= A <_1 A1 > ( 0 Xz”) (_1 A1 ) (0) AN ()‘?1 - Xfl) '

() () e

1 -4 0 .0 0
5 1 —4 .0 0
0 5 1 .0 0
0 0 1 —4
0 0 1
RJESENJE )
det A, = 9 (5" — (=)™, neN

Primijetite da za razliku od metode rekurzivnih relacija za rac¢unanje determinanti koju smo obradili
u kolegiju Linearna algebra 1, sad imamo nacin rac¢unanja rekurzivnih relacija koje imaju dubinu
veéu od 2. Na primjer, Zelimo li rijesiti sustav rekurzivnih relacija

Tp = Tp_1+ Yn-1+ Zn-1

Yn = Tn-1

Zn = Yn—1
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mozemo to napraviti kao i prije tako da dijagonaliziramo matricu sustava
111
10 0]. (5.6)
010

Primijetimo takoder da je rjeSenje ovog sustava zapravo rjeSenje rekurzivne relacije

Fn: n—1+Fn—2+Fn—3‘

Karakteristi¢na jednadzba ove rekurzivne relacije je zapravo karakteristi¢ni polinom matrice ([5.6]).
Brojevi (F,) zovu se tribonaccijevi brojevi.

ZADATAK 5.24. Za ¢; € Q7 definiramo ¢, = =i

1+gn
danog niza ako je ¢, = 1 i dokazite da je lim ¢, = v/2.

(nije linearna rekurzija). Odredite opéi ¢lan

RJESENJE Svi brojevi ¢, su racionalni pa je g, = §*, za a,,b, € N, za svaki n € N. Odabir
brojeva a, i b, naravno nije jedinstven, ali nas zanima samo g, pa je svejedno koje a,, b, uzmemo.
Primijetimo da je
. An+1 . 2+Z_: . an+2bn
R

Stavimo

Upy1 = Qp + 2bn

bn+1 =a, + bn
e ) ... . a, \ . 1 2 )
i rije§imo ovaj sustav na standardni nac¢in. Stavimo z, = iA= pa je

Zpo1 = Az, = ... = A"z

Imamo

Ea(\) =2 —2)—1
pa je o(A) = {1+ v/2}. Takoder je

IR () R (G

2yt = A"z = PD"P7lz = V2 V2)\ (V)" 0 1 (-1 =2\ [1
1+ﬂ(1+\/§)"<+1 >1< ) < )<>
_ ( ( :

Sada vidimo da je
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Poglavlje 6

Unitarni prostori

6.1 Definicije i osnovna svojstva

DEFINICIJA 6.1. Neka je U (kona¢nodimenzionalan) vektorski prostor nad poljem F € {R, C}. Neka
je (+,) : U x U — F preslikavanje sa svojstvima:

(1) (a,a) >0

(2) {(a,a) =0 ako i samo ako je a = 0,
(3) (a+b,0) = {a,c) + (b, ),

(4) (aa,b) = afa,b),

(5) (a;b) = (b,a)

za sve a,b,c € U, a € F. Preslikavanje (-,-) zovemo skalarno mnozenje na prostoru U, a skalar

(a,b) skalarni produkt vektora a i b. Uredeni par (U, (-, -)) zovemo unitarni prostor nad poljem
F.

NAPOMENA 6.2. Dimenzija unitarnog prostora (U, (-, -)) po definiciji je dimenzija vektorskog prostora
U.

Skalarni produkt se umjesto (a, b) pise i kao (a,b) = (a|b).

Direktno iz definicije unitarnog prostora slijede ova njegova svojstva:

(17) {a, Bb) = S(a,b),

(27) (a,b+¢) = (a,b) + (a,0),

za sve a,b,c € U, p € F. Takoder vrijedi
(3") (a,0) =(0,a) =0, zasveacU.

PRIMJER 6.3. 1. Na prostoru F” definiramo preslikavanje (-,-) : F" x " — F s

(x,y) == inm, r=(z1,...,70),y = (Y1, ...,Yn) € F".
i=1

Ovo je skalarni produkt na F”. Provjerimo mu svojstva:

(1) <y> .1') = Z?:l Yili = Z?:l Y = <$’ y>v

23



POGLAVLJE 6. UNITARNI PROSTORI

(2) <a$7 y> = Zz 1 (O‘xl) Yi =« Z?:l Tili = Oé(QJ, y>>
(3) <l’ +v, Z) = Zizl (xz + yz) zi = Z;Lzl TiZi + Z:'Lzl Yizi = <I’, Z> + <y> Z>7
(4) Neka je x # 0. Tada je z; # 0, za bar jedan i pa je

n n n
w) =Y am =Y | = lwlf + ) |l > 0.
P =1

JFi
Zato je (F™ (-,-)) unitarni prostor.

. Neka su a,b € R, a < b. Znamo da je C[a,b] (beskona¢nodimenzionalni) vektorski prostor nad
poljem R uz operacije:

zbrajanje: (f + g)(t) := f(t) + g(t),

mnozenje skalarom: (af)(t) := af(t).

Definirajmo preslikavanje (-, ) : C([a, b]) x C([a,b]) — R sa:

(f,g) = / F(Og)dt,  f.g e Cla,b).

Ovo je dobro definirano preslikavanje i zadovoljava svojstva skalarnog produkta. Svojstva (1)-(3)
proizlaze direktno iz svojstava Riemannovog integrala. Nadalje,

b
(f, )= / f(t)f(t)dt > monotonost integrala >/ 0dt = 0.

Ako je (f, f) =0, onda je f = 0 na [a,b]. Zaista, ako je f(to) # 0 za neko ty € [a, b], onda zbog
neprekidnosti funkcue f postoji neka okolina o(t,) tocke ty takva da je f(t) # 0 za sve t € o(t).
No, tada je fo(to f(t)*dt > 0pajei(f,f)>0.

. Ne prostoru M, (C) definiramo preslikavanje (-,-) : M,(C) x M,(C) — C sa (A, B) = tr(AB").
Ovo je skalarni produkt na M, (C). Provjerimo mu svojstva:

(1) Za A, B € M,(C) je tr(BA*) = tr((AB*)*) = tr(AB*) pa je (B, A) = (A, B).

(2) Zaao € Ci A, B € M,(C) je: (0A, B) = tr((0A)B*) = atr(AB*) = a(A, B).

(3) Za A, B,C € My(C)je: (A+ B,C) = tr((A+B)C*) = tr(AC*+ BC*) = tr(AC*) +tr(BC*) =
(A, C)+ (B, C).

(4) Neka je A = (a;;) € M,(C) \ {0}. Stoga postoje 7,5 € {1,...,n} takvi da je a;; # 0. Sada

Imamo:
n

<A, A> = tI‘(AA*> = AA* kk = Z Zaklakl = Z Z ]akl\ > 0.

-1 k=1 =1 k=1 i=1
Dakle, (-,-) je skalarno mnozenje i ( »(C), (-,+)) je unitarni prostor.

. Na prostoru V3(O) definiramo preslikavanje (-,-) : V3(0) x V3(0O) - R s
b:=|al-|b| - cos £(@,b), ab#0
b= 0, zad=0il b=0

a-

@l

Ovo je skalarni produkt na V3(0). Provjerimo mu svojstva:
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(1) @-da=|d|-|al-cos0=|d? >0, a jednakost vrijedi ako i samo ako je |d@| = 0, tj. ako i samo
ako je @ = 0.
(2) (@+b)-¢= @ é+b-7 (dokazati geometrijski https://en.wikipedia.org/wiki/Dot_product#

/mediaC/File :Dot_product_distributive_law.svg)
(3) () -b = (@ - b), komentiraj za o > 0, < 0, v = 0.
(4) @-b=a|-|b] - cos £(@,b) = |b] - |d@| - cos Z(b,@) = b - .
Zato je (V3(O), (-,-)) unitarni prostor.
ZADATAK 6.1. Provjerite je li preslikavanje definirano s

(21, 22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = 22191 + 421y + 3T2Y2 + Sr3y3

skalarni produkt na vektorskom prostoru R3.
RJESENJE Uzmimo npr. z = (1,0,0),y = (1,1,0). Sada je

(z,y) = ((1,0,0),(1,1,0)) =2-1-14+4-1-14+3-0-14+5-0-0 =6, (6.1)
(y,x) = {((1,1,0),(1,0,0)) =2-1-14+4-1-04+3-1-04+5-0-0=2. (6.2)

Dakle, postoje z,y € R? takvi da (x,y) # (y,z) pa zakljuc¢ujemo da preslikavanje nije skalarni
produkt. O

ZADATAK 6.2. U sljede¢im zadacima C? i M,,(R) promatramo kao unitarne prostore sa standardnim
skalarnim produktom.

(a) Odredite sve z € C takve da je
(b) Ako je A € M,, antisimetri¢na matrica, dokazite da je (A, I) = 0.
RJESENJE

(a) Vrijedi ((1,2),(2 —4,3 +2i)) =i ako i samo ako je 1 - (2+14)+ z - (3 — 2i) = i. Iz toga vidimo

.. . o . -2 __ —6 . 4
da je jedino rjeSenje z = 5=5; = 13 — i3
(b) Bududi da je A antisimetri¢na matrica, vrijedi a;; = 0 za sve i € {1,2,...,n} pajetrA=0, a

onda je (A, I) = tr(Al*) =tr A =0.
Teorem 6.4. (nejednakost Cauchy -Schwarz-Bunjakovskog:) Neka je U unitarni prostor i
a,b € U bilo koji njegovi vektori. Tada vrijedi:
[{a,0)]* < (a,a) - (b,b).
Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako su vektori a i b linearno zavisni.

NAPOMENA 6.5. Na spomenutim unitarnim prostorima C' — S — B nejednakost izgleda ovako:
(1) Na B jo | S0 agil? < (S0, Jadl?) - (50, [f?). wz g € Fi = 1, .

(2) Na C([a,0]) je (7 F(£)g(t)dt)® < ([2(F(£)2)dt)(J2 (g(1))%dt).


https://en.wikipedia.org/wiki/Dot_product#/media/File:Dot_product_distributive_law.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/Dot_product#/media/File:Dot_product_distributive_law.svg
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(3) Na M,(C) je | tr(AB*)|* < tr(AA*) tr(BB*).

ZADATAK 6.3. Dokazite da za svaka 4 realna broja a, b, ¢, d vrijede nejednakosti

a) |a+2b+ 3c+4d| < 1/30(a® + b2 + 2 + d?)

b) la+b+c+d <+/(a®+b+2)(2+ d*+2)
RJIESENJE

a) Uz standardni sklarani produkt na R* uo¢imo da iz C-S-B nejednakosti slijedi

{(a,b,c,d), (1,2,3,4))| < Va2 + b2 +c2+d?- V12 + 22+ 32 + 42 = /30(a? + b2 + 2 + d?2),

tj. |a + 20+ 3¢+ 4d| < 1/30(a? + b2 + 2 + d?)

b) Ponovno, uz standardni sklarani produkt na R* uo¢imo da iz C-S-B nejednakosti slijedi

((a,0,1,1),(1,1,¢,d))| < Va2 + b2+ 12+ 12V12 + 124+ 2 + d? = /(a2 + 12 + 2)(c® + d% + 2),

tj. la+b+c+d < /(a®+ 1 +2)(2+d>+2)

DEFINICIJA 6.6. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F € {R,C} i ||| : V' — R preslikavanje
sa svojstvima:

1) ||z|| > 0, za svako xz € V,

2) ||z|] = 0 ako i samo ako je x = 0,

(1)
(2)
(3) |laz|| = |aljz za svako x € V,
(4)

4) Nz +yll < llzll + llyll, za svako z,y € V.

Tada kazemo da je ||-|| norma na V', a uredeni par (V, ||-||) zovemo normirani prostor.
NAPOMENA 6.7. (1) Neka je (U, (-,-)) neki unitarni prostor. Tada je sa

2]l = vz, z),z €U

definirano preslikavanje ||-|| : U — R koje je norma na U pa je (U, ||-||) normirani prostor.
Prema tome, svaki unitarni prostor je ujedno i normirani prostor. No, obrat ne vrijedi. Klasa
normiranih prostora je Sira od klase unitarnih prostora.

(2) U terminima norme inducirane skalarnim produktom na unitarnom prostoru U, nejednakost
C — S — B poprima oblik
[(a, b)| < [lall[[o]],

za svaki izbor a,b € U. Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori a i b linearno zavisni.

(3) Po uzoru na V3(O) i u proizvoljnom realnom unitarnom prostoru U moZemo definirati kut
vektora z iy, uz x,y # 0 sa

(x,y)
L(z,y) = ~2 Y
€08 202 9) = Tyl

Uoc¢imo da je gornja definicija dobra upravo zbog C' — S — B.
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DEFINICIJA 6.8. Neka je U unitarni prostor. Za vektor a € U kazemo da je jedini¢ni ili normiran
ako je |lal]| = 1.
NAPOMENA 6.9. Svaki vektor a € U, a # 0 mozemo normirati, tj. pridruziti mu vektor ay = II%H

ZADATAK 6.4. Zadan je normirani prostor (My(C),|| - ||), gdje je norma inducirana standardnim
skalarnim produktom na M(C). Odredite normu matrice
0 —
1= 3}
RIESENJE Vrijedi ||A|| = \/(A, A) = /tr(AA*) = /02 + i+ 22432 =4/14. O

ZADATAK 6.5. Navedite neku bazu prostora simetri¢nih matrica reda 3, a zatim odredite duljinu svih
njenih elemenata.

RJESENJE Jedna baza prostora simetri¢nih matrica reda 3 je dana s
{Ej+Eji:i,j=1,23i#jyU{E;i€1,23}

Sada imamo

HEU+E%”:VN&f+EmEU+EW

= \/tr((Eij + Eji) - (Bij + Eji)*)

= \/tr((Eij + E]z) : (E]z + Elj))

tI'(E“ + Ejj) = \/5,

dok je
J IEill = V/(Eii, By = \/tr(Ey - Ef) = \/tr(Eyi - Ey) = \/tr By = 1.
O
ZADATAK 6.6. Odredite sve jedini¢ne vektore = (x1, Ty, z3) € R? takve da izraz |(r,a)| ima mak-
simalnu mogucu vrijednost, pri ¢emu je a = (1,2, 3). Kolika je ta vrijednost?
RJESENJE Iz C-S-B nejednakosti slijedi
[, a)| < [|=] - lall = [lall = V14.
Jednakost se postize ako i samo ako su vektori x i a linearno zavisni, odnosno ako i samo ako je
(@1, 22, 3) = A(1,2,3),
za neki A € R. Kako je x jedini¢ni vektor, za jednakost je nuzno i dovoljno A = j:\/%. Dakle,
maksimalna vrijednost je v/14 i ona se postize za (z1, 2o, 23) = j:\/Lﬂ(l, 2,3). O

ZADATAK 6.7. Dokazite da u svakom unitarnom prostoru U vrijedi relacija paralelograma, tj. da je
2 2
|z +yl* + llz = ylI* = 2)|=]* + 2],
RJESENJE
lz+ylI* + lz = ylI* = (z +y, 2+ y) + (x —y, 2 — y)
= (z,2) + (z,y) + (y,2) + (Y, 9) + {z.2) — (2, 9) — (v, 2) + (Y, 9)
2(x, ) + 2(y,y) = 2|l«|” + 2[ly]1*.
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ZADATAK 6.8. Neka je U realan unitaran prostor i neka su x,y € U. Dokazite da vrijede sljedece
tvrdnje:

(1) ||z|l = |ly|| ako i samo ako je (z +y,z —y) = 0.
(2) [z +ylI* = [lz[I* + [ly]|” ako i samo ako je (z,y) = 0.
RJESENJE

(1) (z+y,z—y) =0 < (x,x) — (z,y) + (y,z) — (y,y) = 0. Kako je U realan unitaran prostor,
to je (z,y) = (y,2) paje (x+y,z —y) =0 <= [lz|" = |lyI* <= || = lly].

(2) ||x+y||z = (wjy,xtw = (z.2) + (2,y) + (. 2) + (y.y) = |=l]° + 2(z,y) + [|ly||°. Stoga je
|z +yll” = ||z||” + |ly||” ako i samo ako je (z,y) = 0.

Neka je U unitarni prostor i {as,...,a,} proizvoljan skup vektora iz U. Taj skup ¢e biti linearno
zavisan ili nezavisan ovisno o tome ima li (vektorska) jednadzba

)\1@1 -+ )\2&2 + ...+ )\mam =0 (63)
i netrivijalnih rjesenja ili samo trivijalno rjesenje.
Pretpostavimo da je (A1, Ag,...,Ay) rjeSenje jednadzbe (6.3)). Pomnozimo ovu relaciju skalarno
redom s ag, ..., Qpy:

)\1<a1,a1> -+ /\2<(1,2,CL1> + ...+ )\m<am,a1> =0
Aifag, az) + Aa(ag, as) + ... + Ap{am, az) =0

Alay, am) + Aalag, am) + ... + Ap{am, ay) = 0.

Dobili smo homogen sustav m linearnih jednadzbi s m nepoznanica ¢ije je rjeSenje (A1, Ag, ..., Ap).
Vrijedi i obratno, ako je (A1, Ag, ..., Ay) rjeSenje ovog homogenog sustava linearnih jednadzbi, onda
je to i rjesenje od (6.3)). Zaista, jednadzbe sustava mozemo zapisati kao

(Mag + deas + ...+ Apam,a;) =0, Yi=1,2,....m,
odakle slijedi da je
(Arar + Aaag + - F A, Miai) = Nildiag + Aaag + ...+ Apam, a;) =0, Vi=1,2,...,m,
pa zbrajanjem svih tih jednakosti dobijemo
(May 4+ Asas + ...+ A, Aag + Asag + ...+ Apap) =0,

odakle slijedi Aja; + Agas + ... + Apa, = 0. Dakle, (A1, Aa, ..., Ay) je rjeSenje jednadzbe (6.3)).
Prema tome, jednadzba (6.3) ima isti skup rjeSenja kao i spomenuti homogeni sustav.
Matrica sustava je:

(a1,a1)  (az,a1) -+ (am,a1)
ay, a as, a s Aam, a
<a17 am> <a27 am> e <am7 am>
i to je Gramova matrica skupa vektora {as, ..., a,}.
Gornji sustav ¢e imati i netrivijalnih rjesenja, tj. aq,...,a, ¢e biti linearno zavisni vektori ako i

samo ako je determinanta sustava I'(ay,...,a,) = det G(ay, ..., a,;) = 0.
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ZADATAK 6.9. Provjerite jesu li vektori a = (3,5,8) i b= (4,0,9) € R3 linearno nezavisni.

RJESENJE
(a,a) (b, a)
(a,b) (b, b)

Prema tome, vektori a i b su linearno nezavisni.

['(a,b) =

08 84
B ‘84 97‘ 70

NAPOMENA 6.10. Geometrijska interpretacija Grammove determinante u ravnini je sljedeca:
T(a,b) = |al?[b|* — |a|?|b|*(cos £ (a, b))? = |a|?|b|*(sin £ (a, b))? = P2,

pri ¢emu je P povrSina paralelograma razapetog vektorima a i b.

6.2 Ortonormirani sustavi vektora

DEFINICIJA 6.11. Neka je U unitarni prostor i a,b € U. Kazemo da je vektor a ortogonalan
(okomit) na vektor b i piSemo a L b ako je (a,b) = 0.
NAPOMENA 6.12. (1) Ako je vektor a okomit na vektor b, onda je i b okomit na a.

(2) Nul-vektor je okomit na sve vektore i to je jedini vektor s tim svojstvom.
ZADATAK 6.10. Zadani su polinomi p(z) = 1 + 2? i ¢(z) = 2* + 2 — 2 u unitarnom prostoru P sa
skalarnim produktom
1
(p,q) = / p(x)q(z)d.
-1
Ispitajte jesu li p i ¢ ortogonalni.

RJESENJE Vrijedi (p,q) = f_llp(m)q(at)dx = 0, dakle, p i ¢ su ortogonalni polinomi.
DEFINICIJA 6.13. Neka je S = {ay,...,a,} skup vektora iz unitarnog prostora U sa svojstvom da
jea; #0zai=1,...,m. Kazemo da je skup S
1. ortogonalan sustav vektora ako je a; L a za sve i,k € {1,...,m},i # k.
2. ortonormiran sustav vektora ako je S ortogonalan sustav vektora i vrijedi ||a;|| = 1 za sve
1=1,...,m.
Specijalno, ako je S ortonormiran skup i baza, kazemo da je S ortonormirana baza za U.
NAPOMENA 6.14. Svaki ortogonalni skup vektora {ai,...,a,} takvih da je a; # 0 za sve i €
{1,---,m} je linearno nezavisan. Zaista,
la:]® 0 0 -+ 0
0 Jflasf® 0 2 0
Dlaan)=| 0 0 Jasl® - 0 | =falP-- flan]? £0.
0 0 0
Nadalje, ako je dimenzija unitarnog prostora U jednaka n i {aq, ..., a,} ortogonalni sustav u prostoru
U pri ¢emu su svi a; # 0, onda je m < n.
ZADATAK 6.11. Neka je {aq,aq,...,a,} ortogonalni sustav vektora u U. Dokazite Pitagorin te-

orem:
las + . 4 amll” = flaal® + . + @]

O
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RJESENJE Po pretpostavci je (a;, a;) = 0 za ¢ # j. Stoga je

lar + -+ anll® = (a1 + .+ a+ o an) =YY lana) = fadl®.
i=1 j=1 =1
Neka je sada {as, ..., a,} proizvoljan linearno nezavisan skup vektora unitarnog prostora U. Zelimo
pronadi ortonormirani sustav vektora {ey, . .., e, } iz U takav da vrijedi [{a1, ..., an}] = [{e1, ..., em}]s
tj. zelimo konstruirati ortonormiranu bazu za [{ay, ..., amn}]-
Teorem 6.15. (Gram - Schmidt) Neka je S = {ay,...,an} linearno nezavisan sustav vektora iz
unitarnog prostora U. Tada postoji sustav vektora T = {e1,...,en} u U sa svojstvima:
(1) T je ortonormirani sustav
(2) [{ar,...,ar}) = [{e1,...,ex}] za sve k=1,...,m.
NAPOMENA 6.16. (1) Vektore
{e1,...,em}
definiramo induktivno s:
a < b
1 k
e =10 bi=a— ) (ae)e, €=, k=2 .m
laa] ; 1Bl

(2) Iz gornjeg teorema slijedi da svaki konacnodimenzionalni unitarni prostor ima ortonormiranu
bazu.

(3) Svaki ortogonalni sustav u kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru moze se nadopuniti do
ortogonalne baze tog prostora.

ZADATAK 6.12. U unitarnom prostoru R? sa standardnim skalarnim produktom dani su vektori a; =
(1,2,2),a2 = (1,—2,0) i a3 = (—1,0,1). Dokazite da su ti vektori linearno nezavisni i ortonormirajte
ih.

RJESENJE Imamo e; = HZ_iH = %(1,2, 2). Nadalje, by = ag — (az, e1)e; = %(4, —4,2) pa je es = ”22” =
5(2,—2,1). Konatno,
1
bs = az — (as, e1)e; — (as, ez)ex = 5(‘87 —4,8)
pa je e3 = Hll;_ill = 1(—2,-1,2). Posto je dim[{ay,as,a3}] = dim[{e1,es,e3}] = 3, to su vektori
ai, as, az linearno nezavisni.
NAPOMENA 6.17. Opéenito, vektori {aq,...,a;,} su linearno zavisni ako i samo ako se postupak

ortogonalizacije ne moze provesti.

ZADATAK 6.13. U unitarnom prostoru Ps, skupa polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg
ili jednakog dva, sa standardnim skalarnim produktom

(p,q) = /_ p(t)q(t)dt, p,q € Ps

1

ortonormirajte standardnu bazu {1,¢,¢?}.
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RJESENJE Uvedimo oznake pi(t) = 1, po(t) = t, ps3(t) = t*. Uocimo da je

N

Stoga je e1(t) = \/iipl (t) = 75' Dalje imamo

bat) = pa(t) — (pnsex)ea (£) = —%(/_ltdt):t—%éﬂ‘l _y

1

b(t) 1 1 3
2

es(t) = = bao(t) = ——=bs(t) =

bs(t) = ps(t) — (p3,er)er —

sl ! B, 1
3(t) ||b3|| f_ll(tQ_%>2dtb3(t) 8 (t 3)

—~
=3
il
)
[\
~—
&
[\
|
~
[\
|
DN | —
N
[
~
[\
QL
~
~__
|
| W
~
N
[
~
w
QL
~
~__
|
~
[\
|
|

ot

ZADATAK 6.14. U unitarnom prostoru M;(C) sa standardnim skalarnim produktom
(A, B) =tr(AB*), A,B € M,(C)

.. 1 1] |0 O 1 1 T =101 . .. .. . 11 .
ortonormirajte bazu {[0 O] , [1 2] , [_1 1} , [_2 1 ]} i prikazite matricu A = [1 1] u toj

ortonormiranoj bazi.

RJESENJE Uvedimo oznake

11 00 11 1 -1
S 0 R (i E R FET R

Sada je
1 (11
B o= 1
b HA1H 2{0 0}
- n =] )
1 0 0
E
2 Hle\ V5 | 2]

11 1 1] 1fo o] 1[0 0
= A3 — (A3, E\)E) — (A3, E))Ey = {_1 1} - [0 0] 5 [1 2] "5 {—6 3]

B 7% 6 9
b o

Es = - —
PUBs Va5 [-6 3

3 1

2 E— LE;

= Ay — (A4, E\)E, — (A4, E))Ey — (A4, B3)Es = [ : _1] a [ : 0]

-2 1
By 1 [1 —1}
E = —_— =

YUBd V2[00

Znamo da je A = (A, Ey)Ey + (A, E2) By + (A, E) B3 + (A, E) Ey = V2B +
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DZ 6.1. U kompleksnom unitarnom prostoru C? sa standardnim skalarnim produktom odredite or-
tonormiranu bazu prostora razapetog vektorima

a=(1+i1-—i1), b=(1—1i142+4) 1 c=(,3—2i4).

ZADATAK 6.15. Neka je {eq,...,e,} ortonormirani sustav u kona¢nodimenzionalnom prostoru U,
a € U proizvoljni vektor. Vrijedi Besselova nejednakost:

<ava> > |<CL, 61>|2+ ’<CL, €2>|2+"'+ |<a’ 6m>|2'

RJESENJE Kako je {ej, ..., e, } ortonormirani sustav vektora, taj skup je linearno nezavisan pa ga
mozemo dopuniti do ortonormirane baze {ei,...,emn, €ni1,...,e,} za U. Za proizvoljni a € U je

a=>Y ., we;. Stoga je
(a,e;) = <Z aiei,ej> = .
i=1

Sada je

n n

n n n m m
(a,a) = <Z aiei’zaj€j> =33 adglene) =Y o> =) |l =D [a, e
=1 7=1 =1 i=1 =1

i=1 j=1

NAPOMENA 6.18. Koeficijenti o; = (a, e;) iz prethodnog zadatka se zovu Fourierovi koeficijenti
koeficijenti a.

ZADATAK 6.16. Dokazite da je ortonormirani sustav {ej, ..., e, } u U baza za kona¢nodimenzionalni
unitarni prostor U ako i samo za svaki a € U vrijedi Parsevalova jednakost:

(a,a) = [a, en)|” + [{a, e2)|* + -+ - + [{a, em) .

RJESENJE
Predavanja. Neka je {ej,...,e,} ortonormirana baza. Za proizvoljni a € U postoje skalari
a;, i €{1,2,...,m} takvi da je a = )" | a;e; pa je
m m m m m
(a,a) = <Z Q;€;, Z oziez-> = Z Z%Oé_j<6i, i) = Z |y |
i=1 i=1 i=1 j=1 i=1
Nadalje, uo¢imo da je (a, ;) = ; pa je (a,a) = [{a,e;)|* + |(a, e2)|* + - - + [{a, e ) |*.
Kako je {ey, ..., ey} ortonormirani sustav vektora, taj skup je linearno nezavisan pa ga mozemo
nadopuniti do ortonormirane baze {e,...,€mn,€ni1,...,en} za U. Za proizvoljni vektor a € U

jatada a = . | a;e;, gdje je a; = (a, e;). Po pretpostavci zadatka je

m
<CL, Cl) = Z |ai|2'
=1

S druge strane je (a,a) = >0 |ou|* = Y7 |ai? + 20,1 loul? iz cega slijedi da je apiq =
...=a, =0. Stoga je a =Y ", e;. Kako je a € U bio proizvoljan vektor, zaklju¢ujemo da
je {e1,...,en} sustav izvodnica za U. Kako je ujedno i linearno nezavisan, taj skup je baza za
U 1 to ortonormirana.
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ZADATAK 6.17. Dokazite da je ortonormirani sustav {eq, ...,
tora U ako i samo ako za sve a,b € U vrijedi

em} ortonormirana baza unitarnog pros-

m

= la,e;)enb).

i=1

(a,b) (6.4)

RJESENJE

Predavanja. Neka je {ej, ..., e, } ortonormirana baza. Tada je za a,b € U

m

a= (a,e;)e; i b= Z (b, e;)e;

i=1 =1
pa je

m m

m
E (a,e;)(b,ej){e;, e;) =

i=1 j=1 i=1

{a,b) = <Z (a,€i>€i,z (b, e5)e >

j=1
Sto dokazuje tvrdnju.

Ako stavimo a = b u ([6.4)), dobit ¢emo Parsevalovu jednakost, pa tvrdnja slijedi prema pret-

hodnom zadatku. 0

6.3 QR faktorizacija

Prisjetimo se LU faktorizacije kvadratne matrice A: A = LU, gdje je L donjetrokutasta, a U
gornjetrokutasta. Ideja je bila da je lakSe rjeSavati dva trokutasta sustava Uxr = y, Ly = b nego
Ax =b.

Ovdje je ideja da A napisemo u obliku A = QR, gdje je @ ortogonalna, a R gornjetrokutasta.
ALGORITAM. Neka je A = [S; Sy ... S|, pri ¢emu su {S,...,5,} stupci matrice A. Pomocu
Gram—Schmidtovog postupka ortonormiramo stupce {Si, ..., S,} i dobijemo skup {Ey, ..., E.}, gdje
je r =r(A). Pritom smo izbacili one stupce S; koji se mogu zapisati kao linearna kombinacija svojih
prethodnika. Stavimo

[(S1, B1) (S, Er) (Ss, Ev) (Sn, E1)]

0 (Sa, Ep)  (S3, Ey) (Sn, H2)

Q:=|FE\E, ... E], R=| 0 0 (53 E3) (Sn, E3)
B

Dokaz. Dokazat ¢emo samo slucaj kada je A kvadratna matrica punog ranga. Tada od stupaca
{S1,...,S,} primjenom Gram—-Schmidtovog postupka dobijemo stupce {Ej, ..., E,} i od njih na-
pravimo kvadratne matrice () i R kako je opisano u algoritmu. S a;; ¢emo oznaciti :—tu koordinatu
stupca S, a s e;, i—tu koordinatu stupca Ej. Provjerimo da je A = QR:

n J
R)” = Z Qix Ry = Z eir(Sjs Ex)
k=1 k=1
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Sto je ¢-ta koordinata vektora S;. Zaista

n J
S; = Z (S;, Ex)Ex, = (S;, Ex)Ey, (jer je po GS teoremu S; € [{Ey, ..., E;}])

J
k=1 k=1
pa je njegova i—ta komponenta jednaka

J

eik<5’j, Ek>
k=1
Pokazali smo da je (QR);; = a;;, tj. stupci matrice QR su {S1,...,S5,} paje QR = A. ]
2 1 3
PRIMJER 6.19 (A ima puni rang). Nadite QR dekompoziciju matrice A= | -1 0 7
0o -1 -1
RJESENJE Gram—Schmidt za stupce S7, So, S3 daje
2 L 1
Er=\—-7%|, £E2 7o | Es= e
0 730 G
Stoga je
2 1 1 2 1
A (S, Ex) (s, Er) (Ss, E) VB E
Q=B B B = |- FEl R= 0 (S2,En) (S5, E0) | = | 0 5 e
0 -7 = 0 0 (S3, E3) 0 0 7
DZ 6.2. Provjeriti da je doista A = QR.
1 -1 0
PRIMJER 6.20 (A nema puni rang). Zadana je matrica A= [2 —2 1
2 =2 2
(a) Nadite QR dekompoziciju matrice A.
2
(b) Rijesite sustav Az = b, gdje je b= |5
6
RJESENJE
(a) Uocimo da je Sy = —S7 pa ¢emo vektor Sy izbaciti. Gram—Schmidtov postupak primijenjen na

vektore S i S3 daje
1
1
El = Sl = = 2 5
EIRERE

1
BQ - Sg - <53,E1>E1 == —g 1

—2
By

E2 = —— =
1B

Bs.
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Dakle,

1 =2
_1 _ _ ({51, Er) (Sy, Er) (S3, B\ _ (3 =3 2
= 3 3 21 = ( 0 (Sa, E) <53,E2>> B (0 0 1) '

(b) Sustav Az = b moZemo zapisati kao QRxz = b pa je
Rz = QTh = (éj) .

{3x1 — 3xy + 225 = 8

Dobivamo gornjetrokutasti sustav

T3 = 1
1 2
¢ije rjeSenjejex =t | 1| + [ 0|, t € R. To je ujedno i rjeSenje pocetnog sustava Ax = b.
0 1

DZ 6.3. Direktno rijesite sustav Az = b i provjerite da je to rjesenje.

DZ 6.4. Nadite QR faktorizaciju matrica

i )
|
—_
I
—_
~N Ot W =

6.4 Ortogonalni komplement

DEFINICIJA 6.21. Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i M, N neki njegovi podskupovi.
Kazemo da su skupovi M i N ortogonalni, i pisemo M L N, ako je (a,b) =0, zasvea € M,be N.

DEFINICIJA 6.22. Neka su L i M potprostori unitarnog prostora U. Suma potprostora L i M, L+ M,
je ortogonalna ako je L L M. Pisemo L & M.

DEFINICIJA 6.23. Neka je U unitaran prostor i ) # S C U. Ortogonalni komplement skupa S je
skup

St={zecU:(x,y)=0VyecS}.
CINJENICE 6.24.
1. Sigurno je (0,x) =0, za sve x € S, pa je 0 € S*. Specijalno je S # ().
2. Ut = {0}.
3. {0}t =U.

4. S+ < U, zasvaki S CU.
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6. dim S+ =dimU — dim[S].

7. Neka je L bilo koji potprostor kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora U. Tada je U =
L 4+ L+, tj. U se moze prikazati kao direktna suma potprostora L i njegovog ortogonalnog
komplementa.

8. Za razliku od direktnog komplementa, ortogonalni komplement je jedinstven.

9. Za svaki x € U postoje jedinstveni a € L i b € L* takvi da je # = a + b (jos vrijedi da je
(a,b)y =0).

10. Neka je M potprostor konacnodimenzionalnog unitarnog prostora U. Tada vrijedi (M L) - M
ZADATAK 6.18. U prostoru R® potprostor M razapet je vektorimaa = (1,2,3,—1,2)ib = (2,4,7,2, —1).
Odredite M*.

RJESENJE Prvi nac¢in: Skup {a, b} je sustav izvodnica za M. Zato je M = [{a,b}]. Slijedi da je
x € M+ ako i samo ako je (x,a) = 0i (z,b) = 0. Dakle, z = (x1, 2o, 3, 24, 25) € M+ ako i samo ako
je

T1+ 209+ 3x3 — x4+ 225=0

21’1+4J,’2+7I3+2I4— .I5:0‘

Ovo je homogen sustav i skup svih njegovih rjesenja je M+. Rjesenja su

(21, T2, 3, x4, 5) =7 (—2,1,0,0,0) +s (13,0, —4,1,0) +t (—17,0,5,0,1), r,s,t € R.

J/ N J/ ( J/
~ ~ ~

= =w =w

Prema tome je M+ = [{u,v,w}] i baza za M+ je {u,v, w}.
Drugi na¢in: Nadopunimo linearno nezavisni skup {a, b} do baze za R5. Uzmemo li npr.

c¢=(1,0,0,0,0), d=(0,1,0,0,0), e = (0,0,1,0,0)

tada ¢e skup {a,b,c,d,e} biti baza za R®. Ortonormiramo li tu bazu po GS postupku, dobit ¢emo
ortonormiranu bazu {ey, eq, €3, €4, €5} za R® za koju vrijedi [{a, b}] = [{e1, e2}]. Stoga je M = [{e1, 2}
pa je M+ = {e3, eq, e5}. Postupak ortogonalizacije baze {a, b, c,d, e} ostavljamo za zadacu.

ZADATAK 6.19. U unitarnom prostoru M3(R) sa standardnim skalarnim produktom dan je potprostor
M ={X € M;(R): XA = X}, pri ¢emu je

A:

—_ =
O = O
—_ O O

Odredite M.

RJESENJE Odredimo najprije bazu za potprostor M. Uoc¢imo da je X € M ako i samo ako je
X(A—1)=0. Neka je

a b c
X=|d e f| eM.
g h 1

Tada mora vrijediti

a b ¢l [000 000
de f|l-|10o0]=1]00 0f,
g h i| |1 00 000
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odnosno b+c =0, e+ f =0, h+i = 0. Stoga je X € M ako i samo ako vrijedi ¢ = —b, f = —e,i = —h,
odnosno ako i samo ako je X oblika

a b —b
d e —e
g h —h
Stoga je jedna baza za M dana sa
1 00 01 -1 000 00 0 000 00 O
000,00 O,/ 0O0],|]0 1 —=1f(,]0 0 0f,]0 0 O
0 00 00 O 000 00 O 1 00 01 —1

Ozna¢imo te matrice redom s By, By, Bs, By, By, Bg. Vrijedi Y € M* ako i samo ako je vektor Y
okomit ne sve vektore baze za M. Dakle,

Y —

S 2 R
RIS S

z
w| e M*

q

ako i samo ako je (Y, B;) =0 zasve i € {1,2,3,4,5,6}, odnosno ako i samo ako je

r=0,y—2z=0u=0v—w=0,0=0,p—q=0.

Dakle, M+ = ly,v,p € R

o oo
SS TS IINS
SIS IINS

ZADATAK 6.20. Neka je P = {p € P,(R) : p(z) = p(—2)} i N = {p € P,(R) : p(z) = —p(—2)}.
Pokazite da su P i N jedan drugome ortogonalni komplementi, pri ¢emu prostor P, (R) promatramo
s obzirom na skalarni produkt (p, ¢) = fjlp(m)q(x)dx.

RJESENJE Ako sup € Piq € N proizvoljno odabrani, tada je p parna i ¢ neparna funkcija pa je
pq neparna funkcija i zato je (p,q) = 0. Time smo dokazali da je P L N. Nadalje, za svaki polinom
p € P,(R) vrijedi p(z) = p1(z) + pa(z), gdje je

p(x) + p(=7)
2

pla) - p(—2)

; pa(w) = 5

piz) =
Uocimo da je p; € P, p; € N. Stoga je P+N = P,(R), odnosno P&N = P,(R). Zbog jedinstvenosti
ortogonalnog komplementa zakljuéujemo da je Pt = Ni Nt = P.

ZADATAK 6.21. U unitarnom prostoru R? (sa standardnim skalarnim produktom) zadan je vektor
r = (1,1,2,2) i potprostor M svojom bazom a = (1,1,1,0) i b = (1,0,1,1). Prikazite vektor z u
obliku # =y + 2z, gdjejey € M i z € M*.

RJESENJE Naivno rjeenje bi bilo da odredimo bazu {u,v} za M+ pa x prikazemo kao x = aa +
Bb + yu + dv. Koeficijenti u tom prikazu su jedinstveni, a vektori koji nama trebaju su y = aa + 8b
iz=nyu+dv.

No, postoji puno jednostavniji i brzi na¢in. Ako ortonormiramo {a, b}, dobit ¢emo {ej,es}. Nado-
punimo taj skup do ONB {ey, €5, e3,¢4} za R*. Tada se x moze prikazati kao

= (x,e1)e; + (x,ea)es + (x, €3)e3 + (T, eq)ey .

J/

~\~ ~\~
=y =z

O
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Da bismo odredili y i z, dovoljno je odrediti samo y (jer je z = x — y) pa nam ne trebaju vektori
es, €4, ve¢ samo eq, €s.
Ortonormirajmo {a, b}.

S|

T all

1
—(1,1,1,0
Lo

2 1 1 21
b2:b—<b’61>61 = (170’171)__3_(171717()): (_ 33 1>

3 37 33
b 3 1 21 1
(& = = — —’——7—, = —— 1,_2,1,3.
= ol ~ Vi (3 33 ) 5 )
Sada je
4 1 7 1 1
= (r,e1)e; + (r,e9)es = — - —(1,1,1,0) + ——= - —=(1,—-2,1,3) = = (9,2,9,7
pa je
1
Z:l’—yzg( 4737173)

ZADATAK 6.22. Neka je A, B € M,,,(R). Sto moZemo rec¢i o medusobnom odnosu redaka/stupaca
ovih matrica ako vrijedi

a) ABT =1
b) ATB =1
c) AAT =1
d) ATA=1
RJESENJE

a) Ako je ABT =1, onda je (AB");; = 4;;, odnosno

A (B )y = Z A B, = 0ij,
k=1 =1

odnosno skalarni umnozak i-tog retka matrice A i j-tog retka matrice B je 6;;, 1,7 € {1,...,m}.
Posebno, i-ti redak od A je ortogonalan na sve retke od B osim i-tog.

b) Ako je ATB = I, onda je AT(BT)T = I pa iz a) dijela zadatka zakljucujemo da je skalarni
umnozak i-tog retka matrice A7 i j-tog retka matrice B” jednak 4,;, odnosno skalarni umnozak
i-tog stupca matrice A i j-tog stupca matrice B je d;;, 4,5 € {1,...,n}. Posebno, i-ti stupac
od A je ortogonalan na sve stupce od B osim i-tog.

c) Ovo je poseban slucaj a) dijela zadatka za B = A. Zaklju¢ujemo da je skalarni umnozak i-tog i
Jj-tog retka matrice A jednak d;;, 4,5 € {1,...,m}, odnosno, retci matrice A ¢ine ortonormirani
skup.

d) Ovo je poseban slucaj b) dijela zadatka za B = A. Zaklju¢ujemo da je skalarni umnozak
i-tog 1 j-tog stupca matrice A jednak 6;;, 4,7 € {1,...,n}, odnosno, stupci matrice A ¢ine
ortonormirani skup.
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ZADATAK 6.23. Odredite a, b, c € R tako da matrica @) € M3(R) bude ortogonalna:

a
b

C

Q=

S
clselorls

vl

RJESENJE Uocimo da prva dva stupca matrice () ¢ine ortonormirani skup. Da bi ova matrica bila
ortogonalna, nuzno je (vidi prethodni zadatak) da stupci matrice @) budu ortonormirani. Dakle,
trazimo (a, b, c) € R? takve da je

A+ +3E=1, ‘F \QF \3f Jrglwr£ =0,

odnosno a? +b* +c* =1, a=c¢, a+ b+ c=0. RjeSenja ovog sustava su

(a,b,c) = i?(l, —2,1).

Za oba ova rjeSenja stupci matrice () su ortonormirani, odnosno vrijedi Q7Q = I. Matrica Q7
je lijevi inverz matrice (), a poSto je () regularna, to je i desni inverz matrice (), odnosno vrijedi
QQT =1, tj. Q je ortogonalna matrica. Uocite da ortonormiranost stupaca regularne matrice povlaci
ortonormiranost redaka te iste matrice. U

ZADATAK 6.24. Neka su L, M potprostori od U. Dokazite da je:
(a) (L4+M)" =LtnM*,
(b) (LN M)" =L+ + M.

RJESENJE
(a) Dokazujemo dvije inkluzije.

Nekajexe (L+ M)*. Tadajeax L L+M D L,Mpajeix e Lt iz e Mt Dakle,
reLtnM*
AkojexELLﬂML,ondajexLLixJ_M. Za proizvoljan y =a+b € L+ M je

(z,y) = (z,a+b) = (z,a) + (x,b) = 0+0 = 0.
Dakle, z € (L + M)*

(b) Stavimo u (a) L+ umjesto L i M+ umjesto M. Imamo:
(L' + MY = (LY n (MY =L M.
Uzimanjem ortogonalnog komplementa lijeve i desne strane, dobivamo

(L) = ((L+ ML)L>L = Lt + M*

DZ 6.5. Nadite ortogonalni komplement u R? potprostora [{(1,0,1), (1,2, —2)}].
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6.5 Najbolja aproksimacija

PRIMJER 6.25. Zelimo nadi udaljenost tocke 7' od ravnine 7.
Znamo da se najmanja udaljenost postiZe za tocku 7" koja je ortogonalna projekcija tocke T' na
ravninu 7.

Ovaj motivirajuéi primjer nas vodi na opéenitiji problem: neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran
prostor, M < U i xz € U. Trebamo pronaci vektor a € M takav da je

le —al < [lz—yll, VyeM.

Broj minye s |z — y|| zovemo udaljenost vektora x od potprostora M, a vektor a zovemo naj-
bolja aproksimacija vektora z vektorima iz M.

Rjesenje problema: vektor a mozemo dobiti kao a = Py z, gdje je Py ortogonalni projektor na
potprostor M, tj. mozemo pisati x = a+b, zaa € M, b€ M= i a je traZena najbolja aproksimacija
vektora x.

Kako pronaci a? Nademo ONB {ey, ..., ex} za M. Tada je

k
Z T, €;)e;. (6.5)
i=1

Naime, ako tu ONB prosirimo do ONB {ey, ..., eg, €51, .., €5} za cijeli prostor U, onda x mozemo
zapisati kao
n k
T = (x,e;)e; E (x,e;)e;+ g (x,e;)e; =a+b.
=1 i=1 1 k+1
N TV - -
eM EML

Zbog jedinstvenosti prikaza = = a + b slijedi formula (6.5 za a.

ZADATAK 6.25. Neka je M = [{(1,1,0,0), (0,1,1,0)}] potprostor unitarnog prostora R* sa standard-
nim skalarnim produktom. Odredite najbolju aproksimaciju vektora x = (2,0, 0, 7) vektorima iz M.
Kolika je udaljenost vektora x od potprostora M?

RJESENJE Stavimo a; = (1,1,0,0), a; = (0,1,1,0) i ortonormirajmo skup {ai,as}. Dobivamo

vektore
1

V2

Odredimo a, gdjejex =a+b,a € M, be M*:

4 2 2
a = (z,ur)uy + {x,us)us = (g, 3 —5,0> )

Uy = (1,1,0,0), wup = (—1,1,2,0).

Sl

Takoder je

42 2 2\ 2 2\ ? 2\ 2 453
—all=b] = |(2,0,07) = (=, 2. -2 0)|| =4/ 2 =z z 72 = Y70
|z —all = ||b] H( ,0,7) (373, 3 )H \/(3) +( 3> +(3) + 3

ZADATAK 6.26. Odredite p € P5(R) takav da je p(0) = p/(0) = 0 i da je vrijednost

[ 1 pteyas

najmanja moguca.
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RJESENJE Neka je M = {p € P3(R) : p(0) = p'(0) = 0}. Tada je M < P5(R). Oznacimo
po(z) = 22 4+ 1. Prostor P3(R) promatramo uz skalarni produkt (p,q) = fol p(z)g(x)dx.
Sada zadatak mozemo reformulirati: odredite p € M takav da je

lpo = pll < llpo —all, Vg € M.
Dakle, trazimo najbolju aproksimaciju vektora py vektorima iz M. Uoc¢imo da je M = {p(z) =

ax + br?|a,b € R}, odnosno M = [{z?®,2?}]. Stavimo pi(z) = 23, pa(x) = 2% Primjenom G-S
postupka na vektore p; i p, dobijemo vektore

e1(x) = VT2, ex(z) = 615 (352 _ ggﬁ’) |

Najbolja aproksimacija je dana s pys = (po, e1)e1 + (po, €2)es (dovrsite za DZ).

6.6 Metoda najmanjih kvadrata

Dobiveno je n mjerenja i njima odgovara n toc¢aka (aq,by), ..., (an,b,) u ravnini. Ideja: pronaci
pravac koji ,najbolje aproksimira” ta mjerenja. Neka taj pravac ima jednadzbu y = kx + (.
Imamo sustav

ka1 + = bl

kag + = bg

ka, + 1 = by,

tj. sustav Ax = b, gdje je

aq 1 b1
as 1 b
A = 2 . , xr = |: k:| s b = 2

: l
Qp, 1 bn

koji je najvjerojatnije nekonzistentan. No, mi svejedno zelimo odrediti onaj zo = (ko, ly) koji ,najbolje
aproksimira" taj sustav, tj. onaj xzo = (ko, lo) koji zadovoljava

|Azo — b]| < [|Az — b]| Yz € May(R).

Uvedemo i oznaku M = {Ax|x € My (R)}, vidimo da je M < M,(R). Ozna¢imo s d(b, M)
udaljenost vektora b od potprostora M. Tada vrijedi

(b, M) = minere|[b — yl] = min,en|ly — bl

Oznacimo s yg € M vektor za kojeg je d(b, M) = ||yo — b||. Tada je yo ortogonalna projekcija vektora
b na potprostor M. Posto je yo € M, postoji vektor xg = (ko, lo), takav da je Axy = yo. Tada za taj
Ty — (kfo, lo) Vrijedi

||Azg — b|| < ||Az —b|| Vz € My (R),
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odnosno vrijedi
n

> (aiko +Io — b)? Zak+l—b . Vk,leR.

=1 =1

Zato kazemo da je xq rjeSenje sustava Ar = b u smislu najmanjih kvadrata. Jasno, ako je xy rjeSenje
u smislu najmanjih kvadrata, onda je Axy zapravo ortogonalna projekcija vektora b na M.
Sad ¢emo dati jednu elegantnu metodu rjesavanja sustava Ax = b u smislu najmanjih kvadrata.

Propozicija 6.26. Neka je dan sustav Ax = b, gdje je

aq 1
a9 1

A - . . ) b € Mnl (R>7
a, 1

takav da je r(A) = 2. Tada vrijedi:
a) Sustav AT Az = ATb ima jedinstveno rjesenje.

b) Vektor zy je rjesenje sustava AT Ax = ATb ako i samo ako je xq rjeSenje sustava Ax = b u
smislu nagmangih kvadrata.

Dokaz.  a) Uoc¢imo da je sustav AT Az = ATb zapravo 2 x 2 Cramerov sustav. Naime, matrica
sustava je regularna jer je

aq 1
T . @1 an a9 ]_ . Za? Zai
AA_(l 1) Do _(Zai n
a, 1

pa je
n n 2
det (ATA) = nz a? — (Z ai) :

Sto je jednako nuli ako i samo ako je (37, a,) =nYy i, a7, ato vrijedi ako 1 samo ako je
2 201112
(a,1)" = [I1]"]all",

gdje jea = (a,...,a,), 1 = (1,...,1). Iz CSB nejednakosti znamo da jednakost vrijedi ako i
samo ako je a = a1 za neki a € R. Ovo nije moguce jer je r(A) = 2. Dakle, AT A je regularna
pa je (jedinstveno) rjesenje sustava AT Az = ATb dano s zy = (ATA)fl ATb.

b) Vektor zq je rjeSenje jednadzbe Az = b u smislu najmanjih kvadrata ako i samo ako je Az
ortogonalna projekcija vektora b na potprostor

aq 1

a 1
M={Az:x e My(R)} = ¢ x; - :2 + X9 - : cx,19 €R

ap, 1
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Vektor b se moze na jedinstven nacin zapisati kao b = ¢ + d, gdje je ¢ € M, d € M+. Dakle,
Axg je ortogonalna projekcija vektora b na potprostor M ako i samo ako je ¢ = Axg, $to je
ekvivalentno tome da je d = b — Axg, a to vrijedi ako i samo ako je b — Azg € M+, odnosno
ako i samo ako je

aq 1
(05} 1
<A$0—b, . >: i <A.I'0—b, . >:O
an, 1
i=1 =1
(AJI(] — b)l
a; Qs an, (Axo - b)2 .
— { 11 1 } : =0
(AZL‘() — b)n

— AT (Azg—b) =0
— AT Az, = AT0.

O

ZADATAK 6.27. Metodom najmanjih kvadrata odredite pravac koji najbolje aproksimira tocke (—6, —1),
(—2,2), (1,1), (7,6).

RJESENJE Pravac koji trazimo ima oblik y = kx + [ pa dobivamo sustav

—6k+1=-1
—2k+1=2
E+1=1
Tk+1=6

koji mozemo matri¢no zapisati kao Ax = b, gdje je

—6 1 ~1
21 k 2
A=11 1| x:(l)’ =11
71 6

Sustav nema rjeSenje pa minimiziramo [|Ax — b||, a rekli smo da je za to dovoljno rijesiti sustav

AT Az = ATbh. Imamo
7. 190 0 T, 45

vl =1 ]

Rjesenje tog sustava je k = %, [ = 2 pa je trazeni pravac y = %x + 2. 0

pa je sustav AT Az = ATb dan kao
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6.7 Operatori na unitarnim prostorima

Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor. Primijetimo na pocetku da je za svaki a € U,
fo : U — F definiran s f,(z) = (z, a), linearni funkcional na U. Zapravo su to svi linearni funkcionali

na U.

Teorem 6.27 (Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala). Neka je U konacénodimenzionalan uni-
taran prostor i [ linearan funkcional na U. Tada postoji jedinstven vektor a € U takav da je

flx) =(2,a), zel.
ZADATAK 6.28. Zadan je unitaran prostor R? sa skalarnim produktom

(1,22, 23), (Y1, 42, ¥3)) = 22191 + 32y + T3ys.
Za funkcional f(x,y,2) =z — 2y + 4z odredite a € R? takav da je f(z) = (z,a), za sve x € R5.

RJESENJE Neka je a = (ay,as,a3) i neka je {ej, e, €3} kanonska baza za R3. Imamo

1 = f(e1) = (e1,a) = 2ay
—2 = f(e2) = (e2,a) = 3as
4= f(es) = (es,a) = as

pa je a= (3,—2,4).
ZADATAK 6.29. U unitarnom prostoru P, sa skalarnim produktom

(p,q) = /1 p(t)q(t)dt

1

p(0) +p'(0)

zadan je funkcional f(p) = . Odredite r € P, takav da je f(p) = (p,7), za sve p € P.

RJESENJE Neka je 7(t) = ag + a1t + ast? i uzmimo py(t) = 1, pi(t) = t, po(t) = t?, kanonsku bazu
za Py. Imamo

1 2
5= f(po) = (po,7) = 2a0 + 32
1 2
5 = f(pl) = <p1,7”> = §a1
2 2
0= f(p2) = (p2,7) = ;a0 + - a.
3 5
9 3 15
jes . t dobij t) = — —t—_tQ
Rjesavanjem sustava dobijemo r(t) G + I T

Teorem 6.28. Neka je U konacnodimenzionalan unitaran prostor i A € L(U). Postoji jedinstven
operator A* € L(U) takav da je

(Az,y) = (z, A™y), Vz,y e U.
Kazemo da je operator A* hermitski adjungiran operatoru A.

NAPOMENA 6.29. Matrica operatora A* u ONB (e) je hermitski adjungirana matrici A(e), tj.
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ZADATAK 6.30. Zadan je linearni operator A € L(R?) s
Alz,y,2) = (@ + .y, +y + 2).
Odredite A*.

RJESENJE Vrijedi da je (Av,w) = (v, A*w), za sve v = (z,y, 2),w = (a,b,c) € R3. Tada je

(A(z,y,2),(a,b,c)) = (v +y,y,v +y + 2),(a,b,¢)) = alxr +y) + by +c(z +y + 2)

zla+c)+yla+b+c)+ze=((x,y,2),(a+c,a+b+c,c))

paje A*(a,b,c) = (a+c,a+ b+ c,c). O

RJESENJE (drugi nac¢in) Prikazimo operator A matri¢no u kanonskoj bazi (e) za R3:

110
Ale)=10 1 0
111
Slijedi da je
1 01
A*(e)=Ae)*=(1 1 1
0 01
Zav = (x,y,2) € R3je
T+ z
(A*v)(e) = A™(eJv(e) = |z +y+ 2
z
pa je A*(z,y,2) = (v + 2,0 +y + 2,2). O

ZADATAK 6.31. Neka su A, B € M, te T' € L(M,) linearni operator zadani s T'(X) = AX — XB.
[zracunajte T™.

RJESENJE Za sve X,Y € M, vrijedi

(T(X),Y) = (AX — XB,Y) = tr((AX — XB)Y") = tr(AXY* — X BY*)
= tr(AXY™)) —tr(XBY") = tr((XY")A) — tr(XBY™)
— (X (AY) — X(YB*)) = tr(X(AY — Y B*)") = (X, A*Y — Y B*).

Zato je T*(Y) = A*Y — Y B*.
Koristili smo linearnost preslikavanja tr i tvrdnju tr(XY) = tr(Y X) za sve X, Y € M,,. O

ZADATAK 6.32. Neka su A, B € M,, te T € L(M,) linearni operator zadani s T(X) = AXB.
Izracunajte 7.

RJESENJE Ovo mozemo rijesiti direktnim ra¢unom kao u prethodnom zadatku, ili koriste¢i prethodni
zadatak. Mi ¢emo zadatak rijesiti koristec¢i prethodni zadatak.

Definiramo operatore L, R € L(M,), L(X) =AX =AX - X -0i R(X)=XB=0-X - X(—B). Iz
prethodnog zadatka slijedi da je L*(X) = A*X i R*X = X B*.

Sada je T'= LR i zato T* = R*L*, odnosno, T%(X) = R*(L*(X)) = A*X B*. O

ZADATAK 6.33. Neka je U unitaran prostor, te x,y € U. Zadano je preslikavanje f,, : U — U s

fo(2) = (2, 9).
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(a) Dokazite da je f,, linearan operator.
(b) Dokazite da je foy o fy. = |[yl’ fe..-
(c) Odredite (f.,)"

RJESENJE

(a) Za o, f € Fiz,w e U vrijedi
fay(az + fw) = (az + fw, y)x = alz, y)x + B(w, y)x = afoy(2) + Bfoy(w).
(b) Za svaki w € U vrijedi

(fr © fyz) (W) = foy (w, 2)y) = (W, 2) fa () = (w, 2)(y, y)z = |[y]*(w, )z = [[y[* faz (w).

(c) Za svaki z,w € U imamo

(Fo(2)w) = (2 p)z,w) = (z9) . w) = (= Tmwly) = (= w.2hy) = (2, Fyalw))
Dobili smo da je f;, = fy.

ZADATAK 6.34. Neka je P; realan prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog 1 sa skalarnim
produktom

(p,q) = p(0)q(0) +p(L)g(1), p,q € Py
Neka je A : P; — P; linearan operator zadan s

Ap(t) = 2p(t) = p/'(t), peP

Odredite matricu hermitski adjungiranog operatora operatoru A u bazi {1,t}.

RJESENJE Oznacimo fi(t) = 1, fo(t) = t. Ortonormiranjem baze (f) = (f1, f2) po G-S postupku
dobivamo

er(t) = % ea(t) = V2 (t _ %) |

Uvedimo oznaku (e) = {e1, e2}. Imamo

Kako je baza (e) ortonormirana, to je

Sada je A*(f) = I(f,e)A*(e)I(e, f) = (%5 B _21D {_22 g} (% {(1) _21D1 - {—44 (13}

DEFINICIJA 6.30. Operator A € L(U) je hermitski (antihermitski) ako je A* = A (A* = —A).

ZADATAK 6.35. Navedite nekoliko hermitskih i nekoliko antihermitskih operatora na unitarnom pros-
toru.
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RJESENJE Identiteta i nuloperator su hermitski operatori.

Neka je A € L(U) proizvoljno odabran. Tada su A*A i 3(A + A*) hermitski operatori, dok je
1(A— A*) € L(U) antihermitski operator.

Svaki A € L(U) se na jedinstven nac¢in moze prikazati kao zbroj jednog hermitskog i jednog antiher-

mitskog operatora na sljedec¢i nacin:

1 1
= S(A+ A+ -
A+ A)+3

ZADATAK 6.36. Neka je A € M,,. Zapisite linearne operatore L, R € L(M,), L(X) = AX i R(X) =
X B kao zbroj jednog hermitskog i jednog antihermitskog operatora.

RJESENJE Iz rjeSenja zadatka znamo da je L*(X) = A*X 1 R*X = XB*. Stoga je L(X) =
Li(X) + La(X), R(X) = Ri(X) + Re(X), gdje je

A (A— A").

Ly (X) = %(L + LX) = %(AX +ATX),

La(X) = 5(L— L?)(X) = 5(AX — A°X),

Ri(X) = %(R +R)(X) = %(XB + XBY),
Ro(X) = %(R _ R (X) = %(XB _ XBY).

Iz rjeSenja prethodnog zadatka slijedi da su L, Ry hermitski, a Lo, Ry antihermitski operatori. U

ZADATAK 6.37. Neka je A antihermitski operator na realnom unitarnom prostoru U. Dokazite da je
za svako x € U, (Az,z) = 0.

RJESENJE Kako je A antihermitski, onda za svaki x,y € U imamo

<Al‘,y> = <$,A*y> = —<I,Ay>

pa je posebno
(Az,x) = —(z, Ax) = —(Ax, x)

jer smo na realnom prostoru. Dakle, (Az,z) = 0, za svaki z € U. d

ZADATAK 6.38. Neka je A antihermitski operator na kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru
U. Dokazite da je A 4 eI regularan za bilo koji € > 0.

RJESENJE Primijetimo da je

I(A+eDz||* = (A+ ez, (A+eD)z) = | Az|* £ elacAT) £ elhar) + 2 [l|® > |||,
Slijedi da je A + eI injekcija (jer (A +el)z = 0 povlaci da je = 0) pa je A+ el regularan jer je U

kona¢nodimenzionalan. O

ZADATAK 6.39. Neka je A € L(U) hermitski operator. Dokazite da je (Az,z) € R, Vo € U.
RJESENJE Kako je A hermitski, onda za svaki z,y € U imamo

(Az,y) = (z, A%) = (z, Ay)

pa je posebno

(Az, x) = (x, Ax) = (Ax, x).
Dakle, (Az,x) € R, za svaki x € U. d
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DEFINICIJA 6.31. Neka je U unitaran prostor. Za A € L(U) kazemo da je unitaran operator ako
vrijedi
(Az, Ay) = (z,y), Va,yeU,

Sto je ekvivalentno AA* = A*A = 1.
NAPOMENA 6.32. Neka je U konacnodimenzionalni unitarni prostor i A € L(U). Sljedece tri tvrdnje
su ekvivalentne:

1. A je unitaran operator.

2. Postoji ONB (e) takva da je A(e) unitarna matrica.

3. Matrica A(e) je unitarna u svakoj ONB (e).
PRIMJER 6.33. Ako je B € M, (FF) unitarna matrica i definiramo linearan operator Lg : M, (F) —
M,1(F), Lgx := B -z, onda je Lp unitaran operator.

PRIMJER 6.34. Neka je R, € L(R?) operator rotacije za kut ¢ u pozitivnom smjeru. Vrijedi da je
R, unitaran operator. Obrazlozenje: iz definicije (ali prvo napisati formulu), geometrijski, matri¢no.

ZADATAK 6.40. Matrica prijelaza iz jedne ONB u drugu ONB je unitarna.

RJESENJE Neka su (e) i (f) dvije ONB unitarnog prostora U. Tada je I(e, f) matrica operatora S,
Se; = fi,i=1,...,n, ubazi (e). Tvrdnja zadatka vrijedi jer je S unitaran operator.

a+b 2a
2b 0

RJIESENJE Vrijedi Ker S @ Im S* = M, odakle slijedi da je Im .S* ortogonalni komplement od Ker S

u M,. Lako vidimo da je
1 2 10
ti-lon]e-la0])

jedna baza za Ker S. Zato je dim(Ker S)* = 2, pa je dovoljno naéi dva linearno nezavisna elementa
iz M, koji su ortogonalni na F} i F5. Na primjer, mozemo uzeti

2 —1 0 0
S = B LY

Slijedi da je Im S* = [{F3, Fy}].

ZADATAK 6.41. Neka je S € L(M,) takav da je Ker S = { [ ] ra,b e IF} . Odredite Im S*.

DZ 6.6. Na vektorskom prostoru P, (R) promatramo skalarni produkt (p, q) = fjl p(z)g(x)dx. Neka
je T € L(Pn(R)) zadan kao
T(p)(z) = (1 —2*)p'(x))"

Dokazite da je T'= T, to jest, da je T hermitski operator.

RJESENJE Direktnim rac¢unom, koriste¢i parcijalnu integraciju, dokazemo da je (T'p,q) = (p, Tq) za
sve p,q € P,(R).

ZADATAK 6.42. Neka je V' kompleksni kona¢nodimenzionalni unitarni prostor, te A, B € L(V'). Ako
je A hermitski i B unitaran, dokazite da je (A — iI)(B — 5I) invertibilan operator.

RJESENJE Prisjetimo se da je A svojstvena vrijednost operatora T' € L(V') ako i samo ako T — A/
nije injektivan, odnosno, ako i samo ako T'— AI nije invertibilan. To mozemo iskazati i ovako: A nije
svojstvena vrijednost od 7" ako i samo ako je T"— AI invertibilan operator.

Kako je A hermitski operator, sve njegove svojstvene vrijednosti su realne. Zato i nije svojstvena
vrijednost od A, te je A — I invertibilan.
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Operator B je unitaran, pa je |A\| = 1 za svaki A\ € o(B). Zato 5 ¢ o(B), pa je B — 5] invertibilan.
Produkt invertibilnih operatora je invertibilan, odakle slijedi tvrdnja.

6.8 Dijagonalizacija u ortonormiranoj bazi

U ovoj cjelini éemo se baviti problemom dijagonalizacije operatora na unitarnim prostorima u or-

tonormiranoj bazi. Prvo trebamo diskutirati kakvi su to operatori koji se mogu dijagonalizirati u
ONB.

DEFINICIJA 6.35. Neka je U unitaran prostor. Za operator A € L(U) kazemo da je normalan
operator ako vrijedi AA* = A*A.

PRIMJER 6.36. Primjeri normalnih operatora:
e Hermitski operatori: Ako je A* = A, tada je AA* = A% = A*A.
e Antihermitski operatori: Ako je A* = —A, tada je AA* = —A? = A*A.
e Unitarni operatori: Ako je A unitaran operator, tada vrijedi AA* =1 = A*A.

Primjer normalnog operatora koji nije niti u jednoj od ove tri grupe:
Definirajmo A € L(C?) s A(z,y) = (iz, 5y).

Pojam normalnog operatora nam je bitan zbog sljedec¢eg teorema, koji precizno opisuje koji se ope-
ratori mogu dijagonalizirati u ONB:

Teorem 6.37. Neka je U kompleksan unitaran prostor i A € L(U). Postoji ONB (e) takva da
operator A u njoj ima dijagonalan matricni prikaz A(e) ako i samo ako je A normalan operator.

Naravno, postoji i analogna definicija za matrice:
DEFINICIJA 6.38. Za matricu A € M, (F) kazemo da je normalna matrica ako vrijedi AA* = A*A.

NAPOMENA 6.39. Neka je U kona¢nodimenzionalni kompleksni unitarni prostor i A € L(U). Sljedece
tri tvrdnje su ekvivalente:

1. A je normalan operator.
2. Postoji ONB (e) takva da je A(e) normalna matrica.
3. Matrica A(e) je normalna u svakoj ONB (e).

Za matrice prethodni teorem glasi ovako:

Teorem 6.40. Za matricu A € M, (C) postoji unitarna matrica U € M,(C) takva da je UAU*
dijagonalna matrica ako i samo ako je A normalna matrica.

8§ -3 -1
ZADATAK 6.43. Neka je A = | 12 —4 —2]. Postoji li unitarna matrica U € M3(C) takva da je
-6 3 3

UAU* dijagonalna matrica?
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RJESENJE Dovoljno je provijeriti je li A normalna matrica. Najprije,

8 12 —6
A =AT=[-3 -4 3
-1 -2 3
pa je
74 % % 244 % %
AA* = [ « % x| # * x x| = A*A.
* k% x % %

Dakle, A nije normalna pa ne postoji unitarna matrica U € M3(C) takva da je UAU* dijagonalna
matrica.

ZADATAK 6.44. Odredite ONB
kanonskoj bazi dan sa A(e) = (

kojoj se linearni operator A € L(C?) ¢iji je matri¢ni prikaz u

4
§5) € M,(C) dijagonalizira.

5 5

RJESENJE Lako se vidi da je A(e) unitarna matrica (pa je onda i normalna). Kako je (e) ONB,

to znaci da je A normalan operator pa ¢e trazena ONB u kojoj se A dijagonalizira doista postojati.

Odredimo svojstvene vrijednosti operatora A.
3\*  [4\? 6
=(A—< —) =AM -2+ 1L
(=5 +(5) =5

u
3
5
4

0=ka(N) = det(4 — AI) =

Dakle, )\1,2 = g + Z%
Odredimo sad V(A1) = Vi (2 +i1):

Dakle, z =t (i) =tvy, t € C.
Odredimo Vi (As) = Vi (2 —i3):

VRS
U
o |
ENCHITN
~
2
VRS
—_ .
<. |
[
~~
2
N\
O =
O =
~__

—1

Dakle, x :t(l

)Ztvg,té(c.

U bazi (f) = {v1,v2} A se dijagonalizira, tj. ima matri¢ni zapis D = A(f) = ()(\)1 f)
2

Baza (f) je ortogonalna, naime, (vy,v9) =4 - —i+ 1-1 = 0, ali nije ortonormirana jer

HU1||2: <U17U1> :ZE+1T:2, ||’U2H2: <U27’Ug> :—Z—_Z+1T:2

. ) 1 Z ~ 1 _Z . r o ~ A~ . .
Stavimo v; = o = 7 <1>, =15 =5 ( 1 ) paje f = {v1, U2} ONB. Operator A se u toj bazi

dijagonalizira, tj. ako stavimo U = I(e, f) = (V1 ¥2), onda je A(e) = I(e, YA(HI(f,e) = UDU*.

Opéenito vrijedi sljedeéi rezultat.
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Propozicija 6.41. Neka je A € L(U) normalan operator na konacnodimenzionalnom kompleksnom
unitarnom prostoru U i neka su x € Va(N), y € Va(u) nenul svojstveni vektori pridruzeni razlicitim
svogstvenim vrijednostima X\, i od A. Tada je v 1L y.

ee yuee

DZ 6.7. Ako je A normalan, onda je ||Az|| = ||A*z|| za sve x € U.

DZ 6.8. Ako je A normalan, onda je A — c¢I normalan za svaki ¢ € C. Posebno, operatori A — AI i
A — pl su normalni.

DZ 6.9. Ako je A normalan i Az = Az, onda je A*x = Az. Analogno za p i .

Sada imamo
Mz, y) = (Ar,y) = (Az,y) = (z, A"y) = (z, 1Y) = p(,y)

pa je (A — u){x,y) = 0. Kako je A # u, mora biti (z,y) = 0. O

ZADATAK 6.45. Odredite ONB u kojoj se linearni operator A € L(Mj3) ¢iji je matri¢ni prikaz u

2 2 =2
kanonskoj bazi dans A(e) = | 2 5 —4| € M;(R) dijagonalizira.
-2 -4 5

RJESENJE Primijetimo da je A(e)* = A(e)” = A(e), a (e) je ONB pa se A moze dijagonalizirati u
nekoj (drugoj) ONB. Odredimo najprije svojstvene vrijednosti od A:

2\ 2 —2
0=kasN) =] 2 5-X —4|=—-A-1*X-10)

paje Ay =1, Ay = 10.

1 2 =2 1 2 =2
Va2 4 —4|~]0 0 0
-2 —4 4 00 O
-2 2
Dakle, Va(A1) = [{vi,v2}], gdjesuvr = | 1 |, v9= {0
0 1
-8 2 =2 2 4 5 2 4 5 2 4 5 2 01
VA()\Z)... 2 =5 4|~ 2 -5 4]l ~10 -9 9] ~(0 1 1}~10 11
-2 —4 -5 -4 1 -1 0O 9 9 0 0 0 0 00
1
Dakle, Va(A2) = [{vs}], gdje je vz = | 2
-2

Operator A se dijagonalizira u bazi (f) = {v1,v2,v3}, ali to nije ONB. Uo¢imo da je (vy,v3) = 0,
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(vg,v3) = 0, ali (v1,v9) # 0. Stoga moramo Gram—Schmidtovim postupkom ortonormirati bazu (f):

N U1 1 —2
U1 —

= — = 1
el V5 \

by = vy — <U2;7f1>171 =

= O DN
|
| —
—
|
I
S~—
[E—
I

R Y

Up=——"=—+= 14
DENAE

Ostaje jo§ samo normirati vz jer je okomit na vy i Us pa je

1

. V3 _1
Josl] 3

~

U3
—2

Dakle, A se dijagonalizira u ONB f = {4, v, U3}, tj. za matrice

0
0|, U=I(e,f)= (0 b 1)

1
D=A(f)= |0
0 10

o = O

vrijedi A(e) = UDU*,

DZ 6.10. Odredite ONB u kojima se dijagonaliziraju operatori A € L(C?), odnosno B € L(C?) ¢iji
su matri¢ni prikazi u kanonskoj bazi za C?, odnosno C? dan sa

0 [l 145 22
a)A(e):(. ) b)Ble)=g | 1+5i —1+i 242
22 —2+2 —4-2

RJESENJE
a) A(e)* = —A(e) pa je A(e) antihermitska (posebno, normalna) pa postoji ONB u kojoj se A

) 1 1
dijagonalizira. Vrijedi: D = (6 (Z)), U= ( 2 @)

V22
b) B(e) je unitarna, svojstvene vrijednosti su joj Ay = —1, Ay = i, A3 = —i, a njima pridruzeni
1 1 1
svojstveni vektori v; = | =1 |, v = | 1], v3 = | —1]. Oni su okomiti pa ih samo treba
-2 0 1
normirati pa za
-1 0 0
D = O Z O 5 U == (UAl 'UAQ UA3)
0 0 —

vrijedi A = UDU*.
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ZADATAK 6.46. Zadan je linearni operator A : My(C) — M,(C) sa

a b a—b —a+b
Al )=l
Postoji li skalarni produkt na Ms(C) uz koji ¢e operator A iz a) dijela biti hermitski?
RJESENJE Opéenito, za hermitske operatore na kompleksnom unitarnom K.D.V.P U vrijedi 0(A) C

R. To mozemo dokazati na dva nacina:

1. nac¢in: Kako je A hermitski operator, moze se dijagonalizirati u ONB, tj. postoji ONB (f) t.d.
A(f) dijagonalna matrica, tj.
A(f) = diag(A1, ..., An).

Tada je 0(A) = {A1,..., A}, a kako je A hermitski, a (f) ONB, to je A(f) hermitska matrica, a to
znaci da je za svaki \; € 0(A) \; = \;, odnosno o(A) C R.
2. nacin (iz definicije): Kako je A hermitski operator, za sve x € U vrijedi

(Az,z) = (x, Ax).
Za X € 0(A) postoji z € U \ {0} takav da je Ax = Az. Za taj x vrijedi

Az, x) = (z, A\z),
tj. Allz|?> = A||z||?. Kako je z # 0, slijedi A = X, tj. A € R.

Pretpostavimo da postoji skalarni produkt na M(C) uz koji ¢e operator A iz a) dijela biti hermitski.
U tom slucaju je o(A) C R. Neka je (e) kanonska baza za My(C). Tada je

1 -1 0 0
11 0 0
Ae)=19 o o 1
0 0 —1 0

pa je ka(\) = det(A(e) — I) = (A2 +1)(A — 2)\. Stoga je o(A) = {0,2,7,—i}. Buduéi dasuii —i
svojstvene vrijednosti operatora A, a one nisu realne, zaklju¢ujemo da ne postoji skalarni produkt
na My(C) uz koji ¢e operator A iz a) dijela biti hermitski.

ZADATAK 6.47. Neka je V' kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V) unitaran hermitski
operator. Sto su moguce svojstvene vrijednosti za A? Dodatno, pokazite da uz dodatnu pretpostavku
(Az,z) > 0 za sve x € V, nuzno slijedi A = I.

RJESENJE Kako je A hermitski operator, postoji ONB (e) u kojoj se A dijagonalizira (bez obzira je
li U kompleksan ili realan unitarni prostor). Dakle,

A(e) = diag(Ai, ..., \p).

Kako je A hermitski operator, \; € R za sve i € {1,...,n}. Nadalje, kako je A unitaran operator, a
(e) ONB, A(e) je unitarna matrica pa vrijedi

diag( A1, ..., A )diag(hy, ..., A) = 1,

odnosno |\ =1 zasvei € {1,...,n}. Kako su sve svojstvene vrijednosti realne, to je \; € {1, —1}.
Uz dodatnu pretpostavku (Az,x) > 0 za sve z € V, vrijedi (\x,z) > 0, gdje je A € o(A), a x
svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A. Stoga je Al|z|* > 0, a odatle slijedi (budu¢i da je
xz #0) daje A > 0 za svaki A € 0(A) pa imamo

A(e) = diag(1,1,...,1),

odnosno A = 1.
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Poglavlje 7

Kvadratne forme

7.1 Dijagonalizacija kvadratne forme
DEFINICIJA 7.1. Simetri¢na kvadratna forma je funkcija f : R" — R zadana sa
f(x) = (Az, z),

gdje je A simetri¢na realna matrica.

DEFINICIJA 7.2. Kazemo da je kvadratna forma
e pozitivno definitna ako je (Az,z) > 0 za x # 0;
e pozitivno semidefinitna ako je (Az,z) > 0 za z € R™;
e negativno definitna ako je (Az,z) < 0 za x # 0;
e negativno semidefinitna ako je (Az,z) <0 za z € R";

Za sve ostale forme kazemo da su indefinitne.
DEFINICIJA 7.3. Kvadratna forma je kanonska ako je odgovaraju¢a matrica dijagonalna.

Simetri¢nu matricu A moZemo zapisati u obliku A = QDQ?, pri ¢emu je @ ortogonalna, a D
dijagonalna matrica. Tada je

(Az,x) = <QDQTx,:U> = <DQTx,QTx>.

Uvedemo li supstituciju Q7z = y, dobivamo
(Az,z) = (Dy,y) = > _ \s,
i=1

pri ¢emu je D = diag(A, -, A,). Prema tome, svaka se kvadratna forma moze svesti na kanonsku
supstitucijom y = Q7.

ZADATAK 7.1. Svedi na kanonski oblik kvadratnu formu
f(z1, T9, 23) = 622 + 522 + T2 — 4a129 + 47173

85
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RJESENJE f(z) = (Az,z) = 623 + 523 + Ta2 — 4x129 + 47123, odakle dobijemo da gornja forma
odgovara simetri¢noj matrici

6 -2 2
A=|-2 5 0
2 0 7
2
Njene svojstvene vrijednosti su A\; = 3, Ao = 6, A\3 = 9. Pripadne svojstvene vektore vy = | 2 | vy =
-1
-1 2
2 | ,u3 = [—1| normiramo i od njih formiramo stupce ortogonalne matrice (). Dakle,
2 2
1 2 -1 2
Q= 3 2 2 -1
-1 2 2

Uvodenjem supstitucije y = QT x, tj. z = Qy i uvritavanjem u pocetni oblik, dobijemo

f(@1, 2, 23) = 3y; + 6y3 + 9y

ZADATAK 7.2. Svedi na kanonski oblik kvadratnu formu
f(z1, 29, 23) = 322 + 323 — 22129 + 4a 173 + 47973

RJESENJE f(z) = (Az,z) = 32} + 323 — 2z122 + 42123 + 42913, odakle dobijemo da gornja forma
odgovara simetri¢noj matrici

3 -1 2
A=|-1 3 2
2 20
Njene svojstvene vrijednosti su Ay = —2, A3 = A3 = 4. Ortonormiranjem pripadnih svojstvenih
vektora dobijemo matricu
11 1
V2 VB VB
— | L L 1
Tl ¢4
0 75 %

Uvodenjem supstitucije y = QTz, tj. * = Qy i uvrstavanjem u pocetni oblik, dobijemo

f(@1, 20, 23) = =247 + 4y3 + 4y;

Teorem 7.4. Kvadratna forma je

e pozitivno definitna ako i samo ako je \; > 0 za svei € {1,2,...,n};
e pozitivno semidefinitna ako i samo ako je \; > 0 za svei € {1,2,...,n};
e negativno definitna ako i samo ako je \; <0 za sve 1 € {1,2,...,n};

e negativno semidefinitna ako i samo akoje A\; < 0 za svei € {1,2,...,n}.
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e indefinitna ako postoje \; i \; takvi da je \; >0 1 \; < 0.

Tip kvadratne forme mozemo provjeriti i bez da dijagonaliziramo matricu A koristeéi Sylvesterov
ai; Q12

an , D,, = det A zovemo glavne minore matrice A.
21 Q22

kriterij: Brojeve Dy = |ay1|, Dy =

Teorem 7.5 (Sylvesterov kriterij). Kvadratna forma q je pozitivno definitna ako i samo ako je D; > 0
za sve i =1,---,n, a negativno definitna ako © samo ako je D1 < 0,Dy >0,D3 <0,D4 >0---.

PRIMJER 7.6. Sylvesterov kriterij se ne moze koristiti za pokazivanje pozitivne/negativne semidefi-
nitnosti forme. Naime, postoje primjeri simetri¢nih matrica za ¢ije minore vrijedi D; > 0, no one
nisu pozitivno semidefinitne. Jedan takav je:

1 -1 =2
B=|-1 1 2
-2 2 1

Vrijedi Dy = 1, Dy = D3 = 0, no o(B) = {0, 3i§/?§}. (Uvjerite se sami!) Iz spektra od B vidimo da
je forma zadana s ¢(x) = (Bx, z) indefinitna.

Za domacu zadacu pronadite primjer simetri¢ne 3 x 3 matrice za koju vrijedi D; <0, Dy > 0, D35 <0
i koja ima (barem jednu) pozitivnu svojstvenu vrijednost.

ZADATAK 7.3. Odredite sve A € R za koje je forma
f(z1, 29, 23) = AxT 4+ Ax5 + (A — 3)23 + 22179 + 2A7173 + 27573

negativno definitna.
RIESENJE f(x) = (Ax,z) = A3 + Az + (A — 3)a3 + 2x129 + 27123 + 27973, odakle dobijemo da
gornja forma odgovara simetri¢noj matrici

Prema Sylvesterovom kriteriju, f je negativno definitna ako i samo ako je

Al

Dlz)\<0, D2:1 A\

>0, D3=detA <O,

tj. A< 0, A2 —=1>013(1—-)?) <0, tj. ako i samo ako je A < —1.

7.2 Krivulje 1 plohe drugog reda

Polinom drugog stupnja je funkcija oblika
p(x) = (Az, z) + (b, z) + ¢,

gdje je A simetricna kvadratna matrica, b je stupac, a c¢ je realni broj.
Krivulja (ploha) drugog reda je skup

K ={r € R*R?) : p(z) = 0}.

Gledamo nedegenerirani slucaj, tj. slucaj kad je A # 0. Vrstu krivulje (plohe) odredujemo dijago-
nalizacijom kvadratne forme. Pri tom dijagonaliziramo pomoc¢u ortogonalnih matrica kako bi i novi
sustav bio kartezijev (imao okomite osi).
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ZADATAK 7.4. Odredite krivulju zadanu jednadzbom
4122 + 24xy + 9y* + 247 + 18y — 36 = 0. (7.1)
RJESENJE Danu jednadzbu mozemo napisati u obliku

(Az,x) + (b,x) + ¢ =0,

41 12 24
A(12 9>, b(18)’ c = —306.

Matrica A ima svojstvene vrijednosti o(A) = {45,5}, a odgovarajuc¢i normirani svojstveni vektori su
1

=) s (5)

Od njih formiramo matricu ) kao

3 1 .

_ (v Ty _ (cosy —smcp) _

@ (x/LTo %) <sin<,0 cos ¢
Nove varijable se mogu izraziti preko starih kao
x/
()=o)
()=a(2)= (00
y Y 75 (@ +3y)

Uvrstimo u (|7.1)) i dobivamo jednadzbu

gdje je

< K

a stare preko novih kao

[e=]

90 30
45277 + 5y + —a' + —y/ — 36 =0

V10 V10

2 1 45 6 9 45
45(x’2+—1_0x’+1—0)—1—O+5<y’2+—1_0y'+1—0)———36:O.

Uvedimo nove varijable translacijom sustava

odnosno

x/lle_i_ 1 y//:y/+

V10°

pa se jednadzba svodi na

452" + 5y"? = 45,

tj.
l’”Q "2
" YT
1 9
Sto je jednadzba elipse centralne u sustavu {z”,y”}. Taj sustav je dobiven od pocetnog {x,y}
.. .. . —1
rotacijom za kut ¢, a potom translacijom (u zarotiranom sustavu) za vektor \/% (_ 3
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—a}

Slika 7.2: Krivulja u sustavima

Slika 7.1: Krivulja u xy sustavu - Slika 7.3: Krivulja u 2’y sustavu

4t 41

_at

Slika 7.5: Krivulja u sustavima Slika 7.6: Krivulja u z”y” sus-

",

Slika 7.4: Krivuljau 'y sustavu .
Ty 12"y tavu

ZADATAK 7.5. Odredite krivulju zadanu jednadzbom
322 + 102y + 3y* — 2z — 14y — 13 = 0.
RJESENJE Danu jednadzbu mozemo napisati u obliku

(Az,z) + (b,x) +c =0,

3 5 —2
() o) e

Matrica A ima svojstvene vrijednosti o(A) = {8, —2}, a odgovarajuéi normirani svojstveni vektori

daju matricu Q:
1 1 :
o=(v )= cosp  —sing)
\% \% sing cos¢

Stare varijable se mogu izraziti preko novih kao

()-e()-(2020)

gdje je

[\
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Uvrstimo u pocetnu jednadzbu i dobivamo jednadzbu

odnosno

Slika 7.8: Krivulja u sustavima
xy iy

Slika 7.7: Krivulja u xy sustavu Slika 7.9: Krivulja u 2’y sustavu

Uvedimo nove varijable translacijom sustava

x//:x/_i y//:y/+i

pa se jednadzba svodi na

8" —2y"% =8,
t.
A
1 4

Sto je jednadzba hiperbole centralne u sustavu {z”,y”}. Taj sustav je dobiven od pocetnog {x,y}

rotacijom za kut ¢ = 7§, a potom translacijom (u zarotiranom sustavu) za vektor % 3

ZADATAK 7.6. Odredite plohu zadanu jednadzbom
922 4 20y% + 2022 — 40yz — 362 — 4V 2y + 4V2z + 4 = 0.

RJESENJE Matrica ove kvadratne forme je

9 0 0
A=1(10 20 —-20
0 —-20 20

Njene svojstvene vrijednosti su o(A) = {9,40,0} i odgovarajuéi svojstveni vektori daju matricu

1 0 0
0 -5 &
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Slika 7.10: Krivulja u 2’y sus- Slika 7.11: Krivulja u sustavima = Slika 7.12: Krivulja u zy” sus-

/.. 3 /i
tavu Ty 1x°y tavu

1 uz supstituciju

dobivamo jednadzbu
92/ + 40y° — 362’ — 8y +4 =0,

tj.

1 1
9(’2—4’ 4) 40 (% — =/ + — ) = 32.4.
x xr + + Y 5y+100

Nakon supstitucije

1
) "n__ 0 =
x z y Y Yy 10’

dobivamo jednadzbu cilindra

Slika 7.13: Ploha 9z% + 20y* + N 5 22
202° — 40yz — 36x — 44/2y + Slika 7.14: Ploha 92" + 40y"" —  Slika 7.15: Ploha 2 + = =1
422 +4=0 362" — 8y’ +4 =0
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DZ 7.1. Odredite krivulje zadane jednadzbama
(a) 172% + 122y + 8y? + 20v/5x + 20 = 0,
(b) 2? — 2zy + y* — 10z — 6y + 25 = 0,
(c) 2% —day +4y* — 4o — 3y — 7= 0.
DZ 7.2. Odredite plohe zadane jednadzbama
(a) 42% + 4y* — 82% — 10xy + 4yz + 422 — 162 — 16y — 82 + 72 = 0,

(b) 2% — 2% + 22 + 4wy + dyz — 1022 + 22 + 4y — 102 — 1 = 0.
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