LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 1. (12 bodova) Odredite sve parametre «, 3 € R za koje je preslikavanje s : R? x R® — R zadano
S
s(z,y) = br1y1 + axyys + Brayr + aBrays — 211y — 213Y1 + 2733

skalarni produkt na R3.

Rjesenje. Jedno od svojstava koje preslikavanje s mora zadovoljavati da bi bilo skalarni produkt je s(y, z) =
s(z,y) za sve x,y € R?. Uocimo da je s(y, ) = s(x,y) ako i samo ako vrijedi

ST1y1 + awys + Broyr + afxeys — 231ys — 2w3y1 + 273Y;3
=0y1%1 + ay1® + Pyar + aByare — 2y173 — 2y371 + 2Y373,

odnosno ako i samo ako je
a(r1ys — y122) + B(T2y1 — yox1) = 0,

tj. ako i samo ako je
(T1y2 — t112) (v — B) = 0.

Da bi posljednja jednakost vrijedila za sve x,y € R3, nuzno je o — 3 = 0. Ukoliko bi vrijedilo o — 3 # 0,
onda, da bi vrijedilo s(y,x) = s(x,y) za sve x,y € R3 mora biti z1ys — y172 = 0 za sve 7,y € R3, a to
o¢ito nije istina (uzmimo npr. = = (1,1,0),y = (1,0,0)). Dakle, da bi s uopé¢e imao Sansu biti skalarni
produkt, mora vrijediti « — f = 0, odnosno o = f3.

Ukoliko je o = 3, imamo

s(z,y) = br1ys + ariys + axsyr + Q’xays — 221y5 — 2x3y1 + 23Ys.
Sada je

s(z,x) = ba? + 2amwy + &’x5 — da 73 + 207
= (71 + amy)? + 4a] — 473 + 273

= (21 + ax)® + (22 — 23)* + 23 >0
i vrijedi s(x,z) = 0 ako i samo ako je
r1+axy =0,2x1 —23=0, x3 =0,

tj. ako i samo ako je 3 = 0,21 = 0,z = 0. Ako je @« = 8 = 0, onda npr. za z = (0,1,0) vrijedi
s((0,1,0),(0,1,0)) = 0 pa s nije skalarni produkt za o = § = 0.

Ako je o = 5 # 0, onda je s(z, ) = 0 ako i samo ako je x = (0,0,0). Dakle, za « = 3 # 0, preslikavanje
s zadovoljava i svojstvo pozitivne definitnosti i svojstvo hermitske simetri¢nosti. Lagano se provjeri da u
tim slucajevima s zadovoljava i svojstvo homogenosti i aditivnosti (taj dio prepustamo ¢itatelju).

Dakle, s je skalarni produkt ako i samo ako je o = 5 # 0.



Zadatak 2. (10 bodova)
a) (7 bodova) Provijerite je li preslikavanje n : R® — R zadano s
n(xy, xe, x3) = |32 + 22| + |1 + 222| + | — 1 — 22 + 23]
norma na R3.

b) (3 boda) Ukoliko je m norma, je li inducirana nekim skalarnim produktom na R3? ObrazloZite
odgovor.

Rjesenge.
a) Provjerimo svojstva norme

(1) n(zy, e, 3) = 331 + 239| + |21 + 222| + | — 71 — T2 + 23| > 0 za sve x € R3. Nadalje, buduéi
da je |3z + 2x9| > 0, |z + 229| > 0, | — 21 — 22 + 23| > 0, vrijedi n(x) = 0 ako i samo ako je

‘3]71 +2$2’ = ‘1’1 —|—2.Z'2‘ = ’ — T — T2 "‘1’3’ = O,
odnosno ako i samo ako je
3131 + 21’2 =0
x|+ 21}2 =0

—ZEl—I2+ZE3:O

Iz prve dvije jednadzbe dobivamo 3z, = 1 pa je 1 = 0, a onda iz prve jednadzbe slijedi x5 = 0,
a iz trece x3 = 0. Dakle, n(z) = 0 ako i samo ako je z = (0,0,0).

(2)
n(Az) = [3(Az1) + 2(Axe)| + |(Ax1) + 2(Axz2)| + | — (Azq) — (Ax2) + (Ax3))|
= [A[(13%1 + 23| + |21 4 222 + | — 21 — 22 + 33]) = [A[n(2)
za sve x € R3 1 za sve \ € R.
(3)
n(r+y) = [3(x1 + 1) + 2(z2 + yo2)| + (21 +y1) + 2(22 + 32)|
+ | = (z1+ 1) — (2 + y2) + (23 + y3)]
= |(3z1 + 272) + (3y1 + 2¢2)| + [(1 + 222) + (1 + 292)]
+ (=21 — 22 +23) + (—y1 — y2 + ¥3)|
< |3z1 + 2xo| + |3y1 + 22| + |21 + 222] + |y1 + 210]
+ | =2 — 2+ as| + | — 1 — Yo + ys)
= 321 4 29| + |21 + 222| + | — 21 — 22 + 23]
+ 13y1 + 202] + |y1 + 2y2| + | — y1 — y2 + 3| = n(z) + n(y)

za sve 1,y € R3.
Dakle, n je norma na R3.
b) Norma nije inducirana skalarnim produktom. Na primjer, za vektore z = (1,0,0) y = (0, 1,0) vrijedi
n(z+y)? +n(z—y)*=n(1,1,0%+n(1,-1,00 = (5+3+2)2 + (1 + 1+ 0)* = 100 + 4 = 104,
dok je
2(n(z)? +n(y)?) = 2(n(1,0,0)* + n(0,1,0)?) = 2((3 4+ 1+ 1) + (2 + 2+ 1)%) = 2(25 + 25) = 100.

Kako nije zadovoljena relacija paralelograma za gornje x i y, zakljucujemo da norma nije inducirana
skalarnim produktom.



Zadatak 3. (8 bodova) Na prostoru M(R) dan je skalarni produkt

Tr1 T2 Y1 Y2
s , = T1Y1 + Y2 + T3Y3 + 2T4Yy.
( Lg Lj {yg yJ ) 1Y1 2Y2 3Y3 4Y4

a) (4 boda) Odredite jednu bazu za ortogonalni komplement potprostora

M:H‘CL Z} :—2a+b+c=0, —3b+3c—2d:0}

s obzirom na taj skalarni produkt.

b) (4 boda) Odredite d ({_32 Z] , M) :

Rjesenge.

a) Odredimo najprije neku bazu za potprostor M. Vrijedi

M:{[“ b} 204 bt e=0, —3b+3c—2d:o}:{F(b+C> bﬂ)} :b,ceR}

c d c 3(-b
1. 11 2 1110 1 2 10
“terlo S eaele sl eeem =l 2] 3}
Oznacimo te dvije matrice s A; i Ay, redom. Matrica A = {ﬁ 3}] je u M~ ako i samo ako je

(A| A1) = (A] As) =0, odnosno ako i samo ako je
x4+ 2y —6w =0, x4+ 22+ 6w =0,

odnosno ako i samo ako je y = 1(—z + 6w), z = 3(—z — 6w). Dakle,
1
1 x s(—z +6w)| 12 1 0 3|
M _{{%(—x—&v) w cx,w e RS = Qx 1 0 + w 31 cx,w € R
T2 -1 [0 3
-1 o ]-3 1

3 2} Tada je

b) Oznagimo s B = [_2 4

d(B, M) = d(B, Bx) = ||B = Bul| = |[Bare|];

gdje je By ortogonalna projekcija matrice B na potprostor M, a Bi; ortogonalna projekcija matrice
B na potprostor M+. Nadimo prvo jednu ortonormiranu bazu za M*, §to ¢ée biti jako jednostavno
. . 2 —1/. 0 3 . . .

jer su matrice By = [_1 0 } i By = [_3 J ortogonalne s obzirom na zadani skalarni produkt.
Normiranjem matrica By i By s obzirom na zadani skalarni produkt dobivamo ortonormiranu bazu

I {2 -1 1 0 3
| ) e R
za M+, Vrijedi

By = (B|Ey)Ey+ (Bl Es)Ey = {_21 _01] + {—03 ﬂ

R

Dakle, d(B,M):||BML||:H[_24 ?]H:\/%



Zadatak 4. (10 bodova) Koriste¢i ortogonalnu projekciju, odredite polinom p iz vektorskog potprostora
M ={pePs;:p(l)=p(—1) =0} < P; za kojeg je izraz

[ @ —poya

1
najmanji mogudi.

Rjesenje. Ozna¢imo py(t) = t3. Prostor P3 promatramo uz skalarni produkt (p|q) = f_llp(t)q(t)dt. Sada
zadatak moZzemo reformulirati: odredite p € M takav da je

lpo —pll < llpo —qll, Vg € M.

Dakle, trazimo ortogonalnu projekciju vektora py na potprostor M. Uocimo da je
M={at’ +bt’ +ct+dla+b+c+d=0,—a+b—c+d=0}=[{1—t*t—t}].

Stavimo p;(t) = 1 — t%, po(t) = t — t3. Primjenom G-S postupka na vektore p; i po (koji su okomiti s
obzirom na dani skalarni produkt) dobijemo vektore

el(t) = @(1 — %), ey(t) = @(t —t%).

Ortogonalna projekeija je dana s py = (po | e1)er + (po | ea)es = 2(t — t7).



Zadatak 5. (10 bodova)

a) (6 bodova) Neka je (V,(-|-)) unitarni prostor. Dokazite da je preslikavanje n: V' — R zadano s

n(v) ==/ (v|v)
norma na V.

b) (4 boda) Postoje li vektori a, b, c u kompleksnom unitarnom prostoru C? takvi da je

10 241
G(a,b,c)=| 0 3 0 |7
2—1 0 4

Obrazlozite odgovor.

Rjesenge.

a) RjeSenje se nalazi u udzbeniku https://web.math.pmf.unizg.hr/ fran/LA-udzbenik.pdf (propozicija
5. 3. 2.)

b) Ukoliko bi takvi vektori postojali, onda bi vrijedilo
(a|la)y =1, {c|c) =4, (a]c)=2+1.

Prema CSB nejednakosti vrijedi
[{ale)| < lall - [lel],

odnosno
2+i <1-2=2,

tj. v/5 < 2, 8to nije istina. Dakle, ne postoje vektori a,b, ¢ s trazenim svojstvima.



