LINEARNA ALGEBRA 2

Prvi ispitni rok — 27. sijecnja 2025.

Zadatak 1. (20 bodova) Odredite sve parametre o € R za koje je preslikavanje s : C*x C? —
C zadano s

s(z,y) = 21 + anFz + (1 — @)wsln + 290
skalarni produkt na C?. Za sve dobivene « ortonormirajte skup {(1,0),(0,2)} s obzirom na
ta]j skalarni produkt.

Rjesenje. Jedno od svojstava koje preslikavanje s mora zadovoljavati da bi bilo skalarni
produkt je s(y,z) = s(x,y) za sve z,y € C?. Uocimo da je s(y,z) = s(x,y) ako i samo ako
vrijedi

T + a1z + (1 — a)yeT1 + Y272
=T1y1 + aTrys + (1 — )Ty + Taye,

odnosno ako i samo ako je
a(Trys — n1%2) + (1 — o) (Tay1 — yo1) = 0,

tj. ako i samo ako je
(T1y2 — 1172)(2a — 1) = 0.
Da bi posljednja jednakost vrijedila za sve z,y € R3, nuzno je 2o — 1 = 0. Ukoliko bi vrijedilo
2a0 — 1 # 0, onda, da bi vrijedilo s(y, z) = s(z,y) za sve x,y € C?, mora biti ZTyys — y173 = 0
za sve x,y € C?) a to ocito nije istina (uzmimo npr. = = (1,1),y = (1,0)). Dakle, da bi s
uopdée imao Sansu biti skalarni produkt, mora vrijediti 2a — 1 = 0, odnosno o =
1

Za o = 3, Imamo

5.
1

1
s(x,y) = o171 + 596’1@ + 5@% + Tals.

Sada je

s(x, @) = 11T1 + GTT3 + 50T + 72T

1 -
= \$1|2 + §x1x_2 + §x1x_2 + \:1:2\2

1
= |z1|* + §2Re(x1$_2) + |25 |2
= \x1|2 + Re(x173) + \x2\2
> |o1]? — a1 T3] + ||

= |z1|* = |z1||za| + |22|?

1\ 3
= (ke = gleal ) + e 2 0



i vrijedi s(x,z) = 0 ako i samo ako je

1] — Jaa| = |s] = 0
1 2$2—902—7

te Re(x172) = —|x173|, tj. ako i samo ako je z1 = z9 = 0. Dakle, za a = %, preslikavanje
s zadovoljava 1 svojstvo pozitivne definitnosti i svojstvo hermitske simetri¢nosti. Lagano se
provjeri da u tim slucajevima s zadovoljava i svojstvo homogenosti i aditivnosti (taj dio
prepustamo Citatelju).

Dakle, s je skalarni produkt ako i samo ako je o = 2

5.



Zadatak 2. (16 bodova) Zadane su tocke T} = (3,3), Tb = (—1,5), T3 = (—2, —5). Koristedi
ortogonalnu projekciju, odredite pravac y = kx + [ za kojeg je izraz

3

Z(yi — (kzi +1))?

1=1

najmanji. Pri tome su (z;,y;) koordinate tocke T; za i € {1,2,3}.

Rjesenje. Zelimo minimizirati izraz

Fle 1) = (yi — (kz; + 1))* = (3= Bk +1))* + (5 — (=k +1))* + (=5 — (—2k +1))*.

i=1
Uodio da je f(k,1) =d((3,5,—5),(3k + 1, —k + 1, —2k +1))% Stavimo li
M={@Bk+1,—k+1,-2k+1) : k,l e R} ={k(3,-1,-2)+1(1,1,1) : k,l € R},

vidimo da je M = [{(3,—1,-2),(1,1,1)}] pa je minyer f(k,1) = d((3,5,—5), M)*. Znamo
da je d((3,5,—5), M) = d(b,by), gdje je b = (3,5,—5). Stavimo a; = (3,—1,—2),a9 =
(1,1,1). Ortonormiranjem dobivamo vektore e; = \/%74(3, —1,-2), e5 = \/ig(l, 1,1). Sada je

14 3
by = <b ‘ 61>€1 + <b ‘ 62>€2 = ﬁ(g, —1, —2) + 5(1, 1, 1) = aj + as.
Taj minimum se dostize za k = 11 [ = 1, odnosno, pravac koji najbolje aproksimira tocke

Ty = (3,3), T = (—1,5), T5 = (=2, —5) je pravac s jednadzbom y = = + 1.



Zadatak 3. (20 bodova) Neka je {;, 7, /;} ortonormirana baza prostora V3(O) i neka je
S : V3(0) — V3(O) operator koji vektor prvo projicira na ravninu s jednadzbom y—3z = 0,
a potom njegovu sliku rotira za kut od 90° oko osi z.

- -

(a) (12 bodova) Operatoru S odredite matri¢ni prikaz u ortonormiranoj bazi {i, j, k}.

(b) (8 bodova) Odredite jezgru operatora S. Je li S monomorfizam? Obrazlozite odgovor.

Rjesenje.
(a) Ozna¢imo s P linearni operator projekcije na ravninu s jednadzbom y — 3z = 0, a s

R operator rotacije za kut od 90° oko osi z. Koristeé¢i formule izvedene na vjezbama,
imamo P(¥) = ¥ — (¥ - 1)1, gdje je 7 jedini¢ni vektor normale ravnine s jednadzbom

y — 3z =0, odnosno 1 = %(;— SE) Sada je
P(i)=i—(i-M)ia=1i
- - 1 - - 9. 3~
— )i = — —(F = 3K) = —] + —Fk
P(j)=j—(-m)i=] ol =3k =157+ 1
L L 23. . 3. 1
Py~ T o 3w o 3-, 1
(ky=k—(k-m)i=k 7 (7 — 3k) T lOk’
odnosno ) _
1 0 0
9 3
[Pley =10 i 10
Y10 10
Matri¢ni prikaz rotacije je ) )
0 —1 0
[R](e) = |1 0 O0f,
0 0 1]
jer je R(1) = j, R(j) = —i, R(k) = k. Istu matricu mozemo dobiti i uvrstavajuéi kut
od 90° u formulu izvedenu na vjezbama. Sada je
9 3
O =% —1
Sley =R o Pl =Rl [Pl =1 00
0 % 1w

(b) Jezgru operatora mozemo odrediti racunski iz definicije jezgre, rjeSavajuéi homogeni
sustav jednadZzbi, a mozemo i uz vrlo malo racuna, na sljede¢i nacin.

—.

Ker(S) = {7 € V3(0) : S(¥) =0} = {# € V*(0) : R(P(¥)) = 0}
— {7 € V30) : P(¥) € KerR = {0}} = KerP.
Vektor ¥ je u KerP ako i samo ako je ¢ kolinearan s vektorom 7 (jer je to vektor

smjera pravea normale zadane ravnine). Stoga je Ker(S) = [{j — 3k}] # {0} pa S nije
monomorfizam.



Zadatak 4. (24 boda)

a) (20 bodova) Linearni operator A : R® — R? zadan je svojom matricom u kanonskoj bazi

3 —4 =2
[Aley= |2 =3 -2
0 0 1

Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore linearnog operatora A
te algebarske i geometrijske kratnosti svojstvenih vrijednosti. Moze li se operator A

dijagonalizirati? Ako se moze dijagonalizirati, odredite [A]%g)%.
b) (4 boda) Postoji li baza (e’) od R? takva da je
#?7 0 0
[Aley=1] 2 =58 0|7
1 1 2
Obrazlozite odgovor.
Rjesenge.
(a) Karakteristi¢ni polinom operatora A je
33—\ -4 —2
ka(A) =det([A] ) —A) =| 2 —=3-X =2 |=—-QA+1)A-1)
0 0 1—A
odakle slijedi da je 0(A) = {1,—1}, a(1) = 2, a(—1) = 1. Odredimo sada svojstvene
potprostore.
Va(—1)| Rjesavamo ([A]) — (=1) - I)z = 0 i dobivamo Vy(—1) = [{(1,1,0)}]]. Dakle,
g(=1) =1
Va(1)| Rjesavamo ([A]) — 1)z = 0 i dobivamo V4(1) = [{(1,0,1),(0,1,—2)}]]. Dakle,
g(1) = 2.

Kako je a(1) = g(1),a(=1) = g(=1) i a(1) + a(—1) = dimR3, zakljucujemo da se
operator A moze dijagonalizirati. Odaberimo bazu (a) koja se sastoji od svojstvenih
vektora,

(a) = {(1,1,0),(1,0,1), (0,1, -2)}
Vrijedi



Stoga je

) e,a) (e,a)
11 0] [-100lt1 0]
=10 1 0 10/]|10 1
01 -2[10 01|01 =2
(3 —4 —2
= |2 -3 =2
0 0 1

(b) Ukoliko postoji takva baza (¢’), onda su [A]. i [A]e slicne matrice pa te matrice moraju
imati isti rang, trag, determinatnu i karakteristi¢ni polinom (ovo su nuzni, ne i dovoljni
uvjeti). lako im se rang, trag i determinanta podudaraju, matrice ipak nisu sli¢ne jer je

kM]@O‘) = —(>\+1)(>\— 1)2, k[A](e/)(A) = — ()\ — ﬂ) <>\ — #) (>\—2)

pa je ki), (A) # kia),, (A), 5to znaci da matrice [A]) 1 [A](¢) nisu slicne.



Zadatak 5. (20 bodova)

(a) (14 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalni unitarni prostor i neka je L < V. Defini-
rajte ortogonalnu projekciju vektora x € V na potprostor L. Dana je ortonormirana
baza {ei, e, ..., e} vektorskog potprostora L. Dokazite da je ortogonalna projekcija
vektora x € V' na potprostor L dana s

i dokazite da je d(z, L) = d(z,xr).

(b) (6 bodova) MoZe li linearni operator B : P; — R? biti epimorfizam? Moze li biti
monomorfizam? Ako moze, nadite primjer takvog operatora. Obrazlozite odgovore.

Rjesenge.
(a) Vidjeti predavanja.

(b) Ako je B epimorfizam, onda je r(B) = dim(R?) = 3 pa je po teoremu o rangu i defektu
d(B) = dimP; — r(B) = 2 — 3 = —1, §to nije moguce pa B ne moze biti epimorfizam.

S druge strane, B moze biti monomorfizam, npr.
B(at +b) = (a,b,0), a,b € R

je monomorfizam iz P; u R?.



