MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 01. veljace 2022.

Zadatak 1. (6 bodova) Za t € R rekurzivno je zadan niz
ap :=t, Qpt1 = ai + a,, n € N.

Ispitajte konvergenciju niza (a,), u R u ovisnosti o parametru ¢ € R. U slucajevima kad niz konvergira,
odredite mu limes.

Rjesenje. Uocimo da za sve n € N vrijedi

2
py1 = @, +ap, = a,
~—~—

>0

pa slijedi da je niz (ay), rastu¢. Zakljuujemo da ili konvergira prema nekom realnom broju L € R, ili
konvergira prema +o00.

Pretpostavimo da a, — L € R. Pustanjem n — oo na rekurzivnu relaciju a,,; = a2 + a,, dobivamo
L=L*+L = L=0.

Bududi da je niz (a,), rastué, to znac¢i da je 0 = sup{a, : n € N} pa specijalno a,, < 0 za sve n € N.
Promotrimo funkciju

fR—=R, f@)=2"+z

za koju se lako pokaze da
flz) <0 <= z€[-1,0].

Dakle, imamo
f(t)=fla1) =as <0 < t€[-1,0].

Slijedi da je t € [—1,0] nuzan uvjet za konvergenciju niza u R.
Obratno, pretpostavimo t € [—1,0]. Lako se pokaze da je f([—1,0]) C [—1,0] pa indukcijom slijedi da je
a, € [-1,0], zasven € N.

Zakljuéujemo da je niz (a,), rastu¢ i odozgo ogranicen s 0 pa slijedi da a,, — L za neki L € R. Prema
gornjoj diskusiji nuzno slijedi L = 0.

Dakle, niz (a,), konvergira u R ako i samo ako t € [—1, 0] pa prema napomeni s pocetka, za t € R\ [—1, 0]
niz nuzno konvergira u -+oo.

Sve u svemu, imamo

0, ako je t € [—1,0],
Ay —
+o0, ako jet € R\ [-1,0].
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Zadatak 2.
(a) (3 boda) Odredite parametar a € R tako da sljede¢i niz konvergira

an:< + (D))" + +acos2n—7r, n € N.
3" +n3+n 2

(b) (4 boda) Odredite lim,, b, gdje je

2 2
by = V<1+§>3<1+§>5--.<1+ yrt1, neN.

Rjesenge.
a)
32k+22k¢ 1+ (2)21:
G2k = +a-1= : +a-1=1+a
1+ 221
(k-1 = 3 +0—0
314 8(k—1)"+2(k—1)
Dakle mora biti 1 +a = 0, odnosno a = —1.
b)
b — In(1 + %)3 +In(1+ %)5 44 In(1+ %ﬂ>2nﬂ

n
Po Stolzovom teoremu dovoljno je gledati postoji li limes niza
2

_)2n+3’ n € N.

In(1
n( +n+2

Kako je

Zaklju¢ujemo lim,, b, = e*.
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Zadatak 3. (6 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

S_{Zmn+11m+6n+27

() ( +”) €N
-cos(nm) -sin [ m —):in.m
mn+4dm+n+4 m m 2 ’

ako postoje.

Rjesenje. Uocimo kako se izraz prije trigonometrijskih funkcija moze zapisati kao

2mn + 11m + 6n + 27 3 4
=2+ + .
mn+4m+n+4 n+4 m-+1

Vrijedi

—1 , n neparan . . m —1 , m neparan
cos (nm) = i sin (mﬂ + —) =
1 , n paran 2 1 , m paran

pa se S moze zapisati kao unija Cetiri skupa

Sy = {2+n—3|—4+mé—li-1 :nneparanimneparan}
Sy = {_ (2+ 3 + 1 ) :nneparanimparan}
n+4 m+1
3 4 .
53:{_ (2+n+4+m+1> :nparanlmneparan}
3 4 .
54:{2+n+4+m+1 :nparanlmparan}.

Nizovi n +— ni-i-él te m +— miﬂ su padajuéi. Infimum i supremum skupova S; je jednostavno za odrediti
jer ih odmah i vidimo. Za Sj, vidimo da ¢e se supremum posti¢i za najmanji moguci izbor n i m (to
sun =m = 1), dok ¢e se infimum postizati na limesu kad n i m postaju sve veéi i veéi. Alternativno,
mozemo gledati S; kao zbroj dva skupa. Isti argument ponavljamo za svaki od preostala tri skupa, pa

dobivamo

infS; = 2 , supS; = 2+§+%:%
inf S, = —2—%—%:—% , supSy; = —2
inf S3 = —2—%—%:—% , supS3 = —2
infS, = 2 , sup Sy = 24—%_}_%:%
pa u koncanici dobivamo da su
23
sup S = max{sup S, sup Ss, sup Sy, sup Sy} = =
9

inf S = min{inf S, inf Sy, inf Ss, inf S, } = —3



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 01. veljace 2022.

Zadatak 4.

(a) (4 boda) Izra¢unajte limes
Sin(elfcos?’(Qx) _ 617COSQI)

lim
z—0 xarctgx

(b) (2 boda) Neka je f: R — R funkcija takva da je lim, . @ = 2022. Izra¢unajte

lim In (%) - cos(f(x)* + 2022),

ako postoji.

Rjesenge.

(a) TraZeni limes se moze napisati preko tabli¢nih limesa na sljedeéi naéin:

. Sin(elfcos3(2x) _ elfcos%) . Sin(elfcos3(2m) i elfcoszzp)

lim = lim 1—cos3(2x) 1—cos2z
z—0 rarctgx =0 e —e

P ORI R cos(2z) A 1 + cos(2x) + cos?(2z) el=cos’ _ 1 1 _cosx 1-+cosx B

1-— COS3<2JJ) (2I)2 % 1 —cos2zp 2 arc;gac -
1 3 1 2
1-(1-2-4-2-1-2.2Y=6-1=5
( 2 1 2 1)

(b) Uocimo da vrijedi

f(z) | 2022
2022 el T
lim In (M> = lim In (“"jf—(i_—x)x> =Inl=0,

a kako je cos ogranic¢ena funkcija, to po teoremu o sendvi¢u zaklju¢ujemo da trazeni limes postoji i

xz

da je jednak 0.
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