POGLAVLJE 2

Nizovi

2.1. Opéenito o nizovima

DEFINICIJA 2.1. Niz je je funkcija a : N — R. Varijabla se obi¢no pise u indeksu kao a,,.
Oznake: (ap), (an)n-

PRIMJER 2.2 (Gaussova dosjetka). Sumu S,, = 142+ - - +n mozemo izrac¢unati na sljededi
nacin. Zbrajanjem sljedeca dva retka
Sp=1+42+-+m—-1)+n
Sp=n+Mn—-1)+---4+2+1
dobijemo

2S5, =(n+)+(n+1)+---+(n+1)+(n+1)=n(n+1),

N J/

TV
n  sumanada

. _ n(n+1)
odakle je S, = —5—.

PRIMJER 2.3. (a) Aritmeticki niz s prvim ¢lanom a; i razlikom d je niz (a,) zadan opéim
¢lanom:
ap =a,+(n—1)d, neN.
Svojstva:
® Upy1 — an = d,
o a, = =120 > 2 (zbog Cega se i zove aritmeticki niz),

o Spi=art+ag+ - +a, =1 a; = 5(a1 + ay), jer je

Sp=a1+ (ay +d) + -+ (a1 + (n — 1)d)
=n-a+1+24+--+(n-1))d

=n-: al _|_ Md
2
n
= 5(2a1 + (n —1)d)
n
= 5(@1 _'_@n)

(b) Geometrijski niz s prvim ¢lanom a; i koeficijentom ¢ # 1 je niz (a,,) zadan opéim ¢lanom:
an=a1-¢"', neN

Svojstva:

An41
o il —
it =g,

® a, = /0,1 Gn11, N >2 (zbog Cega se i zove geometrijski niz),
1



2 2. NIZOVI
e S, =arta+-ta, =) a= a1% slijedi iz tzv. trika teleskopiranja:
l—g=(1-gq)-1
¢-¢=01-q)q
¢ —¢=(1-q ¢

¢"—¢T=(1-q)-q"
Zbrajanjem obje strane vidimo da ostane:
L—q"=(1-q(1+q+ - +q"),
iz Cega slijedi:

1— n+1
I+ +q" = —1

l—q
Uvrstavanjem ¢q = g i mnozenjem obje strane sa a™ dobijemo poznatu formulu:
a" —b" = (a—b)(a" T +a" o+ Fab" .
ZADATAK 2.4. Izracunajte:

(8) 14447+ --4+Bn+1) b)1-24+4L— 4+ (=H)" (¢c) 14+4+9+---+n>

RJESENJE. (c) Primijetimo da je
(k+1)° -k =3k +3k+1
pa sumiranjem po k = 1,2,...,n dobijemo
(n+1)P°=1=31"+2°+3+--+n°) +31+2+---+n) +n,

odakle je

142243+ +n”=

nn+1) n) _nn+1)(@2n+1)

O

Rastuce i padajuce funkcije definirali smo u prvom poglavlju. Sljedeci rezultat daje opera-

tivniju karakterizaciju rastuéih i padajué¢ih nizova

LEMA 2.5. Niz (a,) je rastuc¢ ako i samo ako za svaki n € N vrijedi
anp < Apy1-
Niz (a,) je padajué ako i samo ako za svakin € N vrijedi
Ap 2 Qpyl-

Niz je strogo rastué, tj. strogo padajué ako i samo ako su nejednakosti u definicijama stroge.
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DokAz. Dokazimo ekvivalenciju za rastuée nizove, ostalo ostavljamo za vjezbu.

Pretpostavimo da je niz (a,) rastu¢. Neka je n € N proizvoljan. Kako je n < n + 1, tada
iz definicije rastuée funkcije vrijedi a,, < a,41.

Za obratnu implikaciju pretpostavimo da za svaki n € N vrijedi a, < a,y1 1 dokazimo
indukcijom po k£ € N da za svaki n € N vrijedi a,, < a,.x. To je o¢ito ekvivalentno s tvrdnjom
da za sve nq,ne € N, takve da je n; < ng vrijedi a,, < a,,.

Za k = 1 tvrdnja a, < a,y; slijedi iz pretpostavke tvrdnje. Pretpostavimo li da tvrdnja

vrijedi za neki £ € N, tada po pretpostavci indukcije i pretpostavci same tvrdnje vrijedi:

An S An+k S Aptk+1

pa smo dokazali korak indukcije. Prema tome, dokazana je tvrdnja za sve k& € N. O
ZADATAK 2.6. Ispitajte monotonost sljede¢ih nizova:

(a) a, = ”T_l (d) ap=vn+1—+/n (f) a, = arctg(;—g)

(e) an = n249 (g> an = 3n2+n

RJESENJE. Podzadatke (a-c), (e) i (f) zapiSemo kao kompoziciju monotonih funkcija.
(d)
Vn+l+yn 1
Vit l+yn vt T
Sto je padajuca funkcija kao kompozicija padajuce funkcije x — % na (0, 00) i rastuce
funkcije x — /T + v/ + 1, koja je rastuca kao zbroj rastuéih.

(8) ani1—an, = Gn +712)(_¢L5f1_)?3n 3y Dakle, niz je rastuc¢ za n > 6 (formalno, rekli bismo da

an = (Vn+1—1+/n)

je niz (a,45), rastuc).

0

DEFINICIJA 2.7. Niz (a,) je odozgo omeden ako postoji M € R takav da za svakin € N
vrijedi
a, < M.

Niz (a,) je odozdo omeden ako postoji m € R takav da za svaki n € N vrijedi

ap > m.

Niz je omeden ako je odozgo i odozdo omeden.

ZADATAK 2.8. Ispitajte omedenost nizova

(a) ap, == (b) a, =2" (c) an = +/n

RJESENJE. (b) Matematickom indukcijom slijedi da je 2" > n. Naime, tvrdnja vrijedi

za n = 1, a korak indukcije slijedi iz:

Ml —92.9" >92.n>n+1.
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Sada za proizvoljan M > 0 po Arhimedovom aksiomu postoji ng > M pa je a,, =
2™ > mng > M. Dakle, niz nije odozgo omeden.

(c) Pretpostavimo da je (a,) omeden, §to znaci da postoji M > 0 takav da je v/n < M za
sve n € N. Medutim, djelovanjem funkcijom z + z?, koja je rastuéa na [0, 00), odatle
bi slijedilo da je n < M? za sve n € N. To je kontradikcija sa Arhimedovim aksiomom
pa zaklju¢ujemo da je niz a,, neomeden odozgo. Omedenost odozdo je ocita.

O

2.2. Limesi - osnovna svojstva

DEFINICIJA 2.9. Niz (a,) konvergira k L € R ako za svaki € > 0 postoji ng € N tako da za
svaki n > ng vrijedi
la, — L| < e.
U tom slucaju kazemo da je niz konvergentan. Na predavanju se pokaze da je takav L, ako

postoji, jedinstven i zovemo ga limes niza (a,) te ozna¢avamo s

lim a,,.
n—oo
DEFINICIJA 2.10. Niz (a,) tezi k +oo ako za svaki M > 0 postoji no € N takav da za sve
n > ng vrijedi
a, > M
i pisSemo lim,,_, o, a, = +00. Niz (a,) tezi k —oo ako za svaki M > 0 postoji ng € N takav da
za sve n > ng vrijedi
a, < —M
i piSemo lim,, , o a, = —00.
Definiramo R = RU {—o00, +00}. Niz (a,) konvergira u R ako konvergira u R ili tezi k —oo
ili k +o0.

ZADATAK 2.11. Dokazite po definiciji da je

RJESENJE. Neka je € > 0 proizvoljan. Zelimo dokazati da postoji ng takav da za sve n > ng

vrijedi
1
3 O‘ <€,
Sto je ekvivalentno s
Medutim, kako za n > 1 vrijedi n? > n, slijedi da je
1 1

— <
n? n
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pa je dovoljno pokazati da postoji ng takav da za sve n > ng vrijedi % < €. Medutim, po

Arhimedovom aksiomu slijedi da postoji ng takav da je nge > 1 pa za svaki n > ng vrijedi
ne > nge > 1

i time je tvrdnja dokazana.
Napomena. Nejednakost n—12 < € moZe se zapisati i kaon > % pa bi tada izbor ng = (%1 bio
dobar, medutim u takvom rjesenju implicitno koristimo ¢injenicu da korijen iz svakog realnog

broja postoji, Sto je rezultat koji ¢e biti dokazan tek na kraju kolegija. 0
Sljedeca nejednakost poopcenje je zadatka [2.8 1 vrlo se Cesto koristi u ocjenama.

ZADATAK 2.12 (Bernoullijeva nejednakost). Za x > 01 n € N dokazite da vrijedi

(14+2)" > 1+ nx.

RJESENJE. Tvrdnja slijedi iz binomnog teorema.

(1+x)”:i(z>\xf/2 (g) - (T)x:lJrnx.

k=0 >0

O

Napomena. Prethodna nejednakost vrijedi i ako prirodan broj n zamijenimo proizvoljnim

realnim brojem r > 1, ali dokaz je nesto kompliciraniji buduéi da se izraz (1 4+ x)" definira kao
rin(1+z)
e :

ZADATAK 2.13. Dokazite da za ¢ > 1 vrijedi

RJESENJE. Koriste¢i Bernoullijevu nejednakost za © = ¢ — 1 vrijedi:
"=0+(-1)"=1+n(¢-1).

Neka je sada M > 0 proizvoljan. Koriste¢i Arhimedov aksiom slijedi da postoji ng € N takav
da je ng(q — 1) > M. Dakle, za svaki n > ng vrijedi 1 +n(qg—1) > M. O

ZADATAK 2.14. Neka je g € (—1,1). Dokazite da je

lim ¢" = 0.

n—o0

RJESENJE. Neka je € > 0 proizvoljan. Trebamo pokazati da postoji ng tako da za svaki
n > ng vrijedi |¢"] < e. Kako je |q| < 1, postoji x > 0 takav da je
1
1+

lq| =

Sada iz Bernoullijeve nejednakosti slijedi:

1 1 1

"= < < —.
i (I4+2)" ~ 14nzx nx
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Konacno, koriste¢i Arhimedov aksiom slijedi da postoji ng takav da je ngre > 1 pa za svaki
n > ng vrijedi
1 1
lg" < — < — <

T nx nox
Prema tome, slijedi tvrdnja. U

ZADATAK 2.15. Dokazite da niz a,, = (—1)" ne konvergira.

RJESENJE. Pretpostavimo da niz konvergira ka nekom L € R. Tada za ¢ = % postoji

no € N takav da za sve n > ng vrijedi

1
a, — L| < =.
an — ] < 5
Tada koristenjem navedene ocjene za n = ng i n = ng + 1 1 nejednakosti trokuta slijedi:
1 1
2 = (=1 — (=1 = Jang = tngi] € Jang = L]+ |1 = tnyia] < 5 +5 =1
Medutim, time smo ocito dosli do kontradikcije pa niz ne konvergira. O

Kao $to vidimo, dokazi po definiciji su relativno mukotrpni veé¢ za jednostavne primjere pa
je za racun korisno dokazati najprije neke osnovne operacije sa limesima. Na predavanju se

pokaze sljedece.

TEOREM 2.16. Neka su (ay,) i (b,) konvergentni nizovi te A\, u € R. Tada vrijedi sljedece
(i) Niz (Aa,, + uby,) je konvergentan i vrijeds
lim (Aa, + pb,) = A lim a, + p lim b,
n—o0 n—o00 n—00
(ii) Niz (a, - by) je konvergentan i vrijedi
lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n—00 n—00 n—00

(11i) Ako je lim, oo b, # 0, tada je i niz (‘;—:) konvergentan i vrijedi

Napomena. U prethodnom teoremu izuzetno je vazan poredak implikacija. Naime, ni jedna

od jednakosti ne mora vrijediti ako ne znamo da su nizovi (a,) i (b,) konvergentni. Naime, za
an = (—=1)" b, = (=1)"**

niz (a, + b,) jednak je konstantno jednak 0 pa konvergira u 0, ali ne vrijedi jednakost za

zbrajanje jer limesi lim,, ., a, i lim,_,., b, ne postoje.

ZADATAK 2.17. Dokazite da su sljedec¢i nizovi konvergentni i izracunajte limese.

(a) hmn—H—oo 22—153 ) ) (C) hmn—)-ﬁ-oo
. n+2)°(n“+n+1 .
(b) limy,, 4o P2t ) (d) Timpopoc

(n+1)4
1424-4n
n?2 :



2.2. LIMESI - OSNOVNA SVOJSTVA 7

RJESENJE. (a) Dijeljenjem brojnika i nazivnika sa vodeé¢im ¢lanom n, te koriStenjem te-
orema [2.16] slijedi:

o

5n—1_5—
3n+2 3+

5-0 5

7330 3

Shols =4

—0

(b) Dijeljenjem brojnika i nazivnika sa n” te koristenjem teorema slijedi

m+m%#+n+n2_u+§ﬁu+%+$f_”
n"—50n+5 1-3+ %

(c) Koristenjem binomnog teorema slijedi

n®—(n—1)° _ 5nt + p3(n)
(n41)4 nt +gs(n)’

gdje su ps, g3 polinomi treceg stupnja (koje ne trebamo racunati). Dijeljenjem brojnika i
nazivnika sa n* te koristenjem teorema slijedi da je limes jednak 5.
(d) Koristenjem formule za prvih n prirodnih brojeva i teorema slijedi

142+4-+n nn+1) 1
= — —

n? 2n2 2

Napomena. Ovaj limes mogli smo pokusati rijesiti na sljedeé¢i nac¢in. Najprije ga zapi-

Semo kao
2 n

. 1
im (4t )
i primijetimo da svaki ¢lan zbroja konvergira u 0. Konac¢no, htjeli bismo zakljucili da tada
cijeli zbroj konvergira u 0 po teoremu [2.16) o limesu zbroja.

Medutim, takvo zakljucivanje je krivo! Naime, teorem o limesu zbroja vrijedi kada je

broj sumanada konac¢an. U ovom primjeru broj sumanada raste u beskonac¢nost pa ocito
dobijemo pogresan zakljucak takvim zakljuc¢ivanjem.
O

ZADATAK 2.18. Dokazite da su sljedeci nizovi konvergentni i izracunajte limese.

. 2n_2 . 2n+3n - 3n+6n
(a) limy,—io0 57 (b) limy 40 S350 (¢) limy 100 P e
RJESENJE. (a-b) Podijelimo brojnik i nazivnik sa dominantnim ¢lanom

(¢) Podijelimo brojnik i nazivnik sa najbrze rastu¢om funkcijom: (—7)" i iskoristimo [2.14]
te teorem da zakljuc¢imo

346" (=) +

(_
2+ (=T (=)

)n

— 0.

[l ENTE=N

ZADATAK 2.19. Dokazite sljedece tvrdnje.
(a) Za sve a > 0 vrijedi:

lim Va=1

n—-+o0o
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(b)

n

lim /n=1
n——+0o0

RJESENJE. (a) Neka je najprije a > 1.
Neka je dan € > 0. Iz Zadatka 2.13] za ¢ = 1 + € slijedi da postoji no € N takav da za
sve n > ng vrijedi

1<a<(l4em

Za proizvoljan n > ng, primjenom rastuce funkcije x — /= dobivamo
1< a<1+e,

dakle |/a — 1| <e.
Za slucaj a < 1 iskoristimo ¢injenicu da je 2 > 1 i teorem da zaklju¢imo da je
1
lim {/a = lim

n—00 n—oo ,/1
a

=1.

(b) Neka je dan € > 0. Uoc¢imo da za proizvoljan n > 2 iz binomnog teorema slijedi

£ ()

k=0

Dakle, ukoliko je (3)e? > n, tada ¢e biti
1<n< (1 + e)n,
odakle ¢e uzimanjem n-tih korijena analogno kao u podzadatku (a) slijediti
1< Un<1+e,
a time i |{/n — 1] < e. No, uo¢imo da za n > 2 imamo ekvivalenciju
n\ , 2
e€>n <<= n>1+4—.
2 €2

Dakle, odaberemo li ny € N takav da ng > 1+ 6%, tada za sve n > ng imamo |{/n — 1| <,

¢ime je tvrdnja dokazana.
O

Pri racunanju limesa Cesto koristimo sljedeéi teorem.

TEOREM 2.20 (Teorem o sendvicéu). Neka su (a,), (by) i (¢,) nizovi takvi da postoji m € N

tako da za sve n > m vrijedi
a, < b, < c,.

Ako (ay,) 1 (cn) konvergiraju ka istom broju L, tada i (b,) konvergira ka L.

ZADATAK 2.21. Dokazite da su sljedeci nizovi konvergentni i izracunajte limese.

(a) limp, o =02 (b) lim,, o 22cgsntsn () Titny oo 22
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RJESENJE. (a) Primijetimo da je
sinn 1
< —

0<

n n
Kako % — 0, Teorem o sendvic¢u povladi da |%| — 0, §to po definiciji konvergencije u 0
implicira % — 0

(b) Primijetimo da je

5n%cosn + 8n < 5n% 4 8n
nd +1 nd+1

Podijelimo li brojnik i nazivnik prvog i zadnjeg limesa sa n3, tvrdnja slijedi iz teorema

i teorema o sendvicu.
(c) Za svaki x € R po definiciji funkcije najvece cijelo vrijedi |z] < x iz < |x] + 1 jer je |z]
najveci cijeli broj koji je manji ili jednak z. Odatle slijedi
nv2—1 < Ln\/éj < n\/§

n - n n

Kako i prvi i posljednji izraz u gornjem nizu nejednakosti konvergiraju u v/2, koristenjem
teorema o sendvicu slijedi % — V2.

O
ZADATAK 2.22. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izracunajte ih
(a) Jimy, oo /27 F 37 7 (b) T oo (T5 5 cmnyrrsr
RJESENJE. (a) Za n > 1 vrijedi
A= /4 <Y+ 3+ 40 < Y3 4n =493 54, n— 40
pa je po teoremu o sendvicu trazeni limes jednak 4.
(b) Za n > 1 vrijedi
(10 4+ 3cosn)™ + 6™ 6™ 6™
<1 <1+ ——1, —
~ (10 +3cosn)r 43" — +(10+3cosn)”_ +7” oo
pa je po teoremu o sendvicu trazeni limes jednak 1.
0J

Sljededi zadatak govori o brzini rasta elementarnih funkcija.

ZADATAK 2.23. Dokazite sljedece.

(a) Za svaki a > 11k € N vrijedi

k
lim no_ 0
n——+oco q"
(b) Za svaki a > 1 vrijedi
lim & =0
n—-400 n'

To posebno znac¢i da eksponencijalna funkcija raste "neusporedivo" brze od svake potencije i

da funkcija faktorijel raste "neusporedivo" brze od eksponencijalne funkcije.



10 2. NIZOVI

RJESENJE. (a) Neka je x > 01 ng € N takav da je ng > 2k. Tada je svakako ng > k+ 1 pa

za svaki n > ng iz binomnog teorema slijedi
" /n\ n
14+2)" = )z > AR
=3 (5)7= ()

Iskoristimo li sada ocjenu n — k > n — % > 7, binomni koeficijent moZemo ocijeniti s:

no\ n! n(n—1)---(n—k) - (n — k)k+t - nhk+t
k+1)  (k+D(n—k-1)! (k+1)! = (k+ 1! T 2 (k1)
Primjenom gore navedenih ocjena na nazivnik slijedi:
k k 9k+1 k 1)
Oﬁn—nﬁ — n = (:—Jrl) —0, n— oo
a gy (@ — DFFL (a — 1)k+in

Dakle, koristenjem teorema o sendvicu, trazeni limes je jednak 0.
(b) Odaberimo ng € N takav da je ng > a. Koristec¢i ocjenu ¢ < e 72 k > ng te ocjenu ¢ < a

za k < ng, dobivamo da za svaki n > ng vrijedi:

gdje smo za limes na desnoj strani iskoristili ¢injenicu da je 0 < nio < 11 zadatak 2.14
Dakle, po teoremu o sendvicu limes postoji i jednak je 0.
O

Napomena. Primijetimo da su prethodne tvrdnje "samo-pojacavajuée" u smislu da daju i
asimptotske ocjene iz samih tvrdnji da konvergiraju u 0. Naime, ako niz konvergira, onda je i
ogranic¢en. Neka je k fiksan i 7 € IN proizvoljan. Koristec¢i prethodnu tvrdnju i prvi dio zadatka

za potenciju k + j slijedi da postoji Cj ; > 0 takav da je

ket
n
o < Chys
ali odatle slijedi ocjena
k
n < %
a” o

Dakle, izraz asimptotski pada brze od bilo koje potencije od n. Medutim, mozemo dobiti i
asimptotski bolju ocjenu. Naime, koriste¢i prvi dio zadatka za bilo koji b € (1,a) slijedi da

postoji Cy, > 0 takav da je

Odatle slijedi:
n* b\"
- S Cb <_) )
a” a
Sto znaci da navedeni izraz asimptotski pada brze od ¢" za bilo koji g > %

ZADATAK 2.24 (DZ). Dokazite da za svaki ¢ < 1 postoji konstanta C, takva da je
a” n
l < Cyq"
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ZADATAK 2.25. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izra¢unajte ih.

. n4+3n . 2n+4+n.(74)n+2
(a) hmn_H_oo n3dn (C) hmn—>+oo 2n - (—4)"

. n24n! . 4" (n4+1)44+5"n2(3n2+1)
(b) hmn—H—oo (n—1)14-2n! (d) hmn—H-oo 57 (nt1)%

Na predavanju se dokazu sljedec¢i rezultati.

TEOREM 2.26. Za svaki x € R postoji limes
lim <1 + f)
n—00 n

1 njega oznacavamo Sa e*.

TEOREM 2.27. Ako je f : D — R elementarna funkcija ili inverz elementarne funkcije,
ona je neprekidna je na prirodnoj domeni. To posebno znaci sljedece. Ako je a € D i (ay) niz
realnih brojeva takav da je lim, o a, = a, tada vrijedi

lim f(a,) = f(a).

n—o0

Napomena. Iz prethodnog teorema primijenjenog na funkciju f(z) = 2 slijedi da ako (a,)
konvergira i vrijedi lim,, .., a, = L, tada vrijedi da i niz (a?) konvergira i vrijedi lim,, o, a2 =

ne konvergira, dok niz (a?),

L*. Medutim, obrat ne vrijedi. Naime, niz (a,) a, = (—1) :

oc¢ito konvergira k 1. To nije kontradikcija s prethodnim teoremom primijenjenim na funkciju

x — /x zbog toga Sto nije istina da je a,, = \/a2.

DEFINICIJA 2.28. Niz (b,) je podniz niza (a,) ako postoji strogo rastuca funkcija p: N —
N takva da za sve n € N vrijedi

by, = ay,.

ZADATAK 2.29. Neka su (a,) i (b,) nizovi takvi da je (a,) podniz od (b,) i (b,) podniz od

(ay). Jesu li nuzno nizovi (a,,) i (by,) jednaki?

RJESENJE. Ne. Tvrdnja vrijedi za nizove a,, = (—1)", b, = (—1)"', ali oni o¢ito nisu
jednaki. 0

Na predavanju se pokaze i sljede¢i teorem.

TEOREM 2.30. Ako je niz (a,) konvergentan s limesom L, tada je i svaki njegov podniz

konvergentan i limes mu je jednak L.

ZADATAK 2.31. Dokazite da vrijedi

lim g,
n—oo n

To posebno znaci da logaritam raste "neusporedivo" sporije od linearne funkcije.

RJESENJE. Zapisimo
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Po zadatku znamo da nn — 1 pa po teoremu m primijenjenom na funkciju x +— Inx u

tocki a = 1 slijedi da navedeni izraz konvergira k In1 = 0. U

ZADATAK 2.32. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izracunajte ih:

RJESENJE. (a) Primijetimo da je izraz jednak:
1 1

CE T

Koristenjem i slijedi da niz konvergira u %

(b) Izraz je jednak:

O N (=]

Koristenjem [2.16] i [2.20] slijedi da niz konvergira u e - 1 = e.

n
VR
—
+
[\)
3
| M
[
~_
N =

ZADATAK 2.33. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izra¢unajte ih:

(a) lim,_oo(vV/n2 +n —n) (b) lim, soo(Vn*+n3+n2+n+1—n)
RJESENJE. (a) Vrijedi
1 1

n
lim (Vn2+n—-—n)=lim —m— = lim ——— = —,

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili teorem za f(x) = /T

(b) Ozna¢imo a,, = v/n* + n3 +n2 +n + 1. Koristeéi a — b = %,
n®+n?+n+1

Vit nd4+n24+n+l—n=
a? + na2 + n’a, + n?

Dijeljenjem brojnika i nazivnika sa n® te koristenjem teorema za f(x) = Jx slijedi

a, .. 1 1 1 1
— = 1—|——+—2+—3—|——4—>1
n n n n n

pa je po teoremu limes jednak 1.

2.3. Limesi rekurzivno zadanih nizova

Na predavanju se dokaze sljedeéi teorem.

TEOREM 2.34. Ako je niz (a,) rastué (padajué) i odozgo (odozdo) ogranicen, tada je ko-

nvergentan 1 vrijedi:

lim a, = supa, <lim a, = inf an)

n—o0 neN n—oo neN
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ZADATAK 2.35. Niz (a,) zadan je rekurzivno s:
az +1
5

Ispitajte konvergenciju i odredite mu limes ako postoji.

a1 = 0, an+1 =

RJESENJE. Dokazujemo induktivno sljede¢u tvrdnju. Niz (a,) je monotono rastué i ogra-
nic¢en odozgo sa 1.
Tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da vrijedi za neki n € N i dokazimo da vrijedi za

n + 1. Koristeé¢i dio tvrdnje o ogranicenosti slijedi:

a2+1 1+1
Ap41 = 9 < 9 =1.
Nadalje,
2 1 n_]- 2
anJrl_an:an;_ _an:¥20-

Dakle, tvrdnja vrijedi i za n + 1 i time je tvrdnja dokazana indukcijom.
Po teoremu [2.34] sada slijedi da je niz konvergentan. Ozna¢imo mu limes sa L. Ako niz

(an) konvergira k L, tada i niz (a,;) konvergira ka L kao podniz konvergentnog niza. Nadalje,

aZ+1 L241
2 2

koristeci teorem [2.16|slijedi da niz ( )n konvergira ka . Medutim, po uvjetu zadatka su

nizovi (@n41)y 1 (#)n jednaki pa im i limesi moraju biti jednaki, tj. mora vrijediti
I’ +1
L= + .
2

Posljednja jednakost je ekvivalentna s L = 1 pa zakljucujemo da je

lim a, = 1.
n—oo

U

Napomena. U sljedeé¢em zadatku koristit ¢emo sljedeé¢u tvrdnju. Za svaka dva broja a,b €

[0, 00) vrijedi

“;bz\/@

Ona jednostavno slijedi iz sljedec¢eg identiteta

a+b_\/a—: (\/_—\/5)2

—_—>0.
2 2 -

Generalizacija navedene tvrdnje poznati je rezultat ¢iji dokaz ostavljamo u dodatku za zainte-

resirane Citatelje.

TEOREM 2.36 (A-G nejednakost). Neka je n € N i neka su ay,...,a, > 0 realni brojevi.

Tada vrijedi
al + e + an
n
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = as = -+ = ay,.

> Va1 Q.

ZADATAK 2.37. Niz (a,) je zadan rekurzivno s

1 3
a; = 3, Unt1 = 5 an +— 1.
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Dokazite da je niz konvergentan i odredite mu limes.

RJESENJE. Kao u prethodnom zadatku zakljucujemo da limes, ako postoji, mora zadovo-

ljavati
1 3
L=-(L+>)&L?=3.
(2+2)
Induktivno je oc¢ito da su svi ¢lanovi niza pozitivni brojevi pa limes ne moze biti L = —+/3.

Dakle, jedina moguénost je L = /3.
Dokazimo sada da limes postoji. Dokazat ¢emo da je niz padajué i ograni¢en odozdo.
Koriste¢i AG nejednakost na 2 ¢lana, slijedi:

1
—(an—ki) > an~i:\/§.
2 ap

n

Dakle, niz je odozdo ogranicen sa v/3.

Dokazimo da je niz padaju¢. Za n > 1 vrijedi

1 3 3—a?
Upt1 —Qp = | QG+ — ) —ap = SO,
2 Qy,

gdje zadnja nejednakost vrijedi zbog toga $to smo dokazali da je a? > 3. Sada po teoremu m

slijedi da je niz konvergentan. Po prvom dijelu rjesenja sada slijedi da je

lim a, = V3.

n—oo

ZADATAK 2.38. Ispitajte konvergenciju niza

an:\/2+\/2+---—|—\/§, neN

n korijena

i odredite mu limes, ako postoji.

RJESENJE. Niz je rekurzivno zadan s

a; = \/5, ni1 = V2 + ay.

Limes, ako postoji, mora zadovoljavati L = /2 + L, odnosno L = 2.
Dokazimo da limes postoji. U tu svrhu dokazimo da je niz rastu¢ i ogranicen odozgo.
Indukcijom dokazujemo da je a,, < 2. Tvrdnja vrijedi za n = 1, a korak indukcije slijedi iz

¢injenice da je x — /7 rastuca funkcija i:

Uni1 = V2 +a, <V2+2=2.

Tvrdnja da je niz rastuc slijedi iz

2+ a, — a? (14 a,)(2—ap)
pil — Ay =2+ a, — a, = = > 0.
i V2 +a, +a, V2 +a, +a,
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Dakle, po teoremu [2.34] slijedi da je niz konvergentan pa po prvom dijelu rjesenja slijedi da je

lim a,, = 2.
n—oo

2.4. Gomilista, limes superior i inferior

DEFINICIJA 2.39. KaZemo da je a € R gomilite niza (a,) ako postoji podniz (a,,), niza
(an), takav da vrijedi

lim a,, = a.
n—oo

ZADATAK 2.40. Odredite sva gomilista niza a, = (—1)".

RJESENJE. Primijetimo da je lim, o a2, = 1 1 lim, o a2,+1 = —1. Dakle, niz ima barem
dva gomilista: 11 —1. Dokazimo da su to sva gomilista.

Pretpostavimo da je L gomiliste niza (a,). To znaci da postoji podniz a,, koji konvergira
k L. Oznacimo li

A={2n:neN}, B={2n—1:n¢€ N},
zbog toga §to je
N=AUB,

to znaci skup {p, : n € N} ima beskona¢no elemenata presjeka sa A ili B. Naime, kad bi
imao konacno sa oba, onda bi cijeli skup imao samo kona¢no elemenata, $to je kontradikcija sa
pretpostavkom da je p, strogo rastuca funkcija. Ako je presjek sa skupom A beskonacan, to
zna¢i da mozemo odabrati podniz tog podniza (p,,) koji se cijeli nalazi u A. S jedne strane,
tada niz a,, konvergira u L jer je to podniz niza koji konvergira k L, ali s druge strane, kako
je to podniz niza as,, tada on konvergira i u 1. Po jedinstvenosti limesa tada slijedi L = 1.
Kad bi se beskona¢no ¢lanova nalazilo u B, tada bismo dobili L = —1 pa zakljuc¢ujemo da ne

postoji ni jedno drugo gomiliste izvan skupa {—1,1}. O

DEFINICIJA 2.41. Neka je (a,) niz i A € R skup njegovih gomilista. Supremum skupa A
nazivamo limes superior i oznacavamo
lim sup a,,.
n—o0

Infimum skupa A nazivamo limes inferior i oznacavamo

liminf a,,.
n—oo

Napomena. Kako svaki niz ima monoton podniz, taj podniz ima limes u R. Dakle, skup
gomilista je neprazan.

TEOREM 2.42. Niz (a,,) je konvergentan ako i samo ako postoji realan broj L takav da

liminfa, = L =limsupa,
n—0o0 n—o00

1 tada je lim, o a, = L.



16 2. NIZOVI

ZADATAK 2.43. IzraCunajte

ncos( &L NS (A4+(=1)")"+n cos(nm)
(a) limsup,,_, % (b) liminfy 4o0 2n+1

RJESENJE. (a) Skup N rastavimo na klase ostataka modulo 4, tj. zapiSemo N = A; U Ay U
A3 U Ay, gdje je Ay = {47 + k : j € Ny} Primijetimo da je

1+ (45 + 1) cos(2LH ) 1 ,
Q4541 = 24+ 1)+ 1 :8j+3—>07 J —
1+ (47 + 2) cos(LE27) 47 +1 1
W T T v+ 1 8j+s5 2 T
14 (45 4 3) cos(L3 7 1
U4j 8 = (2z4j+)3)+<12 ):8j+7_>0’ J oo
a4j+4:1—|—(4j—|.—4)cos(4j7+47r):4j:+5_>1’ i 5 oo
2147 +4)+1 8 +9 2

Dakle, skup {—%, 0, %} je podskup skupa gomilista. Kako rastav UjleAj particionira N,
svaki podniz od a, ima beskona¢no elemenata u nekom od skupova A;, j = 1,2,3,4 pa
bi podniz tog podniza morao konvergirati u neki element skupa {—%, 0, %} Kako podniz
konvergentnog niza ima isti limes kao i niz, slijedi da su jedina mogucéa gomilista —%, 0, %
Sada zaklju¢ujemo da je

ligggf ay = inf{—%, 0, %} = —%, i h?—i}ip a, = sup{—%,O7 %} = %

O

PRIMJER 2.44. U sljedeé¢em zadatku koristit ¢emo "trik" koji je toliko ¢est u dokazima
analizi da zasluzuje odvojeno mjesto. Slavni matemati¢ar Terence Tao popularno ga naziva
"create yourself an epsilon of room" trikom. Na hrvatskom jo$ nema ustaljen naziv.

Trik je sljededi. Zelimo li dokazati jednakost izraza A = B, tada je Cesto puno lakse dokazati

sljedec¢u ekvivalentnu tvrdnju. Za svaki € > 0 vrijede ocjene
A<B+e¢ i B<A+e

Naime, ako je A = B, onda gornje ocjene ocito vrijede za svaki € > 0. S druge strane, ako za
svaki € > 0 vrijede gornje ocjene, kada bi vrijedilo i A < B, tada bismo odabirom € := % >0
u drugoj ocjeni dobili

B<A+4+e=A+

& B <A,

Sto je kontradikcija sa A < B. U sluc¢aju u slu¢aju B < A dobili bismo kontradikciju sa prvim

uvjetom odabirom € = A_TB 1 time je tvrdnja je dokazana.

ZADATAK 2.45. Neka je (a,) odozgo ogranicen niz takav da za sve n € N vrijedi
1
Ap+1 Z Qp — 2_"

Dokazite da je niz (a,) konvergentan.
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RJESENJE. Neka je L := limsup,, a,, i [ = liminf, a,,. Budu¢i da je niz ogranicen odozgo,
slijedi L. < +00. Po definiciji limesa superiora i inferiora vrijedi [ < L. Pokazat ¢emo da za
proizvoljni € > 0 vrijedi [ > L — e. Po komentaru prije zadatka, to ¢e implicirati da je [ = L,
tj. da je niz konvergentan.

Na predavanju se pokaze da su L i [ takoder gomilista niza (a,,) pa postoje (ap, )n 1 (ag, )n
takvi da a,, — L1 a,, — [ zan — oo.

Neka je sada € > 0 proizvoljan. Za m € N proizvoljan vrijedi

n+m m 1

1 1 1 I — 5ogr 1
Zﬁz—nZ@: g1 < g1
k=n n=0

Kako 27! — 0 za n — oo, postoji ng € N takav da je 27" < £ za sve n > ny.
Bududi da ap, — L, postoji n; € N takav da je p,, > ng ida je ay, > L — 5. Medutim,

Tada iz navedene ocjene slijedi da za svaki n > p,, vrijedi:

n
1 1 € €
I S ST LR
k=pn,

Dakle, zbog toga Sto postoji no € N takav da je g, > p,, za sve n > no, slijedi da za svaki
n > ng vrijedi

aq, > L —e.

q

Prema tome, slijedi

[ = lim a, =liminfa,, > liminf(L —¢) =L —e.

Dakle, [ > L — € i time je tvrdnja dokazana.

Napomena. Ne postoji previse posebnosti u odabiru 2% u uvjetu zadatka. Tvrdnja se

potpuno analogno dokaZe za niz (a,) koji zadovoljava
an+1 Z An — bn7

gdje je b, bilo koji niz nenegativnih brojeva za koji limes limy_, Zgzl b, postoji i konacan
je (tada kazemo da navedeni red konvergira). Jedan takav primjer je b, = n—lg, ali vise o

konvergenciji redova na matematickoj analizi 2. 0

2.5. Cesaro—Stolzov teorem i primjene

TEOREM 2.46. Neka su (a,) i (b,) nizovi takvi da je b, strogo rastuci i neogranicen. Ako
postoji limes
[ g~y
n—00 bn+1 - bn ’

tada je niz (‘g—") konvergentan i vrijedi:

An41—0an

po pe e postoji! Na primjer, za

Napomena. Limes niza (§*) moZe postojati i ako limes
n
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vrijedi:
1

=——=0 n—o0
n

Qn
bn
pa zakljucujemo da je lim,,_, 3> =0. S druge strane,

-2, n=2%k

, n=2k+1

Ap4+1 — Ap o
anrl - bn 2

pa vidimo da niz (35=*), ne konvergira.
n n

ZADATAK 2.47. Dokazite da sljede¢i nizovi imaju limes i izrac¢unajte ga.

(a) limy, o W#ﬁ (b) limy, o0 4

RJESENJE. (a) Oznacimo a, = 1 + V24 3+ /nib, =n. Niz b, je strogo rastudi i

neogranicen pa provjerimo postoji li limes

G R S (R v G

bori— by (n+1)—n

Dakle, uvjeti Cesaro—Stolzovog teorema su zadovoljeni pa slijedi da je i niz (Z—Z) konvergen-
tan i limes mu je jednak 1.

(b) Primijetimo da je

n Inl+mn2+---+1Inn ln%—f-lng—i—---—l—lnﬂ
In =Ilnn — = n
vn!

Oznac¢imo a, =In} +In5 +---+1In2ib, =n. Niz b, je strogo rastuc i neogranicen pa

n n

promotrimo:

_ In2t 4 p2tl 4o p 2t ) (In 24+ In2% 4+ ...+ 1n? 1
an+1 an:< 1 2 n+1) ( 1 2 "):nln 1+-) 51
bpi1 — by n+1l-—n n

Po Cesaro—Stolzovom teoremu slijedi:

1 L N |
1 W —bn .

Konacno, koristeci teorem [2.27) za funkciju  — e slijedi

n

— lim eln(%m) _ elimn_mo ln( ,\1777') _ 61 — e

lim
n—oo

n

O

Napomena. Moze se pokazati, ali to je vrlo netrivijalan rezultat koji izlazi izvan gradiva

matematicke analize 1, da vrijedi sljedeci rezultat.

TEOREM 2.48 (Stirlingova formula).

n n
n! ~ <—> 2mn,
e

Iim ——— = 1.
n—)oo(e

Sto je skraceni zapis za

I3
=
S|
§‘
N
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ZADATAK 2.49. Neka jea; =11

19
1
pt1 = Gp +—, n > 1.
an
(a) Dokazite da lim,,_, a, = oo

(b) Odredite lim,, ., %

RJESENJE. Indukcijom lako slijedi da su svi ¢lanovi niza (a,) pozitivni.

(a) Niz (a,) je o¢ito rastu¢ pa kad bi bio ogranicen, imao bi limes L € R, za koji vrijedi

L=1L+ % To je oc¢ito nemoguce niti za jedan L € R pa zakljucujemo da nije ogranicen
pa kako je rastud, slijedi da je lim,, . a, = oco.

(b) Ideja je primijeniti Cesaro—Stolzov teorem na niz o Primijetimo da je
2 2
U1 — Oy Ap + Anyt 1
—————— = (Apy1 — A )(Apy1 T Q) = ————— =2+ — — 2, n— 0.
n+ 1—n ( n+1 n)( n+1 n) an CL%
Po Cesaro—Stolzovom teoremu zaklju¢ujemo da je i niz @i

-2 konvergentan i da vrijedi:
n

Sada po teoremu slijedi da je

.y . a?

lim — =4/ lim -2 = v/2.

n—00 \/ﬁ n—oo 1N

Napomena. Prirodno se nameée pitanje kako se moze naslutiti da niz a, raste kao v2n
bez da je to zadano u zadatku. Trenutno jos nemamo sve alate za to naslutiti, ali poticemo

studente da se vrate na odlomak kad nauce derivacije na Matematickoj analizi 2.
Shvatimo li izraz

Apy1 — Ap

(i1 = n = (n+1)—n
kao "diskretnu derivaciju", to zna¢i da kad bi a bila funkcija a
vrijedilo:

(0,00) — R, priblizno bi

1
/ ~o
a'(n) ~ )
Funkcija y = y(x) koja zadovoljava y/(x) = ﬁ moze se dobiti na sljede¢i nacin. Izraz je
ekvivalentan s: (y*(z)) = 2 pa je y*(z) = 22 + C za neki C' € R. Dakle y(z) = v2z + C.

Dakle, o¢ekujemo da je a(n) = v/2n + C, §to je asipmtotski ekvivalentno s a(n) ~ v/2n.

O

2.6. Razni zadaci

ZADATAK 2.50 (Kolokvij 2016.). Neka je (a,) ogranicen niz takav da je

lim (agn — 3a,) = 0.

n—oo

Dokazite da je niz konvergentan i odredite mu limes.
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RJESENJE. Kako je (a,) ogranicen, to mu je skup gomilista ograni¢en. Neka je L € R jedno
gomilite tog niza. Tada postoji podniz (a,,) takav da a,, — L. Kako je (agen — 3ay, ), podniz

niza (agn — 3ay,),, koristeci uvjet zadatka slijedi agen — 3a,, — 0. Dakle, imamo

lim agen = lim (age. — 3ay,, + 3a,,) 3a,, = 3L

= lim (agen — 3a,,) + lim
n—oo n— o0 n—oo n

00
pa zakljuéujemo da je i 3L takoder gomiliste. Induktivno zaklju¢ujemo da za svaki k € N
vrijedi da je 3*L gomiliste. Prema tome, kad bi postojalo gomiliste L # 0, zbog toga &to tada
|3¥L| — oo za k — oo, dobili bismo kontradikciju sa ograni¢enoséu skupa gomilista. Dakle,
L = 0 je jedino gomiliste, a to po teoremu s predavanja znaci da je niz konvergentan.

Alternativno rjesenje. Neka je f(n) = 2". Sa f* oznacimo k-tu iteraciju funkcije f,
odnosno

FO) = £ f(n)..).
k puta

Neka je € > 0 proizvoljan. Po uvjetu zadatka mozemo odabrati ny € N takav da za sve n > nyg

vrijedi |af() — 3a,| < €, odnosno

Qf(n €
o _Um| €

3 3
Neka je sada n > ng proizvoljan. Tada zbog toga 3to je fU)(n) > n > ng, uvrstavanjem fU)(n)
umjesto n u (2.1)) te dijeljenjem s 37 za j = 0,1,...,k — 1 (gdje je k € N koji ¢emo odabrati

uskoro) slijedi:

(2.1)

af(n) €
nT o < 5
3 3
afn) _ 2@ (n) €
—_ < _7
‘ 3 32 32
Agk-Dn)  AfE () €
et - <
Zbrajanjem gornjih nejednakosti i primjenom nejednakosti trokuta slijedi:
A (k) (n) € € €
n— | <ot o <
= "3k 3T T 3

Kako je niz omeden, postoji M > 0 takav da je |a,,| < M za sve m € N. Odaberemo i k
dovoljno velik tako da je 3Mk < 35, iz posljednje nejednakosti i nejednakosti trokuta slijedi:
_ A5m) ’aﬂwn) € €

3k 3k 2 37 ©

Dakle, a,, — 0 po definiciji. O

la,| <

Qn

ZADATAK 2.51 (Kolokvij 2020.). Dokazite da sljedeci limes postoji i izracunajte ga

L VAL VAL s s te AT
1m .

n—00 n

RJESENJE. Kroz citavo rjesenje pretpostavljamo da je n dovoljno velik, $to naravno smijemo

jer to ne utjece na limes. Ako je a > 1, tada je x — a” rastuca funkcija pa za k > 3 vrijedi:

Vi =nk <nt3 = ¥n.
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Prema tome, vrijedi

LNV Ytk SYR _nk ik (VA -V nt Vit Vi e

n n
Kako je

1 1
H%J“W):l’

po teoremu o sendvicu slijedi da je trazeni limes jednak 1.

Napomena. Moze se pokazati da ovaj zadatak nije moguce rijesiti koriste¢i primjenom
Cesaro—Stolzovog teorema na brojnik i nazivnik budué¢i da dobiveni niz kvocijenta razlika ne
konvergira. Skica dokaza te tvrdnje u nastavku puno je kompliciranija od samog rjeSenja
zadatka 1 moze se preskoCiti. Oznac¢imo li a, =n+/n+ /n+---+ Va/nib, =n, tada je

4ir —a [vn+1] Lvn]
ni1 = On _ dnxt) - [ va
bn+1 - bn ; ;
v
:1+Z<\/kn+ _%>+ > Vntl=(%
k=2 Lvn]<k<|vn+1]
Prouc¢imo najprije:
v
Sp 1= Z <W — {“/ﬁ)
k=2

u posljednjem retku. Koriste¢i formulu za razliku k-tih potencija (k > 2) te trivijalne ocjene
n<n+11i%t> 7 slijedi:

(n+1)—n 1 1

k—1—j k-1 —

k=13 <
djonk(n+1) kn"=

0<Vn+1—<n=

Odatle slijedi:

V7] n
1 1 1
0<s,< < — —-.
kz—;kné n%klk
p

Koriste¢i Cesaro—Stolzov teorem (ili zadatak [2.68) slijedi da

po teoremu o sendvicu slijedi s, — 0.

osljednji izraz konvergira k 0 pa

Promotrimo sada posljednji ¢lan u izrazu (x). Primijetimo najprije da je
Vii/n + 1, n + 1 je potpun kvadrat

= S YnEi=

|vnl<k<|vVnti) 0, inace
Koristedi zadatak slijedi

Cm2_1 = Vm? = (¥/m)* = 1,
Odatle slijedi (dokaz za vjezbu)

liminfe, =0 < 1= Ilimsupec,.
n—oo
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Konacno, zaklju¢ujemo (dokaz za vjezbu) da vrijedi

c . Oy — @ . Apy1 — @
liminf ———" =1 < 2 = limsup —————
n—00 n+1 — bn n—o00 bn+1 - bn
pa trazeni niz ne konvergira. U

ZADATAK 2.52 (Kolokvij 2020.). Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva koji je neogra-
nicen i za koji vrijedi

7lli_>n;o(an+1 —a,) =0.

Zan € Nsa f(n) oznac¢imo najmanji broj koji je vec¢i od n, takav da je au) —a, > 1. DokaZite
da je
lim (afm) — a,) = 1.

n—oo

RJESENJE. Iz prvog uvjeta znamo da je f(n) dobro definirano. Naime, kako je niz neogra-
nicen, za proizvoljan n postoji m > n takav da je a,, > a, + 1 pa onda postoji i najmanji takav
koji je veéi od n i njega oznac¢avamo sa f(n).

Neka je € > 0 proizvoljan i ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi |a,.1 — a,| < €. Po
definiciji funkcije f znamo da je ay) —a, > 1. S druge strane, zbog toga §to je f(n) najmanji
indeks takav da je afu) — a, > 1, vrijedi ajp)—1 — a, < 1 pa za n > ng, zbog toga sto je
f(n) —1>n > ny, vrijedi

f(n) = an = (@fm)-1 = @n) + (afm) = Gpmy-1) <1+ €
Dakle, zakljucujemo da za n > ng vrijedi
Il <app —a, <1l+e€
Kako je € > 0 bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je lim, o (asm) — a,) = 1. O

ZADATAK 2.53 (Kolokvij 2023.). Neka je (z,) ograni¢en niz, takav da za sve n > 2 vrijedi

Tp—1 + Tn+1

Ty S 5

Dokazite da je niz (x,) konvergentan.

RJESENJE. Dokazat ¢emo da je niz padajué. Pretpostavimo suprotno, tj. da postojim € N
takav da je x,, < T;,41. Oznac¢imo § := x,,11 — T, > 0. Uvjet je ekvivalentan s z, .1 — x,, >
Tn — x,_1. Odatle i iz pretpostavke teleskopiranjem slijedi:

n

Tm4n — Tm = E (merk: - xm+k71> > no.
k=1

Pustanjem n — oo slijedi da niz nije ogranicen, $to je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle,

niz je padajuc i ogranic¢en pa ima limes. 0

Napomena. Pod pretpostavkom da postoji m € N takav da x,, < 41, rjeSenje mozemo
dovrsiti i bez ulaZenja u kontradikciju. Naime, buduéi da je niz (r,41 — =), rastué te je
Tma1 — Ty > 0, slijedi da je z,41 — 2, > 0 za sve n > m, odnosno niz (,4m,), rastué

je. Kako je on ogranic¢en odozgo, mora biti konvergentan, odakle slijedi da je polazni niz (z,),
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konvergentan. Mogli bismo reci da je gornje rjesenje bolje utoliko sto nam daje jac¢u informaciju

o ponaSanju niza (z,), a to je da slucaj kada ovakav m postoji zapravo nije ni moguc.

ZADATAK 2.54 (*). Neka su (ay), i (by), nizovi. Ako je (ay,), podniz od (b,), i (by,), podniz

od (ay), 1 ako pretpostavimo da (a,), konvergira, vrijedi li a,, = b, za sve n € N7

RJESENJE. Dokazimo da tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja nije istinita i odaberimo
m € N za koji je a,, # by. Neka je L := lim,_, a,. Posebno, kako je (b,) podniz od (a,),
slijedi lim,, o b,, = L.

Kako je (b,) podniz od (ay,,), postoji strogo rastuca funkcija f : N — N takva da je b, = ay)
za sve n € N. Nadalje, kako je (a,) podniz od (b,), postoji strogo rastuca funkcija g : N — N
takva da je a, = by(n) za sve n € N. Dakle, za sve n € N imamo a,, = as4(,)). Iteriranjem ove
jednakosti sada slijedi da za proizvoljan n € N imamo a, = a(yoq) ) (n) 2a sve k € N.

Kako su f i g strogo rastuce, indukcijom lako slijedi da za sve n € N imamo f(n) > n i
g(n) > n. Bududi da a,, # b,,, mora biti g(m) # m pa nuzno g(m) > m. Uoc¢imo da je f o g,

kao kompozicija strogo rastu¢ih funkcija, i sama strogo rastuca. Kako je

(f og)(m) = f(g(m)) = g(m) > m,

indukcijom po k dobivamo da (f o g)**Y(m) > (f o g)®(m) za sve k € N, odnosno niz
((f o 9)®(m))y strogo je rastu¢. Dakle, (A(og)® (m))k j€ Podniz niza (a,), pa je konvergentan
s limesom L. No, s druge strane znamo da je on konstantno jednak a,, pa slijedi a,, = L.

Medutim, potpuno analognim zaklju¢ivanjem dobivamo b,, = L, sto je kontradikcija. 0

ZADATAK 2.55 (*). Dokazite da vrijede sljedeci identiteti:

Hmsup @ = Inf sup o = I up a1 limnfan = sup il an = limnf an.

RJESENJE. Dokazimo prvi identitet, drugi ostavljamo za vjezbu.

Neka je A skup gomilista niza (a,). Nadalje, oznac¢imo A, = {a,, : m € N,m > n}. O¢ito
je A1 C A, pa je niz b, := sup A,, padajué.

Iz definicije niza (b,) vidimo da za sve m > n vrijedi b, > a,,. Prema tome, ako je a € A,
zbog toga $to a,, — a, vrijedi da je a < b,. Dakle, za svaki n € N vrijedi da je b,, gornja meda
skupa A pa za svaki n € N vrijedi sup A < b,,. To posebno znaci da je sup A donja meda niza
b, pa vrijedi

sup A < T}gl by
Preostaje dokazati da je inf b,, < sup A. U tu svrhu je dovoljno dokazati da za proizvoljan € > 0
vrijedi
i%f b, <sup A+e.
Kad bi postojalo beskonac¢no ¢lanova niza (a,) za koje je a,, > sup A + ¢, tada bi taj niz imao
konvergentan podniz sa limesom u [sup A + €, 00| pa bi postojalo gomiliste o’ € A za koje je
a’ > sup A + ¢, sto je kontradikcija sa definicijom supremuma skupa A. Dakle, postoji ng € N

takav da za sve n > ng vrijedi a,, < sup A + e. Medutim, to znaci da je b,, < sup A + €.
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Konacno, kako je niz b, padajué, to znadi i da je
infb, <supA +e.

Kako je € > 0 proizvoljan, slijedi
inf b, < sup A.
neN

Kako smo obratnu nejednakost veé¢ dokazali, slijedi tvrdnja zadatka. O
2.7. Zadaci za vjezbu
ZADATAK 2.56. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izra¢unajte ih.

. 27 (2n3+1)+3"n(n2+1) : 100" 4n 100
(a) limy, 100 S ) (b) limy 400 ni+3n

ZADATAK 2.57. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izra¢unajte ih.

(a) lim, s 0o vVR2+n+1—vnt+n2+1

()t (VT V- V)

ZADATAK 2.58. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izra¢unajte ih.

(8) limy o {1+ 2+ 3 + & () iy oo /3 + cosn
Inv3] (d) limy, 540 V02 + 3n + ndntl

ZADATAK 2.59. Dokazite da limes postoji i izracunajte ga:

lim cos(2rvn? +n +1).

n—oo
ZADATAK 2.60. Neka je
N (=2)"
n 3nt+l (_2)n+1
Odredite a € R tako da niz bude konvergentan.

+ (a + 1)sin%.

ZADATAK 2.61. Izrac¢unajte liminf a, i lim sup a,, za nizove:

(a) a, = cos™(nm) (b) an =1+ ;25 cos oF () a, = HCEU"

Koji nizovi su konvergentni?

ZADATAK 2.62. Za navedene rekurzivno zadane nizove dokazite da su konvergentni i odredite

im limes

(a)

(b)
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9 — 2a,,
7—2a,’

a1 =1, a4 = n>1

(d)

a; =5, apr1 =sin(a,), n>1

ZADATAK 2.63. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izracunajte ih

(a) 1imn%o\/5+\/5+.--+\/5 (b) limpse \/3-V/3---V3

(. /

Vv
n korijena n korijena

ZADATAK 2.64. Neka je a,, Fibonaccijev niz, tj. niz odreden s

a1 =1, ax=1, an1=0a,+an 1.

an

41 e .
= postoji 1 1zracunajte ga.

Dokazite da limes lim,,

ZADATAK 2.65. Dokazite da sljedeci limesi postoje i izra¢unajte ih:

(a)

1 1 1
lim + TR
n—-+00 (\/nQ—i—l Vn2 +2 \/n2+n>
(b)

1 1
li e
ZADATAK 2.66. Dokazite da za svaki p > 1 vrijedi:
1P 4o P 1

Jm e = h T

ZADATAK 2.67. Dokazite da je

' . 1 1 1 2 1 n
lim 14— I+-) -~ [1+—-] =e
ZADATAK 2.68. Dokazite da niz (a,) zadan s:
1 1
ap=1+-+---+——Inn
2 n

konvergira. Njegov limes obi¢no se oznacava sa vy, naziva se Euler-Mascheronijeva konstanta i

priblizno je jednak v ~ 0.5772.

ZADATAK 2.69. Neka je (a,) niz realnih brojeva te L realan broj sa sljede¢im svojstvom.
Za svaki podniz niza (a,), postoji podniz tog podniza koji konvergira u L. Dokazite da tada i

niz (a,) konvergira u L.

ZADATAK 2.70. Dokazite da za proizvoljne nizove (a,) i (b,) vrijede sljedec¢e nejednakosti:

limsup(a, + b,) < limsup a,, + limsup b,

n—o0 n—oo n—oo
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liminf a,, + liminf b,, < liminf(a,, + b,)

n—oo n—o0 n—o0

te pokazite da obratne nejednakosti opéenito ne vrijede.

ZADATAK 2.71 (*). Neka je (a,,) niz rekurzivno zadan s

a; € (0,1), any1 = a, —a’.

Dokazite da lim,, ., na, postoji i odredite ga.

ZADATAK 2.72 (*). Neka je (a,) niz realnih brojeva takav da za sve m,n € N vrijedi
Am4n S Am, + Q.

Dokazite da lim,, . %= postoji i da je jednak je inf{%= : n € N}.

ZADATAK 2.73 (*). Neka je (a,) niz pozitivnih brojeva. Dokazite da je
lim sup (M) > e
n—oo an

i da tvrdnja ne vrijedi niti za jedan broj veéi od e.

2.8. Dodatak: Dokaz A-G nejednakosti

DOKAZ TEOREMA [2.36l Dokaz provodimo koristeéi sljedece dvije tvrdnje.

(i) Dokazujemo da tvrdnja vrijedi za n € N oblika n = 2%, k € N indukcijom po k.

(ii) Dokazemo da istinitost tvrdnje za n povlaéi istinitost tvrdnje za n — 1.

Pokazimo sada indukcijom da prethodne dvije tvrdnje povlace istinitost tvrdnje za proizvoljan

n. Pokazimo najprije kako iz prethodne dvije tvrdnje slijedi tvrdnja za n = 6:

@, 0

9 Wy 4 O g Wm @ o

Neka je sada n > 2 proizvoljan. Veé smo ranije pokazali da je niz (2¥) neomeden pa postoji
k € N takav da je 2¥ > n i neka je ky najmanji takav. Ako je n = 2% tvrdnja slijedi iz
prve tvrdnje, U suprotnom, primjenom druge tvrdnje 2¥ — n puta slijedi da tvrdnja vrijedi za
n =2k — (2k —p).

Dokazimo sada prethodno navedene tvrdnje

(i) Neka je k = 1. Tvrdnja za n = 2 slijedi iz

ap + as

2 aay < (Var — ag)® > 0.
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Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki £ € N. Dokazimo da tada vrijedi tvrdnja
za k+ 1:

a; + -+ Qgrtr _l<a1+"'+a2’“ +a2k+1+"'+a2’“+1>

ok+1 9 ok ok

i time je tvrdnja nejednakosti dokazana, a dio tvrdnje o jednakosti slijedi iz jednakosti
u bazi i koraku indukcije.
(ii) Dokazimo drugu tvrdnju. Neka su ay,...,a, 1 > 0 proizvoljni i pretpostavimo da

tvrdnja vrijedi za proizvoljne realne brojeve by,...b, > 0. Definiramo li b; = a; za

j=1,....n—11b, := %, tada iz AG nejednakosti za n ¢lanova vrijedi
ap+ -+ ay_q 4 Bt by+---+b ay + - +a,_
n n—1 _ 1 nzn/bl"'bn:nal"'an—l' 1 nl.
n n n—1
Medutim, posljednja nejednakost nakon sredivanja ekvivalentna je s:
ay+ -+ ap— " ap+ -+ ap_1
Z al ... an—]_ .
n—1 n—1
Potenciranjem obje strane na n-tu potenciju, dijeljenjem obje strane sa % i

zatim uzimanjem n — 1-vog korijena od obje strane slijedi:

a;+ -+ ap_1
—— > nVay - an,

n—1

Sto je i trebalo dokazati.

Tvrdnja o jednakosti opet slijedi iz tvrdnje za jednakost u sluc¢aju n brojeva.
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