2 Integral

2.1 Neodredeni i odredeni integral

Definicija. Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R funkcija. Primitivna funkcija
funkcije f je funkcija F': I — R takva da je

F'(z) = f(z), zasvex €l

Primjer. (a) Za f(z) = 0 npr. imamo F(z) = 7.
(b) Za f(x) = 2®° npr. imamo F(x) = % + .
(c) Za f(x) = 7t npr. imamo F(z) = arctg z.

Napomena. (a) Ako je F' primitivna funkcija od f, onda je i F' 4+ C primitivna funkcija od
f,zasve C € R, jer je
(F(z)+C) =F(z)+ 0= f(x).

(b) Ako su F'i G primitivne funkcije od f, onda je
(G(z) — F(2)) =G (z) — F'(x) = f(z) — f(z) =0, zasvex € [

pa postoji C' € R takav da je G(z)—F(z) = C, tj. G(z) = F(x)+C. Dakle, ¢cim znamo jednu
primitivnu funkciju F od f, onda znamo sve primitivne funkcije i one su oblika F'(z) + C, za
CeR

Definicija. Skup {F 4+ C: C' € R} svih primitivnih funkcija od f zovemo neodredeni
integral ili antiderivacija od f i taj skup oznacavamo s

/f(x) dx = F(z) + C.
Zadatak 2.1.1. Izracunajte neodredene integrale:

(a)/;ﬁdx (b) d—; (c)/5$d1: (d)/;l;;.

3
Rjesenje. (a) /m2 dr = % +C

95



96 POGLAVLIJE 2. INTEGRAL

) /d—x:1n|x|-|—C'
T

T _ 5"
(c) /5 da;—ln5+0

dz 4
(d) i /ac 4dx—§m4+C

JAN
Definicija. Neka je f: [a,b] — R ogranicena funkcija. Ako je f Riemann-integrabilna, onda
b
realni broj / f(z) dx zovemo odredeni integral.
Teorem 7. Neka je I C R otoreni interval i f: I — R neprekidna funkcija. Ako je ¢ € I
onda je s

F: IR, F(z /f tdt, v el

definirana primitivna funkcija od f.

Teorem 8. Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R neprekidna funkcija. Ako je F
primitivna funkcija od f, onda za svaki segment [a,b] C I wvrijedi Newton-Leibnizova
formula:

Primjer.

/1 dx ;
= arc xr
_11+$2 &

Zadatak 2.1.2. Izracunajte odredene integrale:

-1

1 8
4 3 3

. zt — 42’ + 23

(4sin® x — 3cos®z) /ch:c—i—shx (c) i .

0 1

(a)

o\
ME

™ ™

b 2 g 1-— 2
RjesSenje. (a) / (4sin® 1—3 cos® ) dx—/ (7sin® r—3) da::/ (7-ﬂ—3) dx
0

R _ 0 0 2

1 [2 7 2 7 7 sin2x|%

:—/2 dw——-/20082$d$:%$2 il
2 )y 2 Jo

0 2 2

1, m T
=53 70300 =%
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(b) /1 dx _/1 (chz —shz)(chx + shx)
o chz+sha J, chx +shz

1
= / e rdy=—e"
0

_4 2 8 4_43 2l 2
(c) / Podott \/_dx—/x $4+ o dx:/(mlgj—4zvlf’l+2m_175) dx =
1 1

X 1
8 115 n 14395
1 42 91.9%

1
dx :/ (chz —shzx) dz
0

1
=1-ce¢
0

-1

Zadatak 2.1.3. Izracunajte integrale:

us

1

(a)/tg%dm (b)/tgmdm (c)/inldx (d )/QL |{z} da.

.9 2
1-— 1
Rjesenje. (a) /tg% dr = /sm L e = /ﬂ dx :/ dx—/ dr =
cos? x cos? x cos? x

tgx —ax+ C.

z s

(b) /4 tgz dz = (pogadamo primitivnu funkciju) = — In(cos z)|* =
0 0

—(In(cos Z)—ln(cos 0)) =

1 1
—(In——-—Inl1l)=-In2.
( V2 ) 2

2 +1 0

1
—1n 2.
2

. 1 11
(c) / T iy = (pogadamo primitivnu funkeiju) = B In(z” + 1)‘ = §(ln2 —Inl) =
0

/ || {x} d:):—/ || (x — |z]) d:):—/ lz](z — |z]) dx + LxJ(z—LxJ)dax—i—

/ 1z (z— |2)) d:p+/ 2)(z— |2]) do = /_;1(—2)~(x+2) dx+/0(—1)~(1:+1) do+

J-1

2 2 -1 2 0 2
/0$d$+/ 1 (x—=1)dz = 2<:v2 +23})’ —(%—i—m)‘ v — .= 1.
0 1

+ (= —x) X

1 2

-2

A

Zadatak 2.1.4. Odredite integral

/\/1—sin2:cda;
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Rjesenje. Oznacimo f(x) = /1 — sin2z. Funkcija f : R — R je neprekidna pa po teoremu
s predavanja postoji primitivna funkcija F': R — R. Na primjer, jedna primitivna funkcija
odredena je formulom

Flz) /O oL

Nas cilj je na¢i eksplicitan izraz za funkciju F' jer se svaka druga primitivna funkcija tada
moze zapisati u obliku F'(x) + C za neki C' € R.

Koriste¢i identitete 1 = cos? x + sin? x i sin(2z) = 2sinz cos 7, slijedi

flz) = Vcos? x4 sin® x — 2sinx cos x = V/(cosz — sinz)? = | cosx — sin z|.

Posljednji izraz mozemo dodatno pojednostaviti koriste¢i adicijske formule:

2 2
COSx — SInx = \/5 <% coST — gsin:c> = \/écos (.%—i—%) )

Dakle, integrand je jednak

f(z) :\/é‘cos ($+%)‘

Funkcija x — cos (x + %) mijenja predznak u tockama zy = § + k7 za k € Z. Odaberimo
intervale integracije tako da im te nultocke budu rubovi, tj. oznac¢imo:

T T
Ik = [Ik,$k+1] = [Z + ]i?ﬂ', Z + (k’ + 1)7T:| .

Za x € i, argument z + % poprima vrijednosti iz intervala [g + kb, 5+ (B + 1)7?], na kojem
funkcija kosinus ima predznak (—1)**1. Zato na [, vrijedi:

f(z) = (=1)*"1'v2cos (:U + %) :

Po Newton—Leibnizovoj formuli, za x € [} integriramo funkciju s lijeva na desno, pocevsi od
donje granice xy:

F(z) — F(xy) = /:(—1)“1 2 cos (t + %) dt
= (-1)*'2sin (2 + ) = (=) V2sin (1. + 7 )
— (—1)1/2sin (:ck+1 + %) )

Preostaje odrediti F'(xx). Uvrstimo li desni rub intervala x = x4, u gornju formulu, dobi-
vamo rekurzivnu relaciju:

Flon) = Flaw) = (=1)'V2sin (e + 7 ) + V2 =22
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Rekurzivno slijedi:
F(zy) = F(xo) + 2kV2.

Vrijednost F(zy) mozemo odrediti iz
Fl(zy) = /4 f(t)dt = /4 cost —sintdt =v2—1
0 0

Dakle, za x € I}, vrijedi:

F(z) = (V2 =1) + 2kV2 + (=1)*"'(sinz + cos z) + V2
= (=D (sinz + cosz) + 2v2(k + 1) — 1.

Preostaje povezati k eksplicitno s varijablom x. 1z uvjeta z € I imamo x, < x < xyy1, Sto
zapisujemo kao:
T T

Oduzimanjem 7 i dijeljenjem cijele nejednakosti s 7 slijedi:
1 1
k< <k+l = k=|2->|.
T 4 T 4

Buduéi da se u nasoj formuli za F'(z) pojavljuje izraz k + 1, primijetimo da je

T 1 r 3
k+1=|——- 1=|-4+-].
s1=|2-g =[5+

Uvrstavanjem toga dobivamo konacan, egzaktan izraz na cijelom R:

F(z) = (=154 (sina + cosz) + 2v/2 F + ZJ —1
m

2.1.1 Integralne sume
Pretpostavimo da je f : [a,b] — R Riemann-integrabilna funkcija. Za svako n € N neka je
(x;)o<i<n pripadna ekvidistantna subdivizija segmenta [a, b], tj. neka je

b—a

n

h:=

te x;:=a+1th, za 0<i<n.

Nadalje, za n € N1i1 < i < n neka su &, ; brojevi iz segmenta [z;_1, x;]. Pripadna integralna
suma S, funkcije f je oblika
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Sn Zf fnz =
i=1

Tada je niz integralnih suma (S,,),en 0od f konvergentan i vrijedi

lim S, :/ f(z) dx. (2.1)

n—00

Ponekad je koristan i obratni proces. Naime, pretpostavimo da trebamo izrac¢unati limes
nekog niza. Ukoliko uspijemo prepoznati da su clanovi tog niza u stvari integralne sume neke
(Riemann integrabilne) funkcije, tada mozemo upotrijebiti formulu (2.1), kako bismo nasli
limes tog niza.

Kao ilustraciju navodimo sljedeci zadatak.

Zadatak 2.1.5. Izracunajte limese:

(a) lim< ! + ! +...+i>

n—soco \n+1 n-+2 2n
1 1 1
b) lim + + . — .
(>n—>00(\/4n2—12 \/4712—22 4n2_n2)

Rjesenje. (a) Najprije primijetimo da je

S CHNNIN SISO N Y (S Fg
" n+1 n+2 on n 1—1—% 1—1—% 1+2)°

Uoc¢imo da je S, zapravo donja Darbouxova suma funkcije f : [0,1] — R definirane

formulom f(z) := 1+va s obzirom na n-tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]
1 2
:UO::O<$1::—<x2::—<---<xn::E:1
n n n
Naime, funkcija f je strogo padajuca na [0, 1], pa je
fa) = o) = = g, 1<
m; ;= min x;) = = — <i<n.
[xz lxz] 1+-CE7, 1+%

Kako je f strogo padajuca na [0, 1], ona je i Riemann integrabilna na [0, 1], pa je prema
(2.1) niz (Sy)nen konvergentan i vrijedi

1 1 1 ' odx L
li .. = lim S, = = In(1 =In2.
i (gt ) s = [T =] =
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(b) Sli¢no kao u (a) dijelu zadatka, najprije primijetimo da je

1 1 1 1 1
S, = = | 4|
4n? — 12 dn?2 —n? n 4— (L) 4—(2)?

Takoder uocimo da je S, zapravo gornja Darbouxova suma funkcije f : [0,1] — R defi-
nirane formulom f(x) := \/ﬁ, s obzirom na n-tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta
[0, 1]
1 n
To=0<y=—<r=—< <z, =—=1
n n n

Naime, funkcija f je strogo rastuca na [0, 1], pa je

M; = max f(z) = f(z;) = 1<i<n

I
[wi—1,m4] 4 —x? /4_(1’)27 - =

Kako je f strogo rasuéa na [0, 1] ona je i Riemann integrabilna na [0, 1], pa je prema
(2.1) niz (Sy)nen konvergentan i vrijedi

1 1 . A L
= lim S, = = arcsin —| = —.

Vo de
fim (L / 4 -
n—>oo<‘/4n2_12 \/4’/7,2—712) n—00 0 4 — 2 210 6

A
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Zadaci za vjezbu

2.1.6. Izracunajte integrale:

(a)/m2+2dm (b)/(2x+5“)2dx (c)/d—”“"

2 +1 14sinz

2.1.7. Izracunajte integrale:

8 4 - 1/V2 g 100
+ vz x
1 2 V) d b d ——— d dz.
@ [evareyna o[ 0 [ s @ [l
0 1 —1/V2 0
2.1.8. Izracunajte limese:
: n n 12+ 4+ n”
(2) Jim [m et <2n>z} (b) Jim, pert o ezl
2.1.9. Izracunajte limese:
) 1 2 2n—1
@ Jim [ e 2
1 1 1
b) lim + +...+
(>n—>00[\/2n2+n—12 V2n2 + 2n — 22 Von2+n-n—n?

2.1.10. Izracunajte limese:

N

2

n

SM‘S

yaz oo (1+

(a) lim ’\’/(1 + %)3;(1 +

n—o0

I3

)

= n
b) li
) 1 ) g+ 52
2.1.11. Izracunajte

e’ dx

D\H

koriste¢i integralne sume.
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2.2 Metoda supstitucije i metoda parcijalne integracije

Zadatak 2.2.1. Izracunajte integrale koriste¢i metodu supstitucije:

In2
a 22° 4 4
@) [ a4 0yt W
taseni 2o 3 g, | =22 +4] [t (223 4+ 4)°
Rjesenje. (a) /:c(2x +4) dx_[dt:6m2dx = 6dt_30+0 o .
In2 . 3dt ,
€ t=e"+1 0—e’+1=2
\/eﬂﬁ—i—ldx_{dt:exd:r ln2»—>eln2+1:3]_/_t_2\/52 (V3 -v2)
2
A

Zadatak 2.2.2. Izracunajte integrale:

(NIE

(a)/cosﬁdx (b)/gx\/mdx

NG (d) / cos® zsin® z dx

0

* dx
voe+1

s
™

e)/\/ex— ldx (f)/sin2:v\/1+sin2$dw (g)*/—m
2+cosx
0 -7

Rjesenje. (a) (a)/COS\/_dx— {t_\/_ } :2/costdt:2sint+C:2sin\/5+C

NG dt 2z
: — 2_4 2+ w 1.7 V125
t=1x°— 2 0
2 _ —= = — :—3/2 = —
2 0

42
(c) ° da:—[dt verl z=t1 1]:2/(t2—1)dt:§t3—2t+6’:

5 \/m
g(x—Q)\/x—l— +C
3 1
1
4 .3 | t=cosx 0—1 1] I N ﬁ_i B
(d) /cosxsmxda;—[dt:_smxdz =0 | t* (1 —t%) dt = 577)|”
0 0
2
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— ST _ — 2 t2
e)/\/eﬂ”—ldaz:[t et =1 Zx_ln2g§t+1)}:2/ dt =

_t2+1 t2+1

dt
:Z/dt—Q/ =2t —2arctgt + C = 2vVe* — 1 — 2arctgver — 1+ C

241

jus

2
_ .9 2 2
f) /sin2x\/1—|-sin2$dx: {t 1+.Sm ‘ ng ] :/\/Z_fdt:§t3/2
1

dt = 2sinx cosx dx g2 )

0
2
=-(2vV2-1)
3
(g) / % dx = neparna funkcija na simetri¢noj domeni = 0
Cos T

—T

Zadatak 2.2.3. Neka je f: [—a,a] — R Riemann-integrabilna funkcija.

(a) Ako je f neparna, dokazite da je

(b) Ako je f parna, dokazite da je

/af($)dm:2/af(az)dx

Rjesenje. (a) Vrijedi / f(z)dw = {’;t::_f " ;‘Lﬁ_ﬂ - / F(—t)dt = — / F(t) dt,

odakle je 2 [ f(z)dz = 0 pa slijedi tvrdnja.

/f dx—/f dx+/f dx_[ o ai;;a]:
/f dt+/f / dt+/f dx—2/f
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Zadatak 2.2.4. Neka je f: R — R neprekidna periodi¢na funkcija s periodom 7 > 0.

Dokazite da za sve a € R vrijedi

a-+T1 T

/f(w)dx:/f(:v)dx.

a
Rjesenje. Stavimo m := [——‘, gdje je sa [-]| oznaCena funkcija “najmanje cijelo”. Tada je
T

a <mt < a+ 7. Naime, iz nejednakosti
r<|z]<z+1, VzeR,
slijedi
a a a
a= <—)7’§m7': [—-‘T< (——i—l)T:a—l—T
T T T
paje a < m7 < a-+ 7. Sada ra¢unamo

a+T1 mT
a

/ f(a)de = / fla)d + mf () de =

:7f<x>dx+ /( fesnyd= [ pwd-

dt = dx a+THa

m—1)7 (m—-1)1

ds = dt mr— T

|:t:$—7' mrn—>(m—1)r] _

T

_ [S:t‘(m‘m (m‘l)THO} :/Tf(s—l—(m—l)T)ds:/f(x)dx.

Zadatak 2.2.5. * Izracunajte integral:

1+107
/ max {|sinz|, | cosz|} dx.
1

0

Rjesenje. Funkcija x — max {|sinz|, | cosz|} je periodi¢na s periodom 7/2 pa je

14107 107
/ max{|sinx|,|cosx|}dx:/ max {|sinz|, | cosz|} dz =
1 0

™

:20/2 max {|sin x|, | cos |} dx = 20 (/4 cosxdm—I—/2 Sina;d;c) =
0 0

INE

s
4 2

= 20(sinx| — cosx

0

):20(§+§) = 20V/2

INE)

A
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Vrijede formule parcijalne integracije:
(2.2)

Ponekad se gornje formule zapisuju kao

/udv:uv—/vdu

b

b
—/vdu.

a

1
b

/udv:uv

a

Zadatak 2.2.6. Izracunajte integrale koriste¢i metodu parcijalne integracije
2

(a)/:cexdx /ln—xdx

1

C .. e, |u= du=dx | _ . T g (o
RjeSenje. (a) /xe dx_[dv:e“dx Y — e ]—xe /e de =e€(x —1)+C

> 1-In2
2

2
dx In2 1

22 2 T

1

1 1
— 2 — 2zdx 2d
Rjesenje /ln1+ac dm—{u In (1427 du 1+$2]—mln1+w / T
dv = dx v=1 14 22
0 0
1 1 .
=In2-2 [ dov+2 =In2 -2+ 2arctga :1n2—2—|—g
0
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s
u=sinrx du=coszdx 2

T
e*cosxdx =
dv =e*dx v =¢"

(b)

0

\.,wh\

e*sinxdr = [

} =e¥sinx

o
(B

0

s
™ 2
u=cosxr du= —sinzdzr 2 .
= - - =2 —ecosx| — [ esinazdr =
dv=¢e"dx v=e 0
0
jus jus
2 2
2
. . e™? 41
:e”/2+1—/exsmwdw - /e“”sm:cdx: 5
0 0

(c) /hﬁxdx:[u o du="% }zzlnz—/x—xlenx—x—&-c

dv=dx v==z T

dv =dzx V=2 1:2—1—1:

(d) /arctgxdxz [u arctgx du = 23 } :xarctgx—/ il

1 d(z? 1
:xarctgx——/ (=) :xarctgx—§ln(z2+1)+6’

2) 2241
A
Napomena. Promotrimo sljedec¢i primjer
/ e shrdr — [ ZU::S}elfdx zu::efh vdr ] =e’shx — / e’ chxdx
= [ Zu::delfdx gu::;h vde } =e"shx — (ex chx — / e’ shxdx)
= e"(shax —chx) + /e“ sha dx
Dakle, imamo
/e“"sha;dm:e“"(shav—chm)—k/e“shwda;. (2.3)

Ako s lijeve i desne strane gornje jednakosti oduzmemo / e” sh x dz dobit ¢emo da je e*(sh z—
chz) =0, tj. sha = chx $to je ocito kontradikcija. U ¢emu je problem?

Problem je nastupio pri doslovnoj interpretaciji formule (2.2). Naime, neka je I otvoren
interval i f : I — R funkcija koja ima primitivnu funkciju F': I — R. Neodredeni integral

f(x) dx funkcije f je po definiciji klasa ekvivalencije F(z) + C := [F]. funkcije F' po

relaciji ~, gdje je ~ definirana na skupu D(I) svih derivabilnih funkcija na I s

G~H <— G =H <<= (G-—H) =0« (3c e R)(Vx € I)(G(z) — H(z) = ¢).
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Eksplicitno,
/f(:v)dx — F(a2)+C = {om Fx)+c: ceR}.

Zbog toga bi formulu (2.2) preciznije trebali zapisati u sljede¢em obliku
/u(:v)v’(:v) de = (u(x)v(z) +C) — /u'(m)v(:v) dx.
Dakle, jednakost (2.3) je jednakost klasa ekvivalencija (tj. jednakost pripadnih skupova), pa
jedino $to iz nje mozemo zakljuciti je
e’(she —cha) +C=0+C, tj.

{r—e"(she —chz)+c: ceR}={z—c: ceR}

Odavde specijalno slijedi da postoji konstanta ¢ € R takva da je e*(shax — chx) = ¢, za
sve x € R. Direktnim racunom mozemo provjeriti da je to uistinu tako, te da je trazena
kosnstanta ¢ = —1.
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Zadaci za vjezbu

2.2.8. Izracunajte integrale:

()/(33; —2r+ 1) (2 —2? + 2 —9) da (b)/

e

et +1
et +x

dx

e

(c)/:c?’e”"’4 dx (d) /::NW

2.2.9. Izracunajte integrale:

Inz x R rerretE”
/—dm >/0082xdx (c)/e sin® x dz (d)/mdx

2.2.10. Izracunajte integrale:

26 4223 + 1

Oy )

a)(/Q.IQde (b)j'$—3d ()

H\m
=.
o =
=3
8
S

2.2.11. Izracunajte integrale:

Inx

(a)/sin&r sin bz dx (b)/ (—)2 dx (C)/sinlnzvdx (d)/(:v4+3m) cosx dx

X

2.2.12. Izracunajte integrale:

(a)/arcsin2xdm (b)/achdx (c)/arctg VT dr (d)/ac2 arccos x dx

2.2.13. Izracunajte integrale:

1 N
(a) / arcs;n r 1+a2° / arctg \/v/x — 1dx (c) / e’ sin x sin 3x dx
x 1- m2

2.2.14. Izracunajte integrale:

\/l—l—xzd dx (© arctg/r 1
v 14z

1 1+ dx otlna
(d)/1_$21n1_mdx (e)/—ex/2+ex (f)/e da

dx

1+ 22 zlnzlnlnz
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2.2.15. Neka je f: R — R neprekidna funkcija. Dokazite sljedec¢e jednakosti:

b b

(a) /f(a+b—x)dx:/f(x)dx

a

(b) 7T//Qf(sim x)dr = 7T//zf(cos x)dx
(c) ]xf(sinx) dz = g]f(sinx) dx

2.2.16. Izracunajte

™

/ T sinx d
——dx.
1+ cos?z

o

2.2.17. Izracunajte

t
1f (arctg ﬁ—ﬂ — %) dx

lim
t—+o0 Int

2.2.18. Dokazite

2

[ < dt

t
t—+oo x %"
b
2.2.19. Odredite sve neprekidne funkcije f: [a,b] — [0, +00) takve da je /f(x) dx = 0.

a
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2.3 Integrali racionalnih funkcija

Za rjeSavanje integrala racionalnih funkcija koristit ¢emo sljedeci poznati rezultat.
Teorem 9 (Rastav na parcijalne razlomke). Neka su p i q polinomi takvi da je
_ k1 Ko (.2 I 2 In
q(x) = (x — )™ (. — 2p)" (2" + prz +q)" - (27 + pux + Ga) ™,

za realne brojeve (r;)7,, (p;)i=y, (¢;)j=1 2a koje vrijedi p? —4q; < 0 i prirodne brojeve
ki, ..o km, b, ..., .. Tada postogi polinom P i brojevi (Aj,r);‘z]ifr:l: (Bjm)?’:ljlﬂazl, (Cjﬂ‘)?’:l]i,rzl
za koje vrijedi

m n U
p(I) 14jr E%T17+‘CET
—:P R L— ’ ’ .
) +Z ( +;; (22 + pjo + ¢;)"

Koristec¢i prethodni rezultat vidimo da se u teoriji, kad bismo znali faktorizirati svaki polinom,
integral svake racionalne funkcije moze svesti na sumu integrala polinoma te integrala oblika

/ dx . / ar +b dx
(x —a)m (2 +pr+q)n

Prvi znamo izrac¢unati koristeéi supstituciju x — a = t:

/ de ~  JIn|r—a|+C, n=1
(z—a)* | —2=(z—a)"'+C, n>1

—n—+1

Drugi integral rijesit ¢emo u sljede¢em zadatku.

Zadatak 2.3.1. Izracunajte integrale:

(a)/d—x (c)/cm——u)dx, P’ —4q<0

22 + a? 2?2 +pr+q
dx
0 [ 57

Rjesenje. (a)

/ dz 1 / dx t=3 1/ dt 1 arctg t+C' 1a ct x—l—C
[— _— = a = — —= — ar = — ar —_
x24+a?  a? (£)2+1 dt = al t24+1 a & a &

(b) Rastavimo izraz na parcijalne razlomke:

xr2 — g2

1 1 A B 1 1

2—a? (r—a)(vr4+a) x—a x+a 2a 2a

X
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Dakle,

d 1 d 1 d 1 1 1
/ ro_ v * = —In|z —a|-—1In|z+a|+C = —1In
2a 2a

r—a
x+a

+C

22—a2 2) r—a 2a) z4+a 2a

(c¢) Najprije ¢emo kvadratni trinom u nazivniku zapisati u obliku potpunog kvadrata:

2

2 _ P\? p 2 2
v tprtg=(r+3 +q—z—(ac—0z) + 57,

gdje je

Preuredujemo brojnik ax + b tako da se u njemu pojavi izraz (z — «):

ar+b=alx —a+a)+b=a(r—a)+aa+b

Uvrstavanjem modificiranog nazivnika i brojnika u pocetni integral dobivamo:

_ [alr—a)+taa+Db
Lﬂ/ G—ap+p "

Integral rastavimo na dva dijela:

T — 1
1= | Grarrm et ed) [ oo

Prvi integral rjesavamo jednostavnom supstitucijom u = (x — «)? + 5%, pri ¢emu je

du = 2(z — a) dz, odnosno (z — o) dv = L

_ 1 fdu 1 1
/ﬁdw:§/%:§1nIU|:§ln(<l’—a)2+52)-

(Napomena: apsolutna vrijednost nije potrebna jer je (x — «)? + 32 > 0 za svaki x).

Drugi integral je standardni tabli¢ni integral koji rjeSavamo supstitucijom t = x —«, dt =

dz:
/;dl‘: larctg (x—a)
(z —a)? + (32 B g )

Spajanjem ova dva rjesenja, integral za n = 1 pomocu parametara « i [ iznosi:

_a 2 a2y, Gt r—a
1—2111((1’ @)’ + 3% + 5 arctg( 5 )—l—C.

Konacno, u originalnim parametrima p i g, izraz je jednak

__ap .I'—f-ﬂ
Ilzgln(x2+px+q)+—22arctg —2 | +C.
D
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Zadatak 2.3.2. Koristenjem rekurzivne relacije izrac¢unajte sljedec¢i integral

ar +b 9

Rjesenje. Definiramo

b
(22 4+ pr +q)

Ideja je brojnik axz + b napisati tako da sadrzi derivaciju nazivnika. Derivacija nazivnika
iznosi (2 + px + q)' = 2z + p. Brojnik algebarski transformiramo na sljedeéi nacin:

a:r+b:g(2x+p)+b—%.

Uvrstavanjem ove jednakosti u pocetni integral dobivamo zbroj dva integrala:

a 20 +p ap 1
Iy==- | ————d —|—(b——)/—d.
2/(m2+px+q)” v 2 (22 + px + q)" !

Prvi integral rjesavamo direktnom supstitucijom u = 2% + px + ¢, odakle je du = (2x + p) da:

2 +p / _ u 1
————drx = | v "du= = +C.
/(I2 +pxr+q) —n+1  (L—n)(@*+pr+q)"!

Preostaje nam rijesiti drugi integral kojeg ¢emo oznaciti sa J,,:

1
(2% + pz +q)"
Najprije nazivnik svodimo na potpuni kvadrat kao u prethodnom podzadatku

2

2 _ P\? b 2 2
T Aprtg=(r+35 +q—z—(:c—a) + 57,

gdjiejea=—-2ip%=q— %2. Uz supstituciju t = x — a i dt = dx, integral postaje:

2
1
Kom | mrmpt

Sada izvodimo rekurziju za niz integrala K,. Poc¢injemo od zapisa za K, _:
1 2 + 32
K,1=| ————dt= | ————dt
1 / (2 4 B2)n1 / (2 + 2)
—/ r dt+62/ L
- <t2 + /62)71 <t2 + ﬁ2)n
t

_ A 2
_/t (t2+52)ndt+5 K,.
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Prvi pribrojnik rjesavamo parcijalnom integracijom. Odabiremo:

B B B t B (t2_’_52)*n+1

Primjenom formule [wdv =u-v — [vdu dobivamo:

t 1 .
/t R T (s [ T / 20— m@E
- D@+ Pt 21

Uvrstavanjem dobivenog izraza natrag u jednadzbu za K,,_; imamo:

—t 1
K, | = K,_ ’K,,.
T3 n@ )t am o T P
Na kraju izrazimo trazeni integral K,:
9 t
/8 Kn = Kn—l - 2 Kn—l +

2(n—1) 20— (& + By

2n—3 t

PP = 2(n — 1)K"_1 * 2(n — 1)(2 + g2)n—1t

Dijeljenjem s 32 dolazimo do konaéne rekurzivne formule:

t 2n —3

T T y o T T T y

K,_1.
Ova formula omogucéuje postepeno snizavanje potencije sve do

. / dt Lot
p— —:—I‘ —
! 2yp gy

Rjesenje pocetnog integrala I, dobiva se vracanjem supstitucije t = z + £ i zbrajanjem oba

dijela. A

Zadatak 2.3.3. Izracunajte integrale:

dx x3dx 203 + 322+ — 1
_ b _ d
(a)/x3—2x2+x (>/x2+m+1 (C)/ (22 + 2x + 2)? .

e37(10 — 2e37) cos x
d d ——dx.
(d) / 2e62 — 10e3% + 12 v (e)/ 1 +sintx .
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Rjesenje. (a) Rastav na parcijalne razlomke:

1 _ 1A B C
w3 —2r24+2 a(r-1)%2 =z z-1 (z-1)?

/ dz _/d / / dz
a3 — 222 +x x—1 (x—1)?
1
=h|z|-lnlz -1 - ——+C
r—1
1
x—l‘_x—1+c

Odatle slijedi

T

=In

/ x3dx / 14 1 d x? +/ dx
—_—= i — | de=——2x [
2 +ax+1 24+z+1 2 24+z+1

z? dx z? T+ 3
:?—x—k 2 3:2—33—1— 3arctg - +C
(z+3) +1 \/; \/;
x? n 2 ; 21’+1+C
=— — 1+ — arctg ——
2 VBT
(c) Rastav na parcijalne razlomke:
223 2 -1 A b D
vorde el Ard i — A=2B=-1,C=-1,D=1.

(#2+20+2)2 22 +2r+2 (22 + 21 +2)2
Odatle slijedi
/2m3+3$2+m_1d$:/—2$_1 d$—|—/—_$+1 dx
(2 + 22 + 2)? 22+ 20 + 2 (22 + 22 + 2)?
:./ ( i$1;21+1d$+./ ((x;ﬁ;jlq)? dr = Hffdil}
Jee faes fen e fee o e

1 dt
=In(t*+1) - 3arctgt + ——— +2 [ ——= =
n(t"+1) - Sarcte +2(t2+1)+ /(t2+1)2 ()
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Jos treba izracunati:

/ dt —/1+t2_t2dt—/ dt _/ t2dt
#+12 ) ©+12 ) 2+1 (2 +1)2

— arctot dt - [u=t du = dt
= arctgt — m— dv = tdt V= — 1

(t2+1)2 2(t2+1)
arctgt + ! 1/. f arctgt + 1act t+C
= ar 0 — = =ar ——— — —ar
8" Tomy1 2] i1 S' o) 20
! tgt + ! +C
= —arc — .
2 MR o 1)
Dakle
(¥) = In (#* + 1) — 3arctgt + ! 4 arctgl + —— 4+ C
=In — Jar — r -
ST o) S EI
2t + 1
=In(t*+1)+ ——— —2arctgt + C
n (t° + )+2(t2—|—1) arctgt +
20+ 3

=In (2% 4+ 22 +2) + —2arctg (x + 1)+ C

2(22 + 22 +2)

(c) Najprije napravimo supstituciju

3 (10 — 2¢37) {— et 1 10 — 2t 1 5t
/2eGZ—10e3z+12 v [dt:3e3ﬂ”dt] 3/2t2—10t+12 3/t2—5t+6 ()

Integral racionalne funkcije rjeSsavamo rastavom na parcijalne razlomke

5—1 o—1 A B

— = A=-3 B=2.
P 546 (—-2(-3 i-2 1=3 ’
Dakle
dt 2 dt 2
(*)—— m+§ m——ln]t—2\+§ln\t—3]+0
1. (t—3)? 1. (e3 —3)?
=21 =-In——— .
3n‘t_2’3+0 3n’63x_2’3+0

cosT_ o _ t=sinx B dt _ (%)
lisintz © 7 | dt=coszdr |~ ) 1+68

Iz identiteta

=+ 28 = +V2aA+ 1) - V2 +1)
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slijedi rastav na parcijalne razlomke

1 At+ B Ct+D 1 1
L+t 24V2t+1  2—V2t+1 2v2 2

Odatle slijedi

/ - L+ V2 it — 1 t= V2 dt
1+t 2\/_ 2 +V2+1 202 2—V2+1
/ 2t + /2 it 1 V2dt
NN RN 412 ) 24241
2t — /2 it 1 V2dt
4f 2 — /2t +1 42 —V2t+1
ziln(t2+\/_t+1)+iarctg +\[
42 24/2 ﬂ

1 1 t— V2

(Vo +1)+ arct 2 L (0=
VG ( ) 23 ete Es

1 24+ V2+1 1
= arctg (V2t + 1) — arctg (V2t — 1)) + C.
4\/§nt2—\/§t+1 2\/§<r 8! ) —arctg ))

Dakle, pocetni integral jednak je

_|_

1 | sin21:—i—\/§sinx—|—1

1
n +
42 sin?xz —2sinz+1 22

(arctg (V2sinz + 1) — arctg (vV2sinz — 1)) +C

A
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Zadaci za vjezbu

2.3.4. Izracunajte integrale:

x dx 3dx dx
v b) [ — -
(a>/$2+$+1 ()/:132+2:v+4 (C>/$4+4w2+3

2.3.5. Izracunajte integrale:

@ [Py [ (C)/%

2.3.6. Izracunajte integrale:

2.3.7. Izracunajte integrale:

dx 25 4ot —2 2t —1
(a)/ (23 + 2+ 1)3 (b)/$4—41’2+4d$ (C)/I<l’4—5)(l’5+5l‘+1) da



