MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit — 26. kolovoza 2024.

Zadatak 1. Dana je funkcija
g(x) = tg(2 + 22 — 2?).

(a) (5 bodova) Odredite ¢(]0,2]).
(b) (10 bodova) Neka je I najveci interval u R koji sadrzi 0 i na kojem je g injekcija. Odredite I i g(I).

(c) (10 bodova) Neka je f: I — g(I) dana pravilom f(z) = g(z), x € I. Odredite f~'.

Rjesenge.
a) Oznac¢imo h(z) = 2 + 2z — 2%, Tjeme od h je u o7 = 1 i ona strogo raste do 1 te strogo pada od 1.

1]) Ug([1,2])
= [t

= 9([0,
g(Mu [9(2),9( )] = [te(2), tg(3)] U [te(2), te(3)]

b) Da bi kompozicija bila injekcija, nuzno je injekcija funkcija koja prva djeluje. Najveéi interval na
kojem je h injekcija a sadrzi 0 je (—oo, 1]. Dakle 0 € I C (—o0,1]. Ozna¢imo J = h(I). Imamo

2="h(0) e J=hnh{I)Ch({(—o0,1]) = (—00,3], odnosno

2€JC(—00,3

Takoder funkcija tg mora biti definirana na J. Najveéi interval J s ova dva svojstva je J = (%, 3].

Kako je J=h(I) il C (—o0,1], te y = h(zr) = z =1+ +/3 —y, imamo 3
[=hY(J)N(—00,1] = <min (h‘%{%})) ,h—1(3)} - <1 — /3 g 1] ,

g(I) = tg(h(I)) = tg(J) = (—oo, tg3].

c¢) U sljede¢im oznakama smatramo da restrikcijama smanjujemo kodomenu na sliku. Neka su x € [,
y,z € J te w € g(I). Uo¢imo

y="h(z) = = ()" (y) =1-/3~y,
w=tgz=tg(z —m) % arctgw =z — 1T = 2z = (tg|;) (w) = 7 + arctgw.
Sada, za y = z imamo

f(@) = (tgls o bl (@) =w = @ =~ (w) = (hl;* o tg ;") (w) = 1 — /3= (7 + arctg w).
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Zadatak 2.

(a) (18 bodova) Izracunajte limes:

[SIIe]

limn%s(lg +2° 4. . 4n

n

)

(b) (6 bodova) Neka je (a,) niz u R. Koristeci definiciju konvergencije niza dokazite: ako je Ly limes niza
(an) 1 Lo limes istog niza (a,), tada je Ly = Lo.

Rjesenge. a) Koristeéi Stolzov teorem i oznaku g3 za polinom stupnja 3 imamo

njo
~—
I
=
I
=

lmn= (17 427 +...+n

5
n n nz

(L+ D)2 [(+ )7 +1]
. 54 8

n4

b) Pretpostavimo suprotno, odnosno L; # Ls. Mozemo uzeti da je L1 < Lo, inace zamijenimo oznake L
i Ly. Imamo (Ly — Lq)/2 > 0 pa postoje ni,ns € N takvi da

n>n = la, — L1| < LQ;Ll
n>ny = |a, — Ls| < LQ;LI.
Za n > max{ni,no} vrijedi
an—L1§|an—Ll|<LQ_L1 an<LQ~2|—L1

Lo—L L L
~(an = L) £ lon — Lo < 2 = 0> 2; L

Dobili smo kontradikciju s pretpostavkom L; # Lo. Dakle L = Ls.
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Zadatak 3.

(a) (15 bodova) Odredite infimum i supremum skupa:

2

m°—n

A=< —:nmeNm>n,.
m? +n?

(b) (10 bodova) Neka je f : R — R ograni¢ena funkcija i neka vrijedi a < b. DokaZite:
sup f(z) = nf fly)= sw |f(@)=f)l

z€(a,b) y€(a, z,y€(a,b)

Rjesenge.
(a) Odredimo prvo supremum. MoZemo uzeti m = n? te promatrati izraz:

) 7’L4—’I’L

o n4 + n2’
Kad n — oo, dobijemo:
lim f (nQ,n) =1.

n—oo
Buduéi da je f(m,n) < 1 za sve m,n € N takve da m > n, zaklju¢ujemo da je supremum skupa A
jednak 1. Promotrimo sada infimuma skupa A. Primijetimo da za m = n + 1, izraz postaje:
(n+1)2—-n n?+n+1

1 = = .
fln+1m) (n+1)24+n? 2n2+2n+1

Kada n — oo, dobijemo:
1

lim f(n+1,n) = -.
n—o00 2
Takoder, primje¢ujemo da je f(m,n) > 1/2 za sve m,n € N gdje m > n. Naime, uo¢imo da vrijedi:
me—n >1<:>2( 2_n)>mP+nem?>nn+1)
— > = m°—mn)>m‘+n m* > n(n
m?2+n? " 2
Sto uvijek vrijedi upravo jer m > n. Stoga zaklju¢ujemo da je infimum skupa A jednak 1/2.

(b) Neka je e > 0. Tada mozemo pronaéi x,yo € (a,b), takve da vrijedi sup,c(, ;) f(z) < f(z0) + € i
infycapy > f(y0) — €. Imamo

sup f(z) = inf f(z) < flzo) = flyo) +26 < sup |f(w) = f(y)] + 2.

z€(a,b) Y z,y€(a,b)

S druge strane, moZemo pronaci x1,y1 € (a,b) za koje vrijedi sup, ey [f(2) — f(W)] < [f(z1) —
f(y1)| + &. Pretpostavimo bez smanjenja opcenitosti da je f(zq1) > f(y1). Tada

sup |f(z) = f(y)| <[f(z1) = f(y)| +& < sup f(z) = inf f(y)+e.

z,y€(a,b) z€(a,b) y€(a,b)

Kako je £ > 0 bio proizvoljan, slijedi tvrdnja.
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Zadatak 4.

(a) (8 bodova) Neka je f : (0,1) — R funkcija takva da je lim, o4 f(z) = —oo. Dokazite da je

(b)

limg 04 /@ = 0.

(18 bodova) Odredite sve a € [0,00) za koje postoji limes i izra¢unajte ga

lim z%sin —
r—04+ x

Rjesenge.

(a) Neka je ¢ > 0 proizvoljan. Sa predavanja znamo da je lim, , . e” = 0, §to znaci da postoji M > 0

takav da za sve x < M vrijedi |e* — 0] < e. Nadalje, kako je lim, ,o; f(x) = —o0, za prethodno
navedeni M postoji 6 > 0 takav da za sve x € (0,0) vrijedi f(z) < M. Kona¢no, zaklju¢ujemo da za
sve z € (0,6) vrijedi |ef® — 0| < ¢, 8to zbog proizvoljnosti ¢ dokazuje tvrdnju.

Pokazat ¢emo da limes postoji ako i samo ako je a > 0 i tada je limes jednak 0.

Oznacimo g(z) := 2sin + Naime, za a > 0, vrijedi lim,_,o4 aIn(2) = —oo pa po definiciji potencije i
prethodnom podzadatku vrijedi

1
lim z%sin — = lim e*™® = (.
r—0+ x r—0+

Nadalje, kako je funkcija x — sin% ogranicena, vrijedi

—z% < g(x) < 2°

pa tvrdnja slijedi iz prethodnog rac¢una i teorema o sendvicu.

1 : _ 1
T+2nm 1Yn = 377’+2n7r’

U slucaju a = 0 izraz je jednak Sin%. Promotrimo li nizove z,, = vidimo da

vrijedi z,, = 0+, y, = 0+. S druge strane, kako je
Tim g(z,) =1# —1= lim g(y,)

zakljuc¢ujemo da limes ne postoji.
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