JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

Osnove matematicke analize
Prvi kolokvij — 22. travnja 2025.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru.

Zadatak 1. (13 bodova)

Odredite infimum i supremum skupa

mn—n+m—1
S=<(=1"
{( ) 2mn? + 4m + 4 + 2n?

mEN,nGN}
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Osnove matematicke analize
Prvi kolokvij — 22. travnja 2025.

Zadatak 2. (15 bodova)

(a) (7 bodova) Koristeci teorem o sendvicu odredite limes

. Yn+1)"+ (n+2)" + -+ (n+2025)"

(b) (8 bodova) Ispitajte je li niz (a,)nen zadan rekurzivno s

2
a =4, apy1=3——, YneN

n

konvergentan te ako je, odredite mu limes.
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Osnove matematicke analize
Prvi kolokvij — 22. travnja 2025.

Zadatak 3. (10 bodova)
Neka je preslikavanje d: R? x R? — R zadano sa: za x = (z1,72), ¥y = (y1,y2) € R?

d2(x70>+d2(y70) :x#ky,VkElR,
d(z,y) =
do(x,y) cx=ky, zaneko k € R,

gdje je dy Euklidska metrika na R?. PokaZite da je d metrika na R2.

Rjesenje: Pozitivnost, strogost i simetri¢nost slijede direktno iz definicije preslikavanja d
i odgovarajucih svojstava metrike ds. Za nejednakost trokuta prvo uo¢imo da po definiciji
preslikavanja d i jer je dy metrika (pa dy zadovoljava nejednakost trokuta) vrijedi

d(z,y) > do(z,y) , Vz,y € R%. (%)
Neka su z,y, 2 € R%2. Promotrimo dva slucaja:

1. x =k yzaneko k € R : sada je

d(z,y) = dy(z,y) < do(z, 2) + do(2,y)
= dy(x,2) + daly, 2) < d(z, z) + d(y, 2)

pri ¢emu smo redom koristili definiciju preslikavanja d, nejednakost trokuta primi-
jenjenu na metriku dy, simetri¢nost od dy i svojstvo (x).

2. v # ky,Vk € R : imamo dva podslucaja

(a) z =k z za neko k € R, pa je nuzno z # k y, Vk € R. Sada je

d(]?, y) - d2(£7 0) + d2(y7 0) < dg(.I, Z) + d2<zv 0) + dQ(y7 0)
= dy(,2) +d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2)
gdje smo redom iskoristili definiciju preslikavanja d, nejednakost trokuta prim-

jjenjenu na dy(x,0), definiciju preslikvanja d primijenjenu na ds(z,0) + da(y, 0)
i svojstvo (x).

(b) z# k x Vk € R pa je
d(x,y) = da(x,0) + da(y,0) < do(x,0) + da(2,0) + da(y, 2)
=d(z,2) + da(y, 2) < d(z,2) +d(z,y)

pri ¢emu smo redom koristili definiciju preslikavanja d, nejednakost trokuta
primijenjenu na ds(y,0), definiciju preslikvanja d primijenjenu na dy(z,0) +
dy(z,0) i svojstvo ().
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Zadatak 4. (12 bodova)

(a) (8 bodova) Definirajte pojam gomilista niza realnih brojeva. DokaZite da je a € R
gomiliste niza realnih brojeva (a,) ako i samo ako za svaki ¢ > 0 otvoreni interval
(a —€,a+ ¢) sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova niza (a,,).

(b) (2 boda) Navedite primjer niza koji ima to¢no 5 gomilista. Obrazlozite odgovor.

(c¢) (2 boda) Neka su (a,) i (b,) dva ograniCena niza realnih brojeva. Dokazite ili
opovrgnite tvrdnju:

lim sup (a, + b,) = limsup a,, + limsup b,

RjesSenje:
(a) Vidjeti predavanja.
(b) Primjer takvog niza je

n=>5kkeN

n =5k + 1,k € NU {0}
n =5k +2,k € NU {0}
, n=>5k+3keNU{0}
n=>5k+4,keNU{0}

Ap =

N I )

\ 7’

Vrijedi limg o asp = 0, limgoo aspp1 = 1, limg o0 Gsp42 = 2, limg o0 asp43 = 3,
limy o0 a5k+4 = 4, iz Cega slijedi da su 0, 1,2, 3,4 gomilista niza (a,).

To su jedina gomilista jer za a € R\ {0,1,2,3,4}, oznacimo
e = min{|al,|a — 1|, |a — 2|, |a — 3|, |a — 4]}.

Tada okolina (@ — €,a + €) na sadrzi niti jedan ¢lan niza (a,) pa @ nije gomiliste
niza (a,).

(¢) Tvrdnja ne vrijedi opéenito. Uzmimo npr. a, = (-1)", b, = —(=1)", n € N,
Tada je limsup,, ., a, = limsup,_,. b, = 1, dok je limsup,,_,.(a, + b,) = 0 pa je
limsup,, .. (a, + b,) # limsup,,_, . a, + limsup,,_, . by.



