JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

Osnove matematicke analize
Drugi kolokvij — 16. lipnja 2025.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru.

Zadatak 1. (13 bodova)
Ispitajte otvorenost/zatvorenost, kompaktnost i povezanost skupa A C R?
zadanog s

1
A={(wy) eR* [2"+y <1, |yl >, 2y >0}

Detaljno obrazlozite sve tvrdnje.
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Zadatak 2. (15 bodova)
Moze li se funkcija f: R?\ {(0,0)} — R definirana s

y? In(1 + 2?)
/$2+y2

dodefinirati do funkcije klase C* na cijelom R??

flz,y) =

BROJ BODOVA
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Zadatak 3. (10 bodova)

(a) (4 boda) Moze li se funkcija f(x,y) = xf—fy@ dodefinirati do neprekidne
funkcije na R?? Obrazlozite.

(b) (6 bodova) Zadana je funkcija f: R* — R* s f(x,y) = (2% ¢). Neka
je g: R3 — R? linearan operator ¢iji je matriéni zapis u paru kanonskih

1 21 :
baza (_1 0 1). Odredite (f o g)'.
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Zadatak 4. (12 bodova)

(a) (8 bodova) Neka su (X,d) i (Y, p) metricki prostori, xg € X, f: X —
Y funkcija. Definirajte neprekidnost funkcije f u tocki xg. Definirajte
uniformnu neprekidnost funkcije f. Navedite primjer funkcije koja je
neprekidna u svakoj tocki svoje domene, ali nije uniformno neprekidna.
Obrazlozite odgovor. Je li funkcija g : K(0,1) — R dana s

glay, 5) = 25 + 2
neprekidna funkcija? Je li uniformno neprekidna? Obrazlozite odgovore.
Napomena: K(0,1) = {z € R? : ||z]| < 1}.

(b) (4 boda) Neka je f : R — R neprekidna funkcija. Za sljedece tvrdnje
napisite jesu li (opcenito) istinite ili ne. Ako jesu istinite, obrazlozite
odgovor. Ako nisu istinite, navedite kontraprimjer.

i) Skup f([0,1] U [2,3]) mora biti nepovezan skup u R.
) Skup f~1({—2,—1) U (0, +00)) mora biti otvoren skup u R.

iii) Skup f([0, 1]) mora biti segment u R.

iv) Skup f71([2,3]) mora biti segment u R.

11

iv
Rjesenje:
(a) Neka su py,ps2 : R* — R projekcije:

pi(z,y) =z, pz,y)=v.

Na predavanjima smo dokazali da su pi, p» neprekidne na R?. Tada je i
funkcija g = p} + pj neprekidna na R? kao zbroj umnozaka neprekidnih
funkcija. Posebno, g je neprekidna na K(0,1). Uocimo da je K(0,1)
omeden i zatvoren skup u R? pa je i kompaktan. Prema teoremu s pre-
davanja zaklju¢ujemo da je funkcija ¢ uniformno neprekidna na K (0, 1).

Odgovore na sva ostala pitanja u ovom podzadatku mozete pronacéi u
biljeskama s predavanja.



(b)

i)

i)

iii)

iv)

Tvrdnja nije opéenito istinita. Uzmimo npr. funkciju

f(z) =0, VzxeR
Tada je f neprekidna funkeija i vrijedi f([0, 1]U[2,3]) = {0}, a skup
{0} je povezan skup.

Tvrdnja je istinita. Skup S = (—2,—1) U (0,+0c0) je unija dva
otvorena skupa u R pa je S otvoren skup u R. Posto je f neprekidna,
prema teoremu s predavanja, praslika skupa S,

F7H8) = [ (=2, -1) U {0, +00))

je otvoren skup u R.

Tvrdnja je istinita. Skup [0, 1] je kompaktan i povezan skup u R.
Posto je f neprekidna funkcija, ona ¢uva povezanost i kompaktnost
pa je f([0,1]) povezan kompaktan skup u R, a jedini povezani kom-
paktni skupovi u R su segmenti. Dakle, f([0,1]) mora biti segment
u R.

Tvrdnja opéenito nije istinita. Uzmimo npr. funkciju
flz) =2, VzxeR
Ta funkcija je neprekidna. Vrijedi f~1([2,3]) = R, a to nije seg-

ment. Mogli smo uzeti i funkciju f(z) = 2%, Ta funkcija je takoder
neprekidna i vrijedi

FH(2.3) = [-V3, —vV2] U [V2, V3],

a to nije segment u R.



