Fakultativni kolegij Studentska natjecanja iz matematike, ak. god. 2024./2025.
http://www.pnf .unizg.hr/math/predmet/snim_a

Tema br. 10:

Ortogonalnost u normiranim prostorima
Mateo Tomasevié, 13.06.2025.

1 Ortogonalnost

Teorem 1 (Jordan—Von Neumann). Neka je (X, ||-||) normiran prostor. Tada ||-|| potjece od skalarnog
produkta ako v samo ako vriyjedi relacija paralelograma:

lz +yl1* + llz = ylI* = 2(lll* + lyI*), v,y e X.

U tom slucaju taj skalarni produkt je jedinstven i dan polarizacijskim formulama:
1 2 2
(@ y) = 1l +yll” = llz =97, F=R,

1 ) ) ) )
(@,y) = Sl +yl* = o = yl* +illz + iyl - iz —iy|*), F=C.

Neka je U unitaran prostor nad F € {R,C}. Za z,y € U kaZemo da su ortogonalni (i pisemo = L y) ako
je (z,y) = 0.
Svojstva ortogonalnosti:

(1) z Lax <= x =0, zasve z € U (nedegeneriranost),

(2) x Ly = y L x, zasve z,y € U (simetrija),

B)xly = axl Py, zasvex,y €U ia,p €F (homogenost),
4) z Ly, z = =L (y+2),zasvex,y,z € U (aditivnost),
(5)

5) n L yn,¥n € N = x L y, za sve nizove (Tp)n, (Yn)n u U 1 2,y € U takve da z,, — x,y, — ¥y
(neprekidnost).

(6) za sve x,y € U postoji a € F takav da = L ax + y (egzistencija).
Kako ortogonalnost vektora iskazati isklju¢ivo preko norme?

Propozicija 2. Neka je U unitaran prostor te x,y € U. Tada je

Ly < |z| < ||z + Ay||,VA € F.

Dokaz. Pretpostavimo y # 0. Za sve A € F imamo

lz + Ayll* = llll* = [l +2Re (&, Ay) + [Ay[l* — [|z* = 2Re(A(z,y)) + A lyll*. (1)
Ako je (x,y) = 0, tada je (1) o¢ito > 0. Obratno, ako je (1) > 0 za sve A € F, tada specijalno za
A= —% dobivamo
llyll
_ T,
0% 2Re((r ) + PP = - <0 = (@) =0



~

Cilj je uvesti pojam ortogonalnosti u op¢i normirani prostor. Neka je X normiran prostor. Za =,y € X
kazemo da je vektor x Birkhoff-James ortogonalan na vektor y (i piSemo =z Lp; y) ako

x| < flz+Ayll,  VAEF.

Lako se provjeri da je Birkhoff-James ortogonalnost nedegenerirana, homogena i neprekidna. Medutim,
nije simetri¢na ni aditivna. Zaista, promotrimo normiran prostor (R?, ||-||..) gdje je

1, 9)lloo := max{[z], [y]}-

Tada imamo (1,1) Lpy (2,0), ali (2,0) Lps (1,1). Nadalje, imamo (1,1) Ly (2,0),(0,2), ali (1,1) Lps
(2,2).

z + [{y}] z=(1,1)

’

v+ M)

’
’
’
.

James [1] je pokazao sljedece: ako je X normiran prostor dimenzije > 3 u kojem je L p; simetri¢na, tada
je rije¢ o unitarnom prostoru.

Neka su (X, ||| x), (Y, ]|-]ly) normirani prostori. Za linearan operator A : X — Y kazemo da je ograni¢en
ako postoji konstanta M > 0 takva da je ||Az|ly, < M||z| . Lako se pokaze da je A ograni¢en ako i samo
ako je neprekidan.



Ozna¢imo s B(X,Y’) skup svih ogranic¢enih linearnih operatora X — Y. Primijetimo da je B(X,Y)
potprostor prostora L(X,Y") svih linearnih operatora X — Y. Na B(X,Y’) definiramo normu

[A]l := sup [[Az]y, (2)
TESX

gdje je
Sy ={zeX:|zlly =1}

‘ jedini¢ma sfera u X. Takoder vrijedi:

Ax
JAl = sup [Aafly = sup LA2lly

=inf{M > 0: ||Az|y < M|z| y,Vz € X}. (3)
lzll <1 cex\{0} 17l x

U sluc¢aju linearnih funkcionala, na polju F promatramo apsolutnu vrijednost || kao normu te definiramo
dualni prostor X* := B(X,F).

Teorem 3 (Hahn-Banach). Neka je X normiran prostor, Y < X i f € Y*. Postoji F' € X* takav da je
Fly = fallF| =]

Dokaz. Dokazat éemo teorem u slucaju kad je X realan konaénodimenzionalan normirani prostor; za op¢i
slu¢aj pogledajte [2]. Evidentno je dovoljno dokazati sljedece: neka su Y < X, xp € X \ Y te f € Y™
Tada postoji funkcional F : Y + [{zo}] — R takav da F|y = f i [|[F|| = || f]-

Tvrdnja je trivijalna za f = 0 pa normiranjem bez smanjenja opcenitosti smijemo pretpostaviti da je
|lf]l = 1. Bududi da je svaki vektor iz Y + [{x¢}] prikaziv kao Azp + y za neki A € R,y € Y, funkcional F
¢e biti jedinstveno odreden izborom vrijednosti F'(zg) € R jer tada

F(Azo+y) i= \P(z0) + f(y), A€ERyeY
jest dobro definiran linearan funkcional koji proSiruje f. Nadalje, vrijedi

[Fll="sup |F(z)| = sup [F(z)] = sup |f(z)]=[f]=1.

IGSJW_HIO] €SN €SN
Vrijednost F'(xg) treba odabrati tako da vrijedi

[F] =1« [[F||<1

[F(2)] < ||2]I, V2 € M + [x0],

|F(Axo +y)| < || Axo+yl,VAER y €Y

AE(z0) + f(y)] < [[Azo +y[,VAER,y €Y

Ao + ]l < AF(z0) + F(y) < [Azo +yl, YA € Ry € ¥

—Hf'30+ %H —f (%) < F(zo) < HwoJr %H —f (%) LVAERyEY
—|lzo + 2| = f (2) < F(zo) < ||lzo+ 2| — f(2),Vz € Y.

[

Da bi posljednji uvjet bio zadovoljen, dovoljno je odabrati

sup (—|lzo + z1] — f(21)) < F(=o) < Zi;éfy(llxo + 22 — f(22)). (4)

Z21€Y

Za proizvoljne z1, zo € Y imamo

f(z2) = f(21) = f(22 — 21) < |22 — 21| < |[zo + 22| + |70 + 21|



i stoga
—[lwo + 21| = f(21) < [|wo + 22| — f(22)-

Zaklju¢ujemo
sup (—[lzo + z1[l = f(z1)) < inf ([lzo + 22| = f(22))
Z1€Y 22€Y
pa odabir F(xg) iz (4) uvijek mozemo uciniti. O

Primgjer 1. Na potprostoru Y := [{(1,2)}] normiranog prostora X = (R?|-||,) zadan je funkcional f € Y*
formulom f(xz,y) := z. Tada je F' € X* zadan s F(z,y) := £+ %y jedinstveno Hahn-Banachovo prosirenje
od F'. Zaista, prvo izra¢unajmo normu od f. Za sve x € R vrijedi

@22 = le] = —=/lof? + 2of® = = l(2.22)1

odakle slijedi ||f]| = % Dakle, trazimo sve funkcionale F' € X* takve da je ||F| = % i F(1,2) = 1.

Prema Rieszovom teoremu reprezentacije, svaki funkcional F' € X™* reprezentira se u obliku
F(z,y) = ax + by = {(x,y), (a,b)), za neki (a,b) € R%

Stovise, vrijedi || F|| = ||(a,b)|l,- Zaista, za sve (z,y) € R? imamo

CSB
[F(z,9) = [{(2,9), (a,0)] < [I(z,9)ll5]l(a; b)]l,

te se jednakost postize za (x,y) = (a,b). Dakle, trazimo (a,b) € R? sa svojstvom
2 52 _ 1

a®+ b = 5

a+2b=1.
Lagani ra¢un pokazuje da je (a,b) = (%, %) jedinstveno rjesenje.
Korolar 4. Neka je X normiran prostor i x € X. Tada postoji f € X*,||f|| =1 takav da je f(x) = |||
Za vektor e; = (1,0) u normiranom prostoru (R?,||-|..) odredimo sve funkcionale f € X* iz Korolara
4. Primijetimo prvo da je svaki linearan funkcional f : R? — R oblika f(z1,22) := a171 + as2 za neki
(a1,a2) € R2. Nadalje, za sve (z1,22) € R? imamo

|f(z1,22)| = |a121 + agwa| < |ax|[z1] + |azl|ze] < (Ja1] + laz])|[(71, 22)|l o = (a1, a2)|l;[|(z1, 72)
pa je f ogranicen i || f|| < |/(a1,a2)||;. Obratno (za f # 0), imamo

|f(sgna1,sgnag)| _ |ai| + |ag]
[(sgn ay, sgn az)|l 1

11>

= |l(a1,a2)|;-

Trazimo funkcional f € X* (reprezentiran s (a1, az) € R?) sa svojstvima

1= el = fler) =ar,  1=|fl=lar| + |azl.
Slijedi a1 = 1,a2 = 0 pa je jasno da je f(z1,22) = 21 jedinstveni takav funkcional.

S druge strane, ako isto pokusamo za vektor xg = (1, 1), dobivamo uvjete
L= |lzollo = f(x0) = a1+ az, 1 =|f]] = la1] + |ag].

Svi takvi funkcionali su oblika f(z1,z2) := ax; + (1 — a)xg, za proizvoljan « € [0, 1].



2 Glatkoéa

Neka je X normiran prostor. Za x € X \ {0} kaZemo da je glatka to¢ka od X ako postoji jedinstven
fe X |Ifll =1 takav da f(x) = ||z||. Za X kaZemo da je gladak ako je svaka tocka od X \ {0} glatka.

Lako se pokaZe da su sve totke od Sx u normiranom prostoru X = (R?||-|]|_) osim (%1, +1) glatke. Za
€ [1,400) definiramo normu

1
1, Yl == (2l + [y7)7.
Moze se pokazati da je (R?, |- |,) gladak prostor za sve p € (1, +00).
p=2. p=3 p=10 p =00

Lema 5 ([3, Theorem 2.1]). Neka je X normiran prostor i f € X*\ {0} funkcional. Tada za svaki x € X
vrijeds
[f (@) = Ifllz] <= 2 Lpskerf.

Dokaz. Neka su y € ker f i A € F proizvoljni. Imamo
[l = 1f ()] = [f (@ + )l < ([ fllllz + Ayl
odakle slijedi ||z|| < ||z + Ay|| te zbog proizvoljnosti A zaklju¢ujemo = Lp; y.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo x ¢ ker f ina¢e odmah slijedi x = 0. Pretpostavimo da
je |f(x)] = pllz|| za neki p > 0. O¢ito je p < ||f||. Primijetimo sada da je X = [{z}] + ker f. Zaista, za
svaki z € X vrijedi

e e
T @ T @)
€l{=}] Eker f

Za sve y € ker f, € F* imamo

|[f (e +y)| = || f(2)] = plalllz] < pla]

1
o+ 21| =plaz + )

istoga ||f|| < p. Zaklju¢ujemo p = || f||, §to smo i trebali dokazati. O



Primjer 2. Za X = (R3,||-||..) promotrimo f € X* zadan s
f(l‘l,zvz,l'g) =21+ X2 + x3.

Tada je
=1L 00h =3 f1,1,1)=3=[fI111].

pa iz Leme 5 slijedi
(1, 1, 1) Ny kerf = {($1,$2,l‘3) S R?’ X1+ 2o +ax3 = O}.

Zaista, za (1, 22,x3) € ker f i A € R imamo

1
(14 Az1, 1+ Azg, 1+ Axg)|l, > 5((1 +Az1) + (14 Az) + (1 + Az3)) =3 =|(1,1,1)]] .-

Propozicija 6 (|3, Theorem 2.1]). Neka je X normiran prostor, x € X te M < X potprostor. Vrijedi:

xlpy M <= 3f € X*||fll =1 takav da f(x) = ||z, fl]m = 0.

Dokaz. Vrijedi | f(z)| = || f]|||z]] pa prema Lemi 5 slijedi = L ker f O M.
Definirajmo linearan funkcional f : M + [{z}] — F formulom

flax +y) = afz], acF,ye M.

Sada je
[flaz +y)| = lelllz] < af

1
x+ ayH < oz + y|

odakle slijedi ||f|] < 1. Obratna nejednakost slijedi iz f(z) = ||z|]. Sada primijenimo Hahn-Banachov
teorem. ]

Specijalno, za z,y € X vrijedi
v lpyy <= 3f € X || =1 takav da f(z) = ]|, £(y) = 0. (5)

Za svaki x € X lagano oc¢itavamo

et ={ye X :x Llpyy} = U ker f.
feSxx fa)=|x||

Primjer 3. U normiranom prostoru X = (R?, ||-||,.) nadimo (1,1)157. Trazimo sve funkcionale f € X*,
f(z,y) = ax+by koji zadovoljavaju ||f|| =11 f(1,1) = ||(1,1)||, = 1. Ranije smo vidjeli da su svi trazeni
funkcionali oblika f,(z,y) = azx + (1 — a)y, za o € [0, 1].

oo

(1,1)*87 = U ker fo = {NMa—1,a) :a €[0,1],X € R}
a€gl0,1]
= ({(—00,0] x [0, +00)) U ([0, 4+00) x (—00,0]).



~

Propozicija 7 (|3, Corollary 2.2|). Neka je X normiran prostor. Tada za sve x,y € X postoji o € F
takav da x Lpj oz +y.

Dokaz. Fiksirajmo x € X \ {0} te prema Korolaru 4 odaberimo neki f € Sx~ takav da f(x) = ||z|. Za

proizvoljan y € Y tada imamo x L pj ker f > Wy Y. 0

&3l

Za vektor x € X \ {0} kazemo da je L p; desno jedinstvena u z ako za svaki y € X postoji jedinstven
a € F takav da « Ly ar + y. Kazemo da je 1y desno aditivna u x ako za sve y,z € X vrijedi
rlpyjy,z = x Lpy(y+2).

Teorem 8 (|3, Theorem 5.1]). Neka je X normiran prostor i x € X \{0}. Sljedeée tvrdnje su ekvivalentne:
(i) z je glatka tocka,
(i) Lpy je desno aditivna u z,

(11i) Lpy je desno jedinstvena u x.

Dokaz. Pretpostavimo = Lpj y,z. Prema (5), postoje f,g € Sx+ takvi da je f(x) =

g(z) = |lz]| 1 f(y) = g(2) = 0. Buduéi da je x glatka tocka od X, zaklju¢ujemo da je g = f i stoga
fly+z) = f(y)+ f(z) = 0. Iz (5) ponovno slijedi  Lps (y + 2).

‘ (i) = (4i7) ‘Pretpostavimo da zanekiy € X iskalare a, 8 € F vrijedix Ly (ax+y)iz Lps (Bx+y).
Zbog homogenosti i aditivnosti slijedi

z Llpy (ax+y) — (Br+y) = (a— Pz
Kad bi bilo a # 3, iz homogenosti | g slijedilo bi x L gy x i stoga = = 0, §to je kontradikcija.

(1i1) = (i) |Neka su f,g € Sx- takvi da je f(z) = g(x) = ||z|| te neka je y € X proizvoljan. Prema (5)
1mamo

xLBJ_f(y)w+y’_g(y)x+y i) fy) __9)
] ] ] &gl
cker f cker g
Slijedi f = g. O



3 Stroga konveksnost
Za normiran prostor X kazemo da je strogo konveksan ako za sve x,y € X vrijedi

|z +yl = |z|| + |ly]| = = =0Iili 3a > 0 takav da y = au.

Primgjer 4. (C, |-|) je strogo konveksan. Zaista, pretpostavimo da je |21 + 22| = |21|+|22| za neke z1, z9 € C.
Ako z1 # 0, dijeljenjem obje strane s |z1| dobivamo

1+ 2 =142

22
<1

21|

Stoga je dovoljno pokazati da za w = a + ib € C jednakost |1 + w| = 1 4 |w| povlaci da je w nenegativan

realan broj. Imamo
Vie+1)?2+02 =1+ Va%+0b?

odakle kvadriranjem slijedi

(a+1)2+b0*=1+a>+b*+2Va2 +b02 = 2a =2V a2 + b2

pajeb=0ia>0.

Propozicija 9. Neka je X normiran prostor. Ekvivalentno je:
(i) X je strogo konveksan,
(i) za sve razlicite x,y € Sx vrijedi ||z + y|| < 2,

(111) za sve razlicite x,y € Sx vrijedi |(1 — o)z + ay|| < 1,Va € (0,1).
Dokaz. Za zadacu. O

Zadnji uvjet znaci da Sy ne smije sadrzavati segment. Za prostor (R?,||-||,) stoga jednostavno zakljuéujemo
da jest strogo konveksan. Stovise, isto se moze pokazati za (R?, |-||,) za p € (1, +00). Za p = 1,00 to nije
slucaj:

12,0)ll = 2 =1L, Dl + 11 =Dllo, LD =2 =[[(1, 0}l + (0, D}y (6)

Isti zakljuci su vrijedili i za glatko¢u. Tako oba svojstva govore o geometriji jedini¢ne sfere, ona su opéenito
logicki nezavisna.

Primgjer 5. Promotrimo normiran prostor X = (R? |-||) gdje je
]l = fllly + [l

Tvrdimo da je prostor X strogo konveksan, ali nije gladak. Jedini¢na sfera Sy izgleda ovako:




Pokazimo strogu konveksnost. Pretpostavimo da su z,y € X vektori takvi da je ||z + y|| = ||| + [|y]-
Tada imamo

zlly + llzlly + [lylly + lylly = =l + lyll = |z + |
= |lz +yll, + |z + yll,
<lzlly + llylly + llzlly + [lyllo-

Slijedi
lz+ylly =Nl + Iyl e +ylly = lzlly + lyll,

pa iz stroge konveksnosti prostora (R? |[-||,) slijedi  # 0 ili y = ax za neki o > 0, §to smo i trebali
dokazati. Pokazimo sada da X nije gladak. Tvrdimo da za e; = (1,0) funkcionali f1, fo € X* zadani s

fl(x7y> =2z +vy, f2(377y) =2z —y, (x7y)€R2

zadovoljavaju fi, fo € Sx« i fi(e1) = fa(e1) = 2 = |le1]|, ali evidentno fi # fo. Zaista, za sve (z,y) € R?
imamo

2 2
[fre(e,y)l = 20 £y <]+ oy < \/lel” + [yl" + 2] + |y = [[(z, 9)llo + Gz 9)l;

pa slijedi || f12]| < 1. Obratnu nejednakost dobivamo iz

fizler) 2
figl 2= =-=1
[ f1.2]l el 5

Primjer normiranog prostora koji je gladak, ali ne i strogo konveksan nalazi se u zadacima za zadacu.

Lema 10 (|5, Theorem 2|). Neka je X normiran prostor. Tada je za vektore x,y € X ekvivalentno:
(i) llz+yll = llzll + [lyll,
(i) postoji f € Sx« takav da je f(z) = ||z|| i f(y) = [lyll-

Dokaz. | (ii) = (i) | Imamo

[zl + llyll = f(2) + f(y) = f@+y) = [f@+y)] < llz+yll < 2] + [yl
pa slijedi [lz +y| = [[z[| + [yl

(i) = (i1) | Prema Korolaru 4 odaberimo neki f € Sx« takav da je f(z +y) = ||z + y||. Tada je

el + Nyl £ e +yll = £z +9) = £@) + F@) = 1£@) + f@)] < F@]+ £ < 2]+l (7)
pa slijedi |f(z) + f(y)| = |f(z)| + | f(y)|. Iz stroge konveksnosti prostora (C, |-|) slijedi da je f(z) =0 ili
postoji @ > 0 takav da f(y) = af(x). Pretpostavimo prvo da je f(x) = 0. Tada je
lall + llyll 2 llz + il = £+ ) = £5) <

odakle slijedi ||z|| =0 = f(z) 1 f(y) = ||y||. Pretpostavimo sada drugu mogu¢nost, tj. da f(y) = af(x) za
neki a > 0. Tada je
(1+a) f(z) = f2) + fly) =llz+y[ 20 = [f(2) 20 = [f(y) = af(x) 20

N——
>0

pa povratkom u (7) slijedi f(x) = [|z|| 1 f(y) = ||y|- O



Propozicija 11 (Arambasi¢, Raji¢, |1, Proposition 4.1]). Neka je X normiran prostor i x,y € X. Ekvi-
valentno je:

(1) llz +yl = llzll + llyll,
(1) x Lpy ([lyllz = llzly),
(iii) y Lps (lylz = llzlly)-

Dokaz. Za zadacu. O

Teorem 12 ([3, Theorem 4.3|). Neka je X normiran prostor. Tada je X strogo konveksan ako i samo
ako za sve x,y € X postoji jedinstven o € F takav da ax +y Lpy x.

4 Zadaci za zadacu

Za uspjesno rjeSavanje zadace potrebno je rijesiti barem 8 zadataka. Rok za predaju zadace je ponedjeljak
30. 6.

Zadatak 1. Neka je U unitaran prostor te x,y € U proizvoljni. Dokazite da je ekvivalentno:
(i) z Ly,
(ii) ||z + Myl = ||z — Ay|l, YA € F.
Nadalje, ako je U realan, dokazite da su tim tvrdnjama ekvivalentne i sljedece:
(i) [l +yll = llz —yll,
(i) [z +yl* = ll«|* + Jyll*.

Zadatak 2. Neka je U realan unitaran prostor te a € R\ {1} fiksiran. DokaZzite da sve x,y € U vrijedi

zly &= 1+ |z +yll* = llax +y|* + ||z +ayl®.

Zadatak 3. Neka je U unitaran prostor. Dokazite da sve z,y € U vrijedi

x Ly < sup{[(z,a)(y,b) — (y,a)(z,b)| : a,b € U, [|a] = [|b] =1} = [lz]|[|y|-

Zadatak 4. Neka je U unitaran prostor i € € [0,1). Dokazite da sve z,y € U vrijedi
(@, )| <ellzllllyl] <= V1-e?llz] <z + Ayll,Vy € F.

Zadatak 5. Neka je X normiran prostor i z,y € X \ {0}. Dokazite da je ekvivalentno:
(@) Nz +yll = llzll + [yl
(ii) HaHi—” +(1— a)”—zHH =1zasve a € [0,1],

(ili) x +y #01i3a € (0,1) takavdaﬁ:a‘é—”—i-(l—a)ﬁ.

Zadatak 6. Neka je X normiran prostor i z,y € X takvi da je ||z + y|| = ||z|| + ||y||. Dokazite da za sve
skalare «, 8 > 0 vrijedi ||az + By|| = o||z|| + B]ly||-

Zadatak 7. Dokazite da je operatorska norma zadana s (2) zaista norma, te dokazite relacije (3).

10



Zadatak 8. Odredite sve glatke tocke jedini¢ne sfere Sx prostora X = (R",||-||;). Za svaku glatku tocku
x € Sx odredite jedinstven funkcional f € X*, | f|| = 1 takav da f(x) = ||z

Zadatak 9. Dokazite da je svaki unitaran prostor gladak i strogo konveksan.
Zadatak 10. Dokazite da je
I :R2 =R, (@, y)] = ol + |z~ y|
norma na R?. U normiranom prostoru X = (R?, ||-||) skicirajte jedini¢nu sferu Sx te odredite sve njene
glatke tocke.
Zadatak 11. Promotrimo normiran prostor X := (R2, ||-||), gdje je

1 2

R 2
Izl = gloll, + 5lell @€ R

(a) Dokazite da je operatorska norma funkcionala f € X* definiranog s f(x,y) := ax + by za neki
(a,b) € R? jednaka

3
171l = 7 max{la — b, |a + b[}.

(b) Odredite (1,1)+87 u X. Je li X gladak prostor?
Zadatak 12. Dokazite da je

[y, ako |z[ < Jyl,
2 2
HRE SR, @y)ll= { S5, akolal 2 Jylz £0,
0, akox =y =0
norma na R2. DokaZite da je normiran prostor (R2,|-||) gladak, ali nije strogo konveksan.
Zadatak 13. Je li
IR =R, (@)= @+ 3 20) )l (2y) € R?

norma na R2? Ako jest, je li (R?,||-||) strogo konveksan prostor?
Zadatak 14. Dokazite Propoziciju 9.

Zadatak 15. Dokazite Propoziciju 11.

Zadatak 16. Neka je X normiran prostor.

(a) Vrijedi li za sve vektore x,y € X implikacija

[z +yll = llzll + lyll = llz =yl = [llzll = lyll?

(b) Dokazite da je X strogo konveksan ako i samo ako za sve z,y € X vrijedi gornja implikacija.

Zadatak 17. Neka je X strogo konveksan normiran prostor. Dokazite da za sven > 21 x1,...,x, € X
vrijedi
|lz1+ -+ zp]| = |21+ -+ ||zn]] = 21 =01l Jo,...,a, > 0 takvi da z; = ajz zasve 2 < j < n.

Zadatak 18. Neka je n € N te z,y € C" vektori.
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(a) Dokazite da je ||z +yl|; = |||, + ||y||; ako i samo ako 2 = 0 ili za svaki 1 < j < n postoji A; > 0
takav da y; = A\jx;.

(b) Dokazite da je ||z + y|, = ||zl + |yl ako i samo ako x = 0 ili postoji 1 < j < n i skalar A > 0
takav da y; = Azj, 5] = [|l2]l 11y = y]l-

Zadatak 19. Dokazite da je
2 ! 2
MR SR, (@)l :=/ w+tyldt,  (2,y) €R
0

norma na R2. Je li (R?|-]|) strogo konveksan?

Zadatak 20. Neka je X normiran prostor. Na X* standardno promatramo operatorsku normu. Dokazite:
(a) Ako je X™* strogo konveksan prostor, tada je X gladak.
(b) Ako je X* gladak prostor, tada je X strogo konveksan.

Zadatak 21. Zadan je linearan operator A : F* — F"™ matricom (a;;);; u kanonskoj bazi.

(a) Ako u domeni i kodomeni promatramo normu ||-|| ., dokazite da je

| Al = max{||(ai1, a2, ..., ain)|; : 1 < i< n}.

(b) Ako u domeni i kodomeni promatramo normu ||-||;, dokazite da je

Al = max{{|(aij, agj, ..., anj)ll; : 1 < j < n}.

Zadatak 22. U ovisnosti o parametru a € C zadan je linearan operator 4, : (C3,|-[l..) = (C?,[-]l)
matricom u kanonskoj bazi

0 1 1
Ay,:=10 0 1
0 0 «
Nadite nuzne i dovoljne uvjete na « tako da A, Ly I odnosno I 1Ly As.
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