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1. (8 bodova) Za ϕ ∈D(R) definiramo

〈T,ϕ〉 :=
∫

∞

0

ln(1+ x)
x

ϕ
′(x)dx.

(a) Pokažite da je T dobro definirano preslikavanje, odnosno da gornji integral zaista

konvergira za svaki ϕ ∈D(R) te da je T ∈D ′(R).

(b) Je li preslikavanje T definirano istim izrazom na S (R) ujedno i temperirana

distribucija?

(c) Odredite red od T .

2. (6 bodova) Dan je niz funkcija fn(x) = x
x2+ 1

n
, n ∈ N.

(a) Pokažite da je fn ∈S ′(R) za svaki n ∈ N.

(b) Odredite limes u S ′ niza fn.

3. (6 bodova) Pokažite da je s

f (x) =
∫

∞

−∞

siny
y(1+(x− y)2)

dy

dobro definirana jedna funkcija iz L2(R) te odredite ‖ f‖L2

4. (6 bodova) Neka je Ω = K(0,1)⊆ R3. Dane su matrica A i funkcija b na Ω s

A =
1
4


5 −1 0

−1 1 0

0 0 8

 b(x) = |x|2− 1
4
.

Pokažite da je bilinearna forma na H1
0(Ω) dana s

b(u,v) =
∫

Ω

〈A∇u,∇v〉+buv

neprekidna i koercitivna.



Rješenja

1. Označimo s f (x) = ln(1+x)
x H(x). Kako je limx→0+ f (x) = 1, imamo da je dana funkcija

C1(R\{0}), te u 0 ima prekid prve vrste i skok +1. Nadalje, kako je limx→+∞
ln(1+x)

x =

0 (npr. L’Hopital), slijedi da je f ∈ L∞(R), pa je posebno i T = Tf ∈S ′(R). Nadalje,

vidimo da je 〈T,ϕ〉=−〈 f ′,ϕ〉=−〈g,ϕ〉+〈δ0,ϕ〉, gdje je g(x) =
x

1+x−ln(1+x)
x2 H(x), za

što se opet jednostavno provjeri (L’Hopital ili Taylorov razvoj) da je limx→0+ g(x) =

−1
2 i limx→∞ g(x) = 0, pa je T reda 0 kao zbroj δ0 i regularne distribucije.

2. S obzirom da je za svaki n ∈ N funkcija fn ograničena (neprekidna na R i teži ka 0

za |x| → ∞), slijedi da je fn ∈S ′. Ostatak zadatka je isti kao u Zadatku 2. iz ovog

kolokvija.

3. Funkciju f možemo zapisati kao f = g∗h, gdje su

g(x) =
sinx

x
, h(x) =

1
1+ x2 .

Kako je g ∈ L2 (pokazano na vježbama) te h ∈ L1 (predavanja ili se trivijalno vidi

da je ‖h‖L1 = π), prema Youngovoj nejednakosti slijedi da je f = g ∗ h ∈ L2. Sada

korištenjem Plancherelovog teorema te rezultata o Fourierovoj transformaciji konvo-

lucije slijedi

‖ f‖L2 = ‖g∗h‖L2 = ‖ĝ∗h‖L2 = ‖ĝĥ‖L2 =

(∫
∞

−∞

ĝ(ξ )2ĥ(ξ )2dξ

)1/2

,

te preostaje očitati

ĝ(ξ ) = πχ[− 1
2π

, 1
2π

], ĥ(ξ ) = πe−2πi|ξ |

te izračunati dobiveni integral.

4. Kako je A simetrična matrica, te se lako izračuna σ(A) = {1
2 ,1,2}, imamo da je za

sve ξ ∈ R3

1
2
|ξ | ≤ |Aξ | ≤ 2|ξ |,

dok je očito −1
4 ≤ b(x)≤ 3

4 za sve x ∈ K(0,1). Sada je za sve u,v ∈ H1
0 (Ω)

|b(u,v)| ≤
∫

Ω

|〈A∇u,∇v〉|+ |buv|

≤
∫

Ω

|A∇u||∇v|+ |b||u||v|

≤ 2‖∇u‖L2‖∇v‖L2 +
3
4
‖u‖L2‖v‖L2

≤ 2‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
.

https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/Kolokvij_2021.pdf
https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/Kolokvij_2021.pdf


S druge strane je za svaki u ∈ H1
0 (Ω)

b(u,u) =
∫

Ω

〈A∇u,∇u〉+bu2

≥ 1
2
‖∇u‖2

L2−
1
4
‖u‖2

L2∣∣∣∣∣Poincare =⇒ −1
4
‖u‖2

L2 ≥−
C2

p

4
‖∇u‖2

L2

∣∣∣∣∣
≥

(
1
2
−

C2
p

4

)
‖∇u‖2

L2

≥ (C2
p +1)

(
1
2
−

C2
p

4

)
‖u‖2

H1
0
.

S obzirom da bi u ovom trenutku trebalo znati da je Cp <
√

2 da bi posljednja kons-

tanta bila pozitivna (to zapravo i vrijedi za jediničnu kuglu), to bi ujedno i dovršilo

i dokazivanje koercitivnosti; medutim, kako to nije bilo predvideno, rješenja koja su

došla do ovog koraka sam bodovao s maksimalnim brojem bodova za taj dio.


