Binomna raspodjela teorem:
np—q<x,<np+p

Xo — je ona vrijednost varijable x kojoj pripada najvecéa vjerojatnost.

Dokaz:

1. Ako je xo zaista varijabla s najve¢om vjerojatnosti, onda vrijedi:
P(x,—-1)<P(x,) (1)

Upotrijebimo rekurzivnu formulu:

P(x) _n—x+lp

P(x-1) X q

—x, +1
p(xo):%fp(xo_l)
0

koja se uvrsti u (1)

n—x,+1p
P(x,-1)<———=P(x,-1
(1) <=2 2, -1)

Krac¢enjem ¢lana P(x, —1) dobiva se:

(<%t lp
Xo q
odnosno

X, g <np—x,p+p
q=1-p
xo(l—p)énp—x0p+p
Xo—XgPSNp—X,p+Pp
Xy <np+p

2. Dokazimo lijevu stranu pocetne nejednakosti np—g<x,<np+p:
P(x,)=P(x,+1) )

P(x) _n—x+lp

P(x—l) X q

x=x,+1



Uvrstimo gornji izraz u (2)

n—x, p
P > °oZp
(XO) ot g (xo)

odnosno

Y
x,+1 g

X q+q2np—x,p

xy(1-p)+(1=p)=np—x,p

Xy =X P+q2np—Xx,p

X, 2np—q

Nadalje, razlika krajnjih granica nejednakostinp —q < x, < np + p iznosi:
(np+p)—(np—q)=np+p-np+q=p+q=1

Ovo implicira da postoje samo dvije opcije:

1. (np - q)nij e cijeli broj, tada ni (np + p) nije cijeli jer je njihova razlika 1. Izmedu tih granica
postoji cijeli broj xo koji je najvjerojatniji.

2. (np - q) je cijeli broj, tada je i (np + p) cijeli broj. Binomna raspodjela za ta dva cijela broja

ima najvecu vjerojatnost (Primjer iz predavanja, bacanje 7 nov¢ica).



Izvod Poissonove raspodjele iz binomne:

Binomna raspodjela:

-1)(n-2)...(n—x+1
P(x;n,p)= " P = — T g n(n-1)(n-2)..(n—x )p"q'H
X (n—x)!-x! x!

n!

. m
Uvrstit ¢emo m=np, odnosno p =—
n

P(x;n,p)= ”(”—1)(n—j!)...(n—x+1)(%jx (1—%}}7_)(
P(x;n,p)= n(n—1)(n —j!)...(n—x+1) ,: (“%)n (1_%j_x

Spojit ¢emo brojnik prvog razlomka i nazivnik drugog:

n(n-1)(n—-2)..(n—x+1)

P

n

U brojniku imamo x ¢lanova, isto tako i u nazivniku. Stoga mozemo pisati:

n(n—l)(n—2)...(n—x+l) _n (n—l) (n—2) (n—x+l)*

¥ cee

n
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Dakle, umjesto:

Pxin,p) - n(n=1)(n=2)..(n=x+1) m" (l—ﬂjn (1—ﬂjx

X

n n n

x! n n n
piSemo:
(1—1j[1—2j...(1—Hj \ .
P(xn,p) =" - mx(lﬂj (l_ﬂ)
x! n n

Sada ¢emo uvesti uvjet da n —> oo

o hm(l‘ij@‘ij”'(l_tlj . (l_ﬂj" [1—ﬂjx

n—0 x!

Pogledat ¢emo kako lim utjece na svaki ¢lan gornjeg izraza:

n—»0



A) lim(l—lj(l—%j...(l—x—_ljzl
n— n n n

Kada n — cosvaka ova zagrada postaje 1!

B) lim (1 - ﬂj
n—»00 n

én
Sjetimo se: lim(l +—j =e*

n—x0 n

n (_ 1n
lim(l _ ﬂj - lim(l + —’")] —e”
n—»0 n n—»0 n

o) lim(l—ﬂj =1 jerje  teinuli,a 1" = 1 za svaki x.
n n

n—0

X

P(x;m)=1limP(x;n, p)= M e

n—0 x!




Ocekivana vrijednost Poissonove raspodjele:

X

P(x;m):f(x)=m—-e"’” za x=0,1,2,...

i ; . mx B © . mx—l
x:’u:<x>:zf(x)x:§;.e X = :lme (x—l)!:

Prilikom skracivanja razlomka s x pocetni indeks sumiranja se mora povecéati za 1 jer smo
izgubili prvi ¢lan sume s iznosom 0.

Sjetimo se:

Rjesenje se dobiva supstitucijom:

x—1=n
x=n-1

unutar izraza:

uz paznju na zamjenu pocetne vrijednosti sume:

x=1
n=x-1=1-1=0



Izvod hipergeometrijske raspodjele iz binomne:

Kada n—o, tada hipergeometrijska raspodjela postaje binomna.
X n—Xx
P(x)=
(1) =
n

Uvestéemo p=—, g =
p N q

element koji ima obiljezje A (p), odnosno nema obiljezje A (g).

N-M

jer su to inicijalne vjerojatnosti da iz N elemenata izvuc¢emo

Prije toga uvedimo Np =M 1 Ng= N —M radi jednostavnijeg izvoda.

p(x)ﬁ?gﬁ{ﬂ e
& (N=n)tn!

P(x):(zj (Np—x)! (J]\;f!q—(n—x))! )
(N—-n)!

Skratit ¢emo svaki ¢lan:

N, N, (Np—l)m(Np —(x—l))(Np —x)(Np —(x+1))-~-

a) (N, -x) (N, -x)!

-, (N, 1), (1)

N,! =Nq(Nq—1)...(Nq—(n—x—l))(Nq— n—x))(Nq—(n—x+1))--.=
b (N n-x)) W, - ()
:Nq(Nq-])...(N —(n—x—l))
N!

c) =N(N-1)--«(N=(n-1))

(N—n)!

To uvrstimo u (1).



(nj [N, (N, =1)-+(N, = (x=1)) |- N, (N, =1)-+(N, = (n-x-1)) |
(NN =1 (N =(n-1)
Koliko ¢lanova ima svaka uglata zagrada?

Prva ima x Clanova, druga (n — x), a tre¢a n ¢lanova. Ukupni broja ¢lanova u brojniku jednak je
n, kao §to je 1 broj ¢lanova u nazivniku.

n

Gornji izraz ¢emo pomnoziti s

P(x):(n]N_"[Np(Np =1)(N, = (x=1)) ][N, (N, =1)-+(N, = (n=x-1))]
x ) N" [N(N_l)"'(N—(n—l))]
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Sjetimo se da je W":p lquq
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