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Popravni kolokvij 2.9.2022.

1. (8 bodova) Za sljedeća preslikavanja odredite jesu li distribucije, odnosno tem-
perirane distribucije na R.

(a) 〈Ta, ϕ〉 =
∫∞

0
ln(xx

2022
)ϕ(x)dx,

(b) 〈Tb, ϕ〉 =
∫∞
−∞ ϕ(x2)dx.

Rješenje:

(a) Označimo s f(x) = ln(xx
2022

) · H(x) = x2022 lnx · H(x). Ova se funkcija
nalazi u L1

loc (neprekidna na R zbog limx→0 x
2022 lnx = 0), pa je stoga dano

preslikavanje (regularna) distribucija. Takoder, na vježbama je pokazano
da je lnx ·H(x) ∈ S ′, pa kako je x2022 ∈ O, slijedi da je i f ∈ S ′.

(b) Imamo ∫ ∞
−∞

ϕ(x2)dx = 2

∫ ∞
0

ϕ(x2)dx =

∫ ∞
0

ϕ(y)
√
y
dy,

pa vidimo da je dano preslikavanje regularna distribucija pridružena funkciji
g(x) = 1√

x
H(x) ∈ L1

loc. Takoder, imamo da za |x| ≥ 1 vrijedi |g(x)| ≤ 1,

pa, npr. kao u zadatku iz zadaće, slijedi da je g ∈ S ′.

2. (4 boda)

Odredite limes u D′(R)

lim
n

sgn(x) · n · 1[−1/n,1/n](x).

Rješenje: Označimo s ϑ(x) = sgn(x) · 1[−1,1](x). Potrebno je odrediti limes u
D′ niza ϑn(x) := n · ϑ(nx). Za ϕ ∈ C∞c (R) imamo

〈ϑn, ϕ〉 =

∫
[−1/n,1/n]

nϑ(nx)ϕ(x)dx

=

∫
[−1,1]

ϑ(y)ϕ(y/n)dy

LTDK−→ ϕ(0)

∫
[−1,1]

ϑ(y)dy

= 0

3. (4 boda) Izračunajte ∫ ∞
0

cos(2πx)

1 + 4π2x2
dx.



Rješenje: Zbog parnosti podintegralne funkcije, imamo∫ ∞
0

cos(2πx)

1 + 4π2x2
dx =

1

2

∫ ∞
−∞

cos(2πx)

1 + 4π2x2
dx.

Takoder, zbog neparnosti funkcije x 7→ sin(2πx)
1+4π2x2

te integrabilnosti iste, imamo∫ ∞
−∞

sin(2πx)

1 + 4π2x2
dx = 0,

pa zajedno s prethodnim dobivamo

1

2

∫ ∞
−∞

cos(2πx)

1 + 4π2x2
dx =

1

2

∫ ∞
−∞

e2πix

1 + 4π2x2
dx =

1

2

̂( 1

1 + 4π2x2

)
(1) =

1

4e
.

4. (8 bodova)

Neka je (ϕn)n niz u S(R) te ϕ ∈ S(R) takva da vrijedi ϕn
S′−→ ϕ. Dokažite ili

opovrgnite kontraprimjerom:

(a) ϕn
D′
−→ ϕ,

(b) ϕn
S−→ ϕ,

(c) ϕn
Lp

−→ ϕ, 1 ≤ p ≤ ∞.

Rješenje:

(a) Tvrdnja vrijedi jer 〈ϕn, ψ〉 → 〈ϕ, ψ〉 za svaki ψ ∈ S, pa onda posebno i za
svaki ψ ∈ D ⊆ S.

(b) Tvrdnja ne vrijedi. Neka je 0 6= ϑ ∈ C∞c takva da je suppϑ ⊆ [−1, 1] i
0 ≤ ϑ ≤ 1, te stavimo ϕn = τnϑ. Tada za ψ ∈ S imamo

|〈ϕn, ψ〉| = |〈ϑ, τ−nψ〉| ≤
∫
R
|ϑ(x)||ψ(x+ n)|dx ≤

∫
[−1,1]

|ψ(x+ n)|dx→ 0.

S druge strane, kako je ‖ϕn‖L∞ = 1 za sve n, ovaj niz ne može konvergirati
k 0 u S.

(c) Tvrdnja ne vrijedi. Kontraprimjer je isti kao i u b).

5. (6 bodova) Neka je Ω ⊆ Rd otvoren i ograničen. Na H1
0 (Ω) zadana je bilinearna

forma

B[u, v] =

∫
Ω

A(x)∇u(x) · ∇v(x) + c(x)u(x)v(x)dx,

gdje je A ∈ L∞(Ω;Md(R)) te 0 6= c ∈ L∞(Ω). Dodatno, pretpostavimo da
postoji α > 0 takav da vrijedi

A(x)ξ · ξ ≥ α|ξ|2, ξ ∈ Rd, s.s. x ∈ Ω.



Dokažite da je B neprekidna te da postoje β, γ > 0 takvi da je

B[u, u] ≥ β‖u‖2
H1 − γ‖u‖2

L2 , u ∈ H1
0 (Ω).

Sve svoje tvrdnje detaljno obrazložite.

Rješenje:

Neprekidnost slijedi iz∣∣∣B[u, v]
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

∣∣A∇u · ∇v∣∣+
∣∣cuv∣∣

CSB

≤
∫

Ω

∣∣A∇u∣∣∣∣∇v∣∣+
∣∣c∣∣∣∣u∣∣∣∣v∣∣

≤ ‖A‖L∞

∫
Ω

∣∣∇u∣∣∣∣∇v∣∣+ ‖c‖L∞

∫
Ω

∣∣u∣∣∣∣v∣∣
Hölder

≤ ‖A‖L∞‖∇u‖L2‖∇v‖L2 + ‖c‖L∞‖u‖L2‖v‖L2

≤ (‖A‖L∞ + ‖c‖L∞)‖u‖H1‖v‖H1 .

Za drugi dio imamo sljedeći niz nejednakosti

B[u, u] =

∫
Ω

A∇u · ∇u+ cu2

uvjet na A

≥
∫

Ω

α
∣∣∇u∣∣2 + cu2

≥ α

∫
Ω

∣∣∇u∣∣2 − ‖c‖L∞

∫
Ω

u2

Poinc.

≥ αCP‖u‖2
H1 − ‖c‖L∞‖u‖2

L2 .

Stavljanjem β = αCP > 0 i γ = ‖c‖L∞ > 0 slijedi tvrdnja.


