Parcijalne diferencijalne jednadzbe 2
Popravni kolokvij 2.9.2022.

1. (8 bodova) Za sljedeéa preslikavanja odredite jesu li distribucije, odnosno tem-
perirane distribucije na R.

(a)
(b)

<Ta> 90> = fooo 1n<x12022)(p($)d$,
(Ty, ) = |7, o(a®)da.

Rjesenje:

(a)

Oznac¢imo s f(z) = In(z"") - H(z) = 22°2Inz - H(z). Ova se funkcija
nalazi u Li., (neprekidna na R zbog lim, 0 2?***Inz = 0), pa je stoga dano
preslikavanje (regularna) distribucija. Takoder, na vjezbama je pokazano

dajelnz- H(x) € &, pa kako je 220%2 € O, slijedi da jei f € S'.

Imamo
| etaae=2 [ otatyin = [ %)dy,

pa vidimo da je dano preslikavanje regularna distribucija pridruzena funkciji

g(x) = =H(x) € Lj,. Takoder, imamo da za |z| > 1 vrijedi |g(z)| < L,

pa, npr. kao u zadatku iz zadace, slijedi da je g € S'.

2. (4 boda)
Odredite limes u D'(R)

lim sgn(x) - n - L-1/n1/m(2).

n

RjeSenje: Oznacimo s ¥(x) = sgn(x) - 1j_1,1)(z). Potrebno je odrediti limes u
D' niza ¥, (x) :=n - I (nz). Za ¢ € C°(R) imamo

(U, @) = /[—1/n,1/n} nd(nx)p(x)dx
:/[_11} Iy)e(y/n)dy

LK (o) /[ o
1,1

=0

3. (4 boda) Izracunajte

o 2
/ cos(2mx) .
o 1+ 4m2z?



Rjesenje: Zbog parnosti podintegralne funkcije, imamo

/oo cos(2mx) dr — 1/00 cos(2mx) d.
o 1+4m2a? 2 ) oo 1+ 4n2a?

Takoder, zbog neparnosti funkcije x — fﬂiﬁfc; te integrabilnosti iste, imamo
/ °° sin(27z) dr =0
—_—dr =
oo 1+ 47222 ’

pa zajedno s prethodnim dobivamo

1 [ cos(2 1 [ 2 1, 1 1
_/ cos(2mz) . _ _/ e = (s ) () =
2 J_ o 1+ 4m22? 2 J_ o 1+ 4n222 2\ 1+ 47222 4e
. (8 bodova)
Neka je (¢n), niz u S(R) te ¢ € S(R) takva da vrijedi ¢, <, v. Dokazite ili
opovrgnite kontraprimjerom:
D/
(a> Yn — @,
S
)93
(c) on ==, 1<p<oo.
Rjesenje:

(a) Tvrdnja vrijedi jer (pn, ) — (¢, 1) za svaki ¢ € S, pa onda posebno i za
svakip € D C S.

(b) Tvrdnja ne vrijedi. Neka je 0 # ¢ € C2° takva da je suppd C [—1,1] i
0 <9 <1, te stavimo ¢,, = 7,¢0. Tada za ¢ € S imamo

[{on, )] = [{J, T-nth)| < /Rlﬁ(fr)lw(afﬂw)ldw S/ (2 +n)|dz — 0.

[_171]

S druge strane, kako je ||¢n||L~ = 1 za sve n, ovaj niz ne moze konvergirati
kOus.

(c) Tvrdnja ne vrijedi. Kontraprimjer je isti kao i u b).

. (6 bodova) Neka je Q C R? otvoren i ogranicen. Na H}({2) zadana je bilinearna
forma

Blu,v] = /QA(x)Vu(x) -Vo(z) + c(z)u(z)v(x)de,

gdje je A € L>®(; My(R)) te 0 # ¢ € L*(2). Dodatno, pretpostavimo da
postoji a > 0 takav da vrijedi

Ax)E-€>al€)?,  €eRY ss 2.



Dokazite da je B neprekidna te da postoje 3,7 > 0 takvi da je
Blu,u] = Bllullzp — vl u € Hy(Q).

Sve svoje tvrdnje detaljno obrazlozite.
Rjesenje:

Neprekidnost slijedi iz
‘B[u,v]‘ < / |AVu - Vo + |cuv)|
CSBQ
< [ 1aval Vel + [eljull
Q
< HA”LOO/ Vu||[Vo| + ||c\|Loo/ o]
Q Q
Holder
< Az IVull 21Vl 2 + llellpeelJull 2 ([ v]] 22

< (IAllzee + liellpoe) l[ull o] -

Za drugi dio imamo sljedeci niz nejednakosti

Blu, ul :/AVu~Vu+cu2
Q

uvjet na A

> /a|Vu|2+cu2
Q

Za/ ‘Vuf— ||c||Loo/u2

Q Q

Poinc. 9 9
> aCpllullzn = llellz<llullz2-

Stavljanjem 8 = aCp > 01y = ||c||L= > 0 slijedi tvrdnja.



