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ANALIZA U TEORIJI BROJEVA

Petar Orlié
21. ozujka 2025.

Osnovna ideja ovog predavanja je da, ako niz cijelih brojeva konvergira, tada je limes takoder
cijeli broj. Stovise, svi ¢lanovi niza osim njih konaéno mnogo su jednaki limesu. To je
jednostavna posljedica ¢injenice da se svaka dva razlicita cijela broja razlikuju za bar 1.

Ova tvrdnja se moze ¢initi trivijalnom, ali ima svoje primjene. Radi ilustracije, navest ¢emo
nekoliko primjera. Podrazumijevat ¢emo poznavanje osnovnih pojmova i rezultata u analizi
(Stolz-Cesaro, L’Hospitalovo pravilo, Cauchyjev niz, ...).

Primjer 1. Neka su a,b,c € Z takvi da je a # 0 i da je an® + bn + ¢ potpun kvadrat za svaki
n € N. Dokazi da postoje x,y € Z takvi da je a = 2%, b = 2xy, c = 3>

Dokaz. Neka je an® + bn + ¢ = 22 za z,, € Z. Jedna stvar koja nam moZe pasti na pamet je

n
da niz
Ty — n\/a

konvergira. To je istina (zasto?), ali to nije niz cijelih brojeva. Medutim, mozemo promotriti
niz

Tpnt+1 — Tp-
2

Taj niz je konvergentan s limesom /a (zasto?). Stoga je a = x? i
Tpi1 = Tp +2,Y0n > M.
Stoga je x, = xp + (n — M)x za sve n > M pa dobivamo
w*n? +bn+c=122 = (v + (n — M)z)2
Ovaj izraz mozemo promotriti kao kvadratni polinom u n pa mora vrijediti
b=2x(xy — Mx),c = (23 — Mz)?.
O

Ovaj problem je poseban slu¢aj sljedeceg opcenitijeg i poznatijeg rezultata: ako je f € Z[z] i
k € N takvi da je {/f(n) € Q,Vn € N, tada postoji g € Q[z] takav da je f = g.

Primjer 2. Neka su aq,...,a;, € RT takvi da bar jedan od njih nije cijeli broj. DokaZi da
postogi beskonacno mnogo n € N takvih da je

M(n, |ain] + ...+ |agn]) = 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je (p,) niz svih prostih brojeva. Tada za sve n > M
postoji z,, € N takav da je
Lalan +.o+ Lakan = TnPn-

Sad se namece tvrdnja da je niz (z,) konvergentan. To je istina jer niz

laipn] + ... + |axpn]
Pn
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konvergira u a; + ...+ ay, (zasto?). To znaci da je z, = a; +. ..+ ay za sve n > P. Medutim,
to je ekvivalentno tvrdnji da je

{aipn} + ...+ {agpn} =0,Vn > P, t.j.
{aipn} =0, Vi e {1,....k},n> P.
Iz toga se lako dokaze da su svi a; prvo racionalni, a onda i cijeli brojevi. O

Primjer 3. Neka su a,b prirodni brojevi veci od 1. DokaZi da postoji visekratnik od a koji u
prikazu u bazi b sadrzi sve znamenke 0,1,...,b— 1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka svi visekratnici a ne sadrze znamenku j. Kako vrijedi
1+ % + % + ... =00, dovoljno je dokazati da suma svih recipro¢nih visekratnika a konvergira.
Za svaki n € N i svaku znamenku j € {0,1,...,b — 1}, postoji najvise (b — 1)" brojeva s
n znamenaka u bazi b koji ne sadrze znamenku j i svi ti brojevi su vedi ili jednaki od "L,
Stoga je trazena suma jednaka najvise

b-(b—1)" 9 b—1\"
S ()
n>1 n>1
Ova suma je geometrijski red i stoga konvergira pa smo dobili kontradikeiju. O]

Primjer 4. Neka je m(n) broj prostih brojeva mangih ili jednakih n. DokaZi da postoji be-
skonaéno mnogo brojeva n takvih da w(n) | n.

Rjesenje ovog zadatka je direktna posljedica sljedec¢e leme. Njezina tvrdnja je mozda teska za
povjerovati, ali je istinita.

Lema 5. Neka je (ay) strogo rastu¢ niz prirodnih brojeva takav da je lim » = 0. Tada niz

(aﬂ> sadrzi sve prirodne brojeve.

n

Dokaz. Neka je m € N. Promotrimo skup

1
A:{n21|amn>—}.

mn m

Taj skup sadrzi broj 1 i ogranicen je zbog lim %» = 0. Stoga u njemu postoji maksimalni
element k. Ako je “mk > %, to znaci da je a,,; > k + 1 pa vrijedi

Am(k+1) > Qmk
m(k+1) — m(k+1)

1
2_7
m

Amk

sto je kontradikcija s pretpostavkom da je k maksimalni element. Dakle, <=t = % i dokazali
smo da niz (f) sadrzi sve prirodne brojeve. O
Da bismo sada rijesili zadatak, jo§ samo trebamo dokazati da je lim @ = 0. Ovo je vrlo
poznato i npr. slijedi iz tvrdnje
n
w(n) ~ :
logn

Jos jedan nacin na koji se to moze dokazati je pomocu tvrdnje Hpgnp < 4"
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Domaca zadaca
Treba tocno rijesiti barem 7 zadataka. Zadacée predajte do petka 11. travnja 2025.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

™) — (0 (moze i drugadije, ali bez

" =

Dokazi Hpgn p < 4™ i pomocu te tvrdnje dokazi lim
koristenja rezultata tipa m(n) ~

logn)'

Dokazi da ne postoje P, @, R € R|x] stupnja 2 takvi da za sve z,y € Z postoji z € Z
takav da je P(x) + Q(y) = R(z).

Neka su a,b € Z takvi da je a - 2™ + b potpun kvadrat za sve n € N. Dokazi da je a = 0.

Neka je f € Z[z] i (a,) strogo rastué niz prirodnih brojeva takav da je a, < f(n) za sve
n € N. Dokazi da je skup prostih brojeva koji dijele bar jedan ¢lan niza (a,,) beskonacan.

Nadi sve f € R[z] takve da je za sve n € N oblika 11...1 (t.j. koji u dekadskom zapisu
imaju samo jedinice) broj f(n) prirodan broj istog oblika.

Neka je f € Z[z] normiran (t.j. vodeceg koeficijenta 1) takav da za svaki n € N
jednadzba f(z) = 2" ima bar jedno rjesenje u N. Dokazi da je f linearan polinom.

Neka je (a,) strogo rastué¢ niz prirodnih brojeva takav da vrijedi
an | a1 +as + ...+ ap_1,Yn > 2025.
Dokazi da postoji M takav da je a, =ay +as+ ...+ a,_1,Vn > M.

Neka je f € Z[z| stupnja k takav da je {/f(n) € Z za svaki n € N. Dokazi da postoje
a,b € Z takvi da je f(x) = (az + b)* bez koristenja opéenitije tvrdnje iza Primjera 1.

Neka su a,b,c > 1 prirodni brojevi takvi da za svaki n € N postoji k£ € N takav da je
a* 4+ b¥ = 2¢". Dokazi da je a = b.

Neka je f € Z[z] takav da postoji niz medusobno razlicitih cijelih brojeva (a,,) takav da
je p(a;) = 0,p(as) = ay, p(as) = asg, ... Odredi stupanj polinoma f.

Neka su f,q € R[x] stupnja 2 sa sljede¢im svojstvom: ako je f(x) € Z za neki x € R,
tada je g(x) € Z. Dokazi da je g(z) = mf(z) + n za neke m,n € Z.

Neka je b > 5 prirodan broj. Definirajmo broj z,, sa zapisom

Tp=11...122...25
S——

n—1 n
u bazi b. Dokazi da je x,, potpun kvadrat ako i samo ako je b = 10.

Ako je a € R takav da su svi brojevi 1%,2%,3%, ... cijeli, dokazi da je a takoder cijeli
broj.

Nadi sve P,Q € Z[z] takve da je P(z)* = (z* + 6z + 10)Q(x) — 1.



