UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 1.

(a) (2 boda) Dokazite da za sve podskupove A i B skupa U vrijedi

AN(AUB) = A.

(b) (2 boda) Vrijedi li
AN(AVB)=A

za sve sudove A i B? Odgovor obrazlozite.

(¢) (1 bod) Negirajte sljedeci sud:
x € AU B ako i samo ako jex € Aili z € B.
Rjesengje.

(a) re AN(AUB) <= rc ANr e AUB<= e AN(r €AV eB)<=zc A

(b) Koristimo tablicu istinitosti.

A|B|AVB|AAN(AV B)
010 0 0
011 1 0
110 1 1
1)1 1 1

Odgovor je da.
(c)
(Jz)(r€e AUBix ¢ Aix ¢ B)
ili

(Fz)((zx€e Allize B)ixz ¢ AUB).



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 2.
(a) (2 boda) Ispitajte parnost / neparnost razlike i produkta dviju neparnih funkcija.

(b) (3 boda) Funkcija f: R — R zadana sa f(z) = shx je bijekcija. Odredite joj inverznu funkciju.

Rjesenge.
(a) Neka su f i g dvije neparne funkcije. Za njihovu razliku imamo
(f = 9)(=z) = f(=x) —g(—2) = = f(z) + g(z) = =(f(2) — g(2)) = (f — 9)(x), Vaz,

pa je f — g neparna. S druge strane, za njihov produkt imamo

(fo)(=z) = f(=x)g(—x) = (=f(2))(—g(x)) = f(x)g(x)) = (fg)(x), Vaz,
pa je fg parna funkcija.
(b) Neka je y € R. Tada je

x —x

5 =y =e" —e T = ¥ — 2ye® — 1 = 0.

e
y=shr<—y=

Supstitucija t = e* > 0 daje
t? — 2yt —1=0,

a rjeSenja te kvadratne jednadzbe su t;5 =y £ \/y? + 1. Medutim, t, < 0, pajet =y + /y?> + 1.

Dakle,
e =y+Vyr+1

i kona¢no In(y + 1/y2 + 1). Inverzna funkcija f~!': R — R dana je sa
fHz) =In(z + Va2 +1)

za svaki z € R.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 3. (5 bodova) Zapisite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svaki realan broj vrijedi: ako postoje dva prirodna broja ¢igi je zbroj strogo wveéi od njega, tada pos-
toje dva cijela broja ciji je produkt strogo veci od njega.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
(Ve € R)(((3n,m e N)(n+m > x)) = ((Ip,q € Z)(pg > 1))).

Ova tvrdnja je istinita jer za svaki realan broj x mozemo osigurati da desna strana implikacije bude istinita,
odnosno moZzemo pronaci cijele brojeve p i ¢ takve da je pg > x (npr. moZzemo uzeti p i ¢ da budu bilo
koja dva cijela broja veca od x).

Obrat dane tvrdnje je

(Ve € R)(((3p.q € Z)(pq > x)) = ((3n,m € N)(n +m > x))),
ili rije¢ima:

Za svaki realan broj vrijedi: ako postoje dva cijela broja ¢iji je produkt strogo veéi od njega, tada postoje
dva prirodna broja ¢iji je zbroj strogo veci od njega.

Ova tvrdnja je takoder istinita, jer opet mozemo posti¢i da za svaki x implikacija bude istinita. étoviée,
mozemo posti¢i da desna strana implikacije bude istinita, pa ¢e onda i sama implikacija biti takva. Na
primjer, ako uzmemo prirodne brojeve n i m veée od = tada ée nuzno biti n +m > z.

Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(Ve € R)(((Vp,q € Z)(pg < 7)) = ((Vn,m € N)(n+m < x))),
ili rijecima:

Za svaki realan broj vrijedi: ako je produkt svaka dva cijela broja mangi ili jednak od tog broja, tada je
zbroj svaka dva prirodna broja mangi ili jednak od tog broja.

Buducdi da je originalna tvrdnja bila istinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je

3z € R)(((Vn,m € N)(n+m <)) A((3p,q € Z)(pq > x))),
ili rije¢ima:

Postogi realan broj broj veci ili jednak od zbroja svaka dva prirodna broja, te takav da postoje dva cijela
broja ¢igi je produkt veci od tog broja.

Originalna tvrdnja je bila istinita, pa je onda njena negacija neistinita.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove (B\ (AUC))U(C\A) i (BUC)\(ANBNC).
Odredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opéenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi opcéenito
pronadite kontraprimjer. Postoji li primjer za koji vrijede i jedna i druga inkluzija? Ako postoji, navedite
ga, a u suprotnom obrazlozite zasto ne postoji.

Rjesenje. Vennovi dijagrami za skupove (B\ (AUC))U(C\ A)i(BUC)\ (AN BNC) redom izgledaju
ovako.

\ < 4

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je (B\ (AUC))U(C\ A) C (BUC)\ (AN BNC), te da
obratna inkluzija ne vrijedi opéenito. Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je z € (B\ (AUC))U (C'\ A).
Tada jexz € (B\ (AUC))ilixz e C\ A.

Akojex € (B\ (AUC)), tada je x € Btex ¢ AUC. ZakljuCujemo daje x ¢ Aix ¢ C, pajeu
svakom sluc¢aju x ¢ AN BN C. S druge strane, kako je x € B, slijedi da je i x € B U C, pa zaklju¢ujemo
dajex e (BUC)\ (ANBNCOC).

Promotrimo sada drugi slucaj, tj. kada je x € C'\ A. U tom je slucaju x € C'i z ¢ A. Kako je
x € C,slijedidajeix € BUC, akako je z ¢ A, slijedi da je z ¢ AN BN C. Opet zaklju¢ujemo da je
re(BUC)\(ANBNCQO).

Ovime smo dokazali jednu inkluziju.

Obratna inkluzija ne vrijedi, kao §to se moze vidjeti npr. ako uzmemo A = B = {1} i C = {2}.

Postoje primjeri za koji vrijede i jedna i druga inkluzija, npr. A= B = C = ().




UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu cijelih brojeva Z zadana je relacija p C Z X Z sa
apb <<= (BceZ)(a—b=7c).

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite. Je
li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja?

Rjesenge.

Refleksivnost: Za svaki a € Z je a — a = 02, to jest a p a. Prema tome, p je refleksivna.

Simetri¢nost: Relacija nije simetri¢na. Primjerice, za a = 51i b = 1 imamo a — b = 4 = 2% (dakle a p b),
ali b a jer 1 —5 = —4 nije kvadrat cijelog broja.

Tranzitivnost: Nekajea p bib p c, tj. pretpostavimo da postoje p,q € Z takvidajea—b=p*ib—c = ¢°.
Tada je a — ¢ = p? + ¢2, a to ne mora biti kvadrat cijelogog broja. Primjerice, uzmemo li a = 2, b =11
¢ =0, vidimo da vrijedi a p bib p ¢, ali a — ¢ = 2, dakle a w b. Zakljucujemo da p nije tranzitivna.
Antisimetri¢nost: Neka je a p bib p a. To znadi da postoji ¢ € Z takav da je a — b = ¢?, ali da je pritom i
—c? potpun kvadrat. To je moguée samo ako je ¢ = 0, to jest ako je a = b. Zaklju¢ujemo daa pbib pa
povlaci a = b, tj. p je antisimetri¢na.

p nije ni parcijalni uredaj, ni relacija ekvivalencije.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 6. Funkcija f: (2, +00) — (—4, +00) zadana je pravilom pridruzivanja

4 2

fz) =" %" - 3.
(a) (3 boda) Ispitajte injektivnost i surjektivnost funkcije f.

(b) (2 boda) Neka je g: (2,+00) — (—4,+00) funkcija s pravilom pridruzivanja g(z) = e - 3.
Pronadite funkciju A takvu da je f = g o h. Je li funkcija h rastuca?

Rjesenje.
(a) Pretpostavimo da za neke x,y € (2, +00) imamo f(x) = f(y). Tada je

O g g 1 4?42 e (2 — ) (e 4) = O,

Dakle, ili je 22 = 42 ili je 22 4+ y?> = 4. Ako je 2? = y? tada je nuZno = = y jer smo pretpostavili da
su i y pozitivni. S druge strane, buduéi da je z,y > 2, slijedi da je 22 4+ y? > 8 pa se drugi sluca;]
(22 4+ y* = 4) niti ne moZe dogoditi. Dakle, zakljucak je da je x =y, pa je f injekcija.

Buduéi da za svaki z iz domene imamo e* ~4” > 0, slijedi da je f(z) > —3. Zakljuéujemo da ne
postoji = iz domene takav da je npr. f(z) = —3.5, pa f nije surjekcija.

(b) Uocimo da je
flz) ="' ~4" _ g = ittt g _ (@20 3 g2 9,

pa ako uzmemo funkciju h: (2,4+00) — R takvu da je h(x) = 22 — 2 dobivamo da je f = go h.
Bududi da je
r>y>2=1">y  =1>-2>y" -2 = h(x) > h(y),

slijedi da je h strogo rastuca funkcija.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(x) = [logs(3z + 1)]> + 4logs(3x + 1) + 2.
(a) Odredite prirodnu domenu funkcije f.
(b) Odredite skup f([0, 2]).
(c) Odredite skup f~!({—o0, —1)).

Rjesenge.

(a) Jedini uvjet je zadan ¢injenicom da je domena funkcije logy skup R*. Odavde dobivamo 3z + 1 > 0,
to jest z > %1 Drugim rije¢ima, Dy = (%1, 00).

(b) Uoc¢imo da je f = f3o fyo f1, pri ¢emu je
file) =3z +1, folz) =logy(x), fa(z)=a®+4z+2.

Sada ra¢unamo:

Ao 3]) e A =08, o3 - 2

Odavde je f([0,%]) = [2,23].

(c) Opet koristimo rastav f = f3 o fy o fi i ¢injenicu f~1(A) = f; ' (fy '(f5 '(A))). Racunamo:

e = 30 s = () 5 () ~ (e )

Zakljuéujemo f~!((—o0, —1)) = (28, 22).



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 1.

(a) (2 boda) Dokazite da za sve podskupove A i B skupa U vrijedi

BU(ANB) = B.

(b) (2 boda) Vrijedi li
BV(ANB)=B

za sve sudove A i B? Odgovor obrazlozite.

(¢) (1 bod) Negirajte sljedeci sud:
x € AN B ako isamo ako jex € Aix € B.
Rjesenge.

(a) re BU(ANB)<=zre€BV(re ANB)<=xre€BV(re ANz e€B)<=uz€B

(b) Koristimo tablicu istinitosti.

A|B|AANB | BV (AAB)
010 0 0
0]1 0 1
110 0 0
1]1 1 1

Odgovor je da.
(c)
(Jz)(r€e ANBi(z ¢ Ailiz ¢ B))
ili

(Jz)(r€e AixeBix¢ ANB).
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Zadatak 2.
(a) (2 boda) Ispitajte parnost / neparnost zbroja i kvocijenta dviju neparnih funkcija.
(b) (3 boda) Funkcija f: [0,00) — [1,00) zadana sa f(z) = chz je bijekcija. Odredite joj inverznu
funkciju.
Rjesenge.
(a) Neka su f i g dvije neparne funkcije. Za njihov zbroj imamo
(f +9) (=) = f(—z) + g(—2) = = f(z) — g(x) = =(f(2) + g(2)) = (f + 9)(x), Vaz,

pa je f + g neparna. S druge strane, za njihov kvocijent imamo

(£) (- L)t s _ (1

g

g(=z)  —g(z) g(z)
pa je 5 parna funkcija.

(b) Neka je y € [1,00). Tada je

x —x

y=chr<=y= = y=e"te T =¥ — 2" +1=0.

Supstitucija t = e* > e’ = 1 daje
2 —2yt+1=0,

a rjeSenja te kvadratne jednadzbe su t12 = y £ y/y?> — 1. Uo¢imo da za y = 1 imamo ¢; = t5. S
druge strane

y>1l=2y>2= y+l<-1l=¢y*-2y+l<yP—1= (y—132<y*—1
—y—1l<yVy-1l=y— Vi -1<l=t <1

Dakle,
e"=y+y -1

i kona¢no In(y + \/y? — 1). Inverzna funkcija f~': [1,00) — [0,00) dana je sa
fHz) =In(z + Va2 —1)

za svaki x € [1, 00).



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 3. (5 bodova) Zapisite simbolima zadanu tvrdnju te njen obrat, negaciju i obrat po kontrapozi-
ciji. Zapisite zatim rije¢ima sve dobivene tvrdnje. Odredite istinitost svih tvrdnji i obrazlozite Sto tvrdite.
Zadana je sljedeca tvrdnja.

Za svakt realan broj vrijedi: ako postoje dva prirodna broja cigi je produkt strogo veéi od njega, tada
postoje dva cijela broja ¢iji je zbroj strogo veci od njega.

Rjesenje. Danu tvrdnju simbolima zapisujemo kao
(Ve € R)(((3n,m € N)(nm > z)) = ((Bp,q € Z)(p+ ¢ > ))).

Ova tvrdnja je istinita jer za svaki realan broj x mozemo osigurati da desna strana implikacije bude istinita,
odnosno mozemo pronaci cijele brojeve p i ¢ takve da je p 4+ ¢ > x (npr. mozemo uzeti p i ¢ da budu bilo
koja dva pozitivna cijela broja veéa od x).

Obrat dane tvrdnje je

(Ve € R)((3p.q € Z)(p+ q > x)) = ((3n,m € N)(nm > x))),
ili rije¢ima:

Za svaki realan broj vrijedi: ako postoje dva cijela broja ciji je zbroj strogo veci od njega, tada postoje dva
prirodna broja ciji je produkt strogo veci od njega.

Ova tvrdnja je takoder istinita, jer opet mozemo posti¢i da za svaki x implikacija bude istinita. étoviée,
mozemo posti¢i da desna strana implikacije bude istinita, pa ¢e onda i sama implikacija biti takva. Na
primjer, ako uzmemo prirodne brojeve n i m veée od = tada ¢e nuzno biti nm > x.

Obrat po kontrapoziciji dane tvrdnje je

(Ve € R)(((Vp,q € Z)(p + ¢ < x)) = ((Vn,m € N)(nm < x))),
ili rijecima:

Za svaki realan broj vrijedi: ako je zbroj svaka dva cijela broja mangi ili jednak od tog broja, tada je
produkt svaka dva prirodna broja mangi ili jednak od tog broja.

Buducdi da je originalna tvrdnja bila istinita, onda takav mora biti i obrat po kontrapoziciji.
Negacija dane tvrdnje je

3z € R)(((Vn,m € N)(nm < x)) A((3p,q € Z)(p+ q > x))),
ili rije¢ima:

Postogi realan broj broj vecéi ili jednak od produkta svaka dva prirodna broja, te takav da postoje dva cijela
broja ¢iji je zbroj veci od tog broja.

Originalna tvrdnja je bila istinita, pa je onda njena negacija neistinita.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 4. (5 bodova) Nacrtajte Vennove dijagrame za skupove (C\ (BUA))U(A\B) i (CUA)\(ANBNC).
Odpredite odnos ta dva skupa. Inkluziju koja vrijedi opéenito dokazite, a za inkluziju koja ne vrijedi opcéenito
pronadite kontraprimjer. Postoji li primjer za koji vrijede i jedna i druga inkluzija? Ako postoji, navedite
ga, a u suprotnom obrazlozite zasto ne postoji.

Rjesenje. Vennovi dijagrami za skupove (C'\ (BUA))U(A\ B)i(CUA)\ (AN BNC) redom izgledaju
ovako.

a a

Iz Vennovih dijagrama naslu¢ujemo da je (C'\ (BUA))U(A\ B) C (CUA)\ (ANBNC(C), te da obratna
inkluzija ne vrijedi opéenito. Dokazimo navedenu inkluziju. Neka je z € (C'\ (BU A))U (A\ B). Tada je
xe(C\(BUA))ilize A\ B.

Akojex € (C\ (BUA)), tada je x € C te © ¢ BU A. ZakljuCujemo da je x ¢ Bixz ¢ A, pajeu
svakom sluc¢aju x ¢ AN BN C. S druge strane, kako je z € C, slijedi da je i € C'U A, pa zaklju¢ujemo
dajex e (CUA)\(ANBNC(C).

Promotrimo sada drugi slucaj, tj. kada je x € A\ B. U tom je slucaju x € Aix ¢ B. Kako je
x € A, slijedidajeixz € CUA, akako je z ¢ B, slijedi da je z ¢ AN BN C. Opet zaklju¢ujemo da je
re(CUA)\ (ANBNCOC).

Ovime smo dokazali jednu inkluziju.

Obratna inkluzija ne vrijedi, kao §to se moze vidjeti npr. ako uzmemo B = C = {1} i A = {2}.

Postoje primjeri za koji vrijede i jedna i druga inkluzija, npr. A= B = C = ().



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 5. (5 bodova) Na skupu cijelih brojeva Z zadana je relacija p C Z X Z sa
apb <= (IdeN,d>1)(dla A d|b).

Odredite je li relacija p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna, antisimetri¢na. Sve svoje tvrdnje dokazite. Je
li p relacija ekvivalencije? Je li p relacija parcijalnog uredaja?

Rjesengje.

Refleksivnost: Uo¢imo da za svaki a € Z osim 1 i —1 vrijedi a p a — o¢iti izbor djelitelja d je upravo |a|
(ili bilo koji prirodni broj d > 1 ako je a = 0).

Ipak, relacija nije refleksivna jer npr. 1y 1 (jedini prirodni djelitelj od 1 je 1).

Simetricnost: Relacija je trivijalno simetri¢na jer, ako d|a A d|b, onda i d|b A d|a.

Tranzitivna: Relacija nije tranzitivna; mozemo naci puno trojki a, b, c takvih da vrijedi a p b1 b p c, ali
a R ¢. Konkretno, moZzemo uzeti a = 2,b = 6,c = 3.

Antisimetri¢nost: Relacija o¢ito nije antisimetri¢na. Za kontraprimjer mozemo uzeti bilo koji par razli¢itih
brojeva koji su u relaciji (jer je relacija simetri¢na), npr. a = 2,b = 4. Zaklju¢ujemo da p nije ni relacija
ekvivalencije, niti parcijalni uredaj.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 6. Funkcija f: (3, +00) — (—4, +00) zadana je pravilom pridruzivanja

4 2

flz)=e" "% 3.
(a) (3 boda) Ispitajte injektivnost i surjektivnost funkcije f.

(b) (2 boda) Neka je g: (6,+00) — (—4,+00) funkcija s pravilom pridruzivanja g(z) = e - 3.
Pronadite funkciju A takvu da je f = g o h. Je li funkcija h rastuca?

Rjesenje.
(a) Pretpostavimo da za neke z,y € (3,+00) imamo f(x) = f(y). Tada je

L, B s B G 0 - P (2% =) (z*+1y*—6) = 0.

Dakle, ili je 22 = 42 ili je 22 4+ y?> = 6. Ako je 2? = 3? tada je nuZno = = y jer smo pretpostavili da
su z i y pozitivni. S druge strane, bududi da je x,y > 3, slijedi da je 2% + 3? > 18 pa se drugi sluca]
(22 4+ y* = 6) niti ne moze dogoditi. Dakle, zakljucak je da je x =y, pa je f injekcija.

Buduéi da za svaki z iz domene imamo e* ~6° > 0, slijedi da je f(z) > —3. Zakljuéujemo da ne
postoji z iz domene takav da je npr. f(z) = —3.5, pa f nije surjekcija.

(b) Uocimo da je
fla) = ¢ g 00 g 9 g g2 g

pa ako uzmemo funkciju h: (3,400) — R takvu da je h(x) = 22 — 3 dobivamo da je f = go h.
Bududéi da je
r>y>3=1">y = 1>-3>y" -3 = h(x) > h(y),

slijedi da je h strogo rastuca funkcija.



UVOD U MATEMATIKU

Prvi kolokvij — 23. studenog 2016.

Zadatak 7. (5 bodova) Neka je f(x) = [logy(2z + 1)]* — 2logy (22 + 1) + 2.
(a) Odredite prirodnu domenu funkcije f.
(b) Odredite skup f([0, 2]).
(c) Odredite skup f~!({—o0,10)).

Rjesenge.

(a) Jedini uvjet je zadan ¢injenicom da je domena funkcije log, skup R*. Odavde dobivamo 2z + 1 > 0,
to jest z > _71 Drugim rije¢ima, Dy = (_71, 00).

(b) Uoc¢imo da je f = f3o fyo f1, pri ¢emu je
file) =22 +1,  folz) =logy(x), fs(z)=a®—22+2.

Sada ra¢unamo:

Afod])-ne ars-p.3 s -

Odavde je f([0,1]) = [1, 5].

(c) Opet koristimo rastav f = f3 o fy o fi i ¢injenicu f~1(A) = f; ' (fy '(f5 '(A))). Racunamo:

o) = 2.0, -2 = (fas), 5 ((6)) = (22 )

Zakljuéujemo f~!((—o0,10)) = (22, 2).

2



